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Exercice 1 Questions de cours (ou presque)

Soit (Xn)n≥0 une (Fn)-martingale et T un temps d'arrêt dé�nis sur une espace de probabilité.

i) Montrer que T et 1{T<∞}XT sont deux variables aléatoires FT -mesurables.

ii) Montrer que Hn := 1{T≥n} est un processus prévisible, c'est-à-dire que Hn ∈ Fn−1, ∀n ≥ 1.

iii) Montrer que Xn∧T = X0 + (H.X)n et déduire que (Xn∧T )n≥0 est une (Fn)-martingale.

iv) On suppose ici que T ≤ κ et soit S un deuxième temps d'arrêt tel que S ≤ T . Montrer que

XT −XS = (K.X)κ où on a posé Kn := 1{S<n≤T}. En déduire que E(XT ) = E(XS).

Exercice 2 Lois uniformes et conditionnement

i) Soit a > 0. Soit U une variable aléatoire uniforme sur ]0, 1[ et soit V une variable aléatoire

à valeurs positives, indépendante de U , telle que V a soit intégrable. Montrer que la variable

aléatoire
W := 2U(V + U2)a

est intégrable et calculer E(W |V ).

ii) Soit (S, T ) un couple de variables aléatoires admettant la loi uniforme dans un triangle, c'est-

à-dire ayant la densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R2 (faire un dessin) :

f(s, t) =

{
2 si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
0 sinon.

a) Déterminer les lois conditionnelles de S sachant T et de T sachant S.

b) En déduire les espérances conditionnelles E[S|T ] puis E[T |S].

Exercice 3 Conditionnement par une �ltration �nie

On considère l'espace de probabilité (Ω,F ,P) où Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) est la tribu borélienne et

P est la mesure de Lebesgue. On �xe κ > 1 un entier et α > 0 un réel. Pour n ∈ N, on dé�nit

Fn := σ

(] j
κn
,
j + 1

κn

]
, 0 ≤ j ≤ κn − 1

)
.

En�n, on considère la suite de variables aléatoires (Xn)n≥0 dé�nie par Xn(ω) := αn1[
0, 1
κn

](ω), pour

ω ∈ Ω et n ∈ N.

i) Montrer que la suite (Fn) est une �ltration de l'espace (Ω,F ,P).

ii) On rappelle que toute variable Z : Ω→ R qui est Fn−mesurable est de la forme

Z(ω) =
κn−1∑
j=0

βj1] j
κn
, j+1
κn

](ω), avec βj ∈ R pour 0 ≤ j ≤ κn − 1.

Montrer que E[Xn+1|Fn] = αn+1

κ 1{Xn>0}.

iii) Pour quelles valeurs de α la suite (Xn) est-elle une martingale par rapport à (Fn) ? Une

sousmartingale ? Une surmartingale ?

iv) Pourquoi la (sur)martingale (Xn)n≥0 converge presque sûrement ? Déterminer la limite presque

sûre de Xn, lorsque n tend vers l'in�ni. Si α ≤ 1, la convergence a-t-elle lieu dans Lp, p > 1 ?
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