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Exercice 1 Questions de cours (ou presque)
Soit (Xn)n≥0 une martingale par rapport à une filtration (Fn)n≥0, et soit T un temps d’arrêt tel
que E(T ) <∞. On note

XT
n := XT∧n et FT

n := FT∧n, ∀n ∈ N

1. Donner une démonstration complète du fait que (XT
n )n≥0 est une martingale par rapport aux

filtrations (Fn)n≥0 et (FT
n )n≥0.

2. On suppose, de plus, qu’il existe une constante c > 0 telle E(|Xn+1 −Xn| | Fn) ≤ c.
Montrer que la suite (XT

n )n≥0 est uniformément intégrable et déduire que E(XT ) = E(X0).
On pourra noter Zn := |Xn−Xn−1| et étudier l’intégrabilité de la variableW :=

∑
i≥1

Zi1{T≥i}.

Exercice 2 Lois et lois conditionnelles
Soient X, Y deux variables aléatoires telles que Y (Ω) = N∗, P(Y ≥ `) = p`−1, pour tout ` ∈ N∗, et

E(1{X>t} | Y ) = e−Y t, ∀t ≥ 0.

1. Comment choisir p pour que la loi de Y soit bien définie ? Trouver cette loi ainsi que la loi
conditionnelle de X sachant Y .

2. Montrer que X est une variable aléatoire continue et trouver sa densité de probabilité.
3. Calculer P(Y = ` | X > t) et E(Y | X > t). Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X.

Exercice 3 Martingale et (encore une) suite récurrente
Soient deux réels p, α ∈]0, 1[ et (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. On pose

X0 = p et Xn+1 = αXn + (1− α)1{0≤Un+1≤Xn}, ∀n ≥ 0.

1. Montrer que, pour tout n ∈ N, 0 < Xn < 1.
2. Soit F0 = {∅,Ω} et Fn = σ(U1, . . . , Un) pour n ≥ 1. Montrer que la suite (Xn)n≥0 est une

martingale relativement à (Fn)n≥0.
3. Montrer que la suite (Xn)n≥0 converge presque sûrement vers une variable aléatoire X∞ et

que X∞ ∈ [0, 1] p.s. La convergence a lieu également dans L1 ? dans L2 ?
4. Trouver les limites, quand n→∞, des suites(

E(Xn)
)
n≥0,

(
E(X2

n)
)
n≥0,

(
E[(Xn+1 −Xn)2]

)
n≥0.

5. Montrer que, pour tout n ∈ N,

E
[
(Xn+1 −Xn)2

]
= (1− α)2E

[
Xn(1−Xn)

]
.

6. En déduire que E
[
X∞(1−X∞)

]
= 0 et ensuite montrer que X∞ ∼ B(1, p) (loi de Bernoulli).
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