0.1. LA CONSTRUCTION D’'UNE PROBABILITE SUR (0,1]* 1

0.1 La construction d’une probabilité sur (0, 1]*
i) Soit

Q=(0,1], B= By et S={(a,b]:0<a<b< 1}
Il est clair que 0, Q € S.
Sili,Io €8, alors I1 NIy € S. Donc S est stable par intersection finie.

Enfin, si I € S, alors I¢ est une union disjointe de deux intervalles de S (faire un dessin).
De plus on sait que o(S) = B la tribu borélienne sur €.

ii) On définit sur S la fonction A : S — [0, 1], par :
A(0) =0 et A((a,b]) =b—a.
On a A(Q2) = A((0,1]) = 1.
Montrons que A est une fonction additive sur S. Soit (a,b] € S et supposons que :

r

(a,b] = | J(ai, bil,

i=1
ol les intervalles dans le membre droit sont disjoints. Supposons aussi que ces intervalles ont
été numérotées convenablement :

al = a, bTZb, bi:ai+1,i:1,...,r—1.

Alors A((a,b]) =b—a et
Z)\((az,bz]) :Z(bi—ai) =b—a1+by—as+...+b—a,=b. —a1 =b—a.
i=1 i=1

iii) Montrons maintenant que \ est o-additive. Soit (a,b] € S et supposons que :

oo

(a7 b] = U(aiv bi]v

i=1

ou les intervalles dans le membre droit sont a nouveau disjoints.

iii)-a) Montrons d’abord que

A(ab) =b—a <> (bi—a)=> Aaib]). (1)
=1

7 =1

On choisit € < b — a et on observe que

[a+¢e,b] C [j (ai,bi+ ;) .
i=1

Le membre droit est un recouvrement ouvert du compact [a + £, b], donc on peut en extraire
un recouvrement fini : il existe un entier N tel que

N
[a—i—e,b]CU(ai,bﬁ—i). 2)

21’
i=1



Pour terminer la preuve de (1) il suffit de prouver que

b—a—e< ZN:l)—aZ ). (3)
=1
En effet on aurait alors
N 0o
b—a—5<2(bl—az+%) \Z(b —a;)+e¢
=1 =1

d’ou

=1

et comme ¢ est choisit arbitraire on obtient (1). Il reste & prouver que (2) implique (3).

iii)-b) Avec un petit changement de notations, on va montrer que

N

le,d) < | J(eidi). (4)

i=1
implique
N
c<) (di—ai). (5)
=1

On fait une récurrence : c’est clair pour N = 1. Supposons que (4) pour N — 1 implique (5)
pour N — 1 et on vérifie 'implication pour N. Supposons que

cy = max ¢ et ey <d<dy.

i=1,...,
On considére deux cas (faire un dessin) :

1. Supposons cy < c. Alors d —c < dy — ey < Zij\il(di - ).

2. Supposons ¢ < c¢y. Alors par (4) on a

N—-1
[c,en] C U (ciydi),
i=1
et par ’hypothese de récurrence
N-1
ey —c < Z (di — ¢),
i=1

donc

d—c=d—cy+cy—c< —CN+Z i —Ci) dN—cN+Z i —Ci) —Z(di—ci).
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Cela acheve la preuve de (1).

iii)-c) Pour terminer la preuve de la o-additivité on va vérifier I'inégalité inverse. On reprend
(a,b] = ;2 (ai, bi] avec une union d’intervalles disjoints. Comme pour tout n, |J;; (a;, bi]
est une union d’intervalles disjoints la méme chose est vrai pour

(a, 0]\ J (@i, bl = (J 1.
i=1 j=1
Comme A est additive on peut écrire
A(a, b)) = M| J (@i b U [ L) =D A(aibi) + > AMI) =D M(ai, b))
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Lorsque n — oo on trouve
[e.e]

Al(ab) > 3 Al(ai i)
=1

donc \ est o-additive sur S.

iv) Une définition et le resultat clé en cadre général :

Définition 0.1 (semi-algebre)
Soit Q0 un ensemble non-vide quelconque. Une famille de sous-ensembles S de £ est une
semi-algebre si
—0,0eS8;
— S est stable par intersections finies;
— si A€ S, alors il existe un n fini et des ensembles C1,...,Cy, disjoints dans S tels que
A =C1U...UC,.

Théoréme 0.1 (d’extension)

Supposons que S est une semi-algebre sur un ensemble non-vide quelconque ) et que P est
une fonction o-additive d’ensembles définie sur S, a valeurs dans [0,1], telle que P(2) = 1.
Alors il existe une unique mesure de probabilité P sur o(S) qui prolonge P (c’est-a-dire que
Ps=P)

Ce résultat s’applique pour Q = (0, 1] avec S définie en i) et A définie en ii). La probabilité
ainsi obtenue est la mesure de Lebesgue sur (0, 1].
v) Donnons les idées de preuve du résultat clé. On considere €2 un ensemble non-vide quel-
conque. Le Théoreme 0.1 est une conséquence des trois lemmes suivants. Avant de les énoncer
on a besoin d’une définition (rappel) :

Définition 0.2 (algébre et algébre engéndrée)

1. Une famille de sous-ensembles A de () est une algébre si
— Qe A;
— A e A impliqgue A € A;
— A,B € A implique AUB € A.



2. L’algebre engendrée par une famille de sous-ensembles S de Q) est la plus petite algébre
contenant S (on note A(S) ).

Lemme 0.1 (algébre engéndrée par une semi-algéebre)
Supposons que S est une semi-algébre sur ). Alors, l’algébre engendrée par S est la famille
des unions finies d’éléments disjoints de S :

A(S) = {U Si: 1 fini, S; €S disjoints }. (6)

iel

Lemme 0.2 (premiére extension)

Supposons que S est une semi-algébre sur €} et que P est une fonction o-additive définie sur
S, a valeurs dans [0,1], telle que P(Q) = 1. Alors il existe une unique extension P’ de P sur
A(S), telle que P’ est o-additive sur A(S) et P'(Q) = 1. Cette extension est définie par

P Si) =D P(S)). (7)
el el

Lemme 0.3 (deuziéme extension)

Supposons que A est une algebre sur Q0 et que P’ est une fonction o-additive définie sur A, a
valeurs dans [0, 1], telle que P'(2) = 1. Alors il existe une unique mesure de probabilité P sur
o(A) (tribu engendrée par A) qui prolonge P'.

Preuve du Lemme 0.1. On note A lensemble du membre droit de (6). Il est clair que
A DO S et on montre que A est une algebre. On vérifie les trois axiomes de la Définition 0.2.

1. Définition 0.1 implique 2 € S, donc 2 € A.

2. SiUjer Si et Uje s S; sont deux éléments de A, alors

(Us,-)ﬂ Usj|= U sinsjea

icl jeJ (4,)eIxJ
puisque {S; NS} : (4, j) € I x J} est une famille finie disjointe d’éléments de S (qui est
stable par intersection finie).

3. Enfin, vérifions la stabilité au passage au complémentaire. Soit | J;c;S; € A dont le
complémentaire est (1),.; Sf. D’apres la troisieme axiome d’une semi-algebre, comme

S;€S,ona
S; = Su,
JE€J;
avec une famille finie disjointe {.S;; : j € J;} d’éléments de S. Par le point précédent
on conclut que ;7 S5 € A.

Cela montre que A est une algebre contenant S, donc A O A(S). Par ailleurs, (J;c;Si € A
implique J;c; Si € A(S), d'ott A C A(S). O

Preuve du Lemme 0.2. On commence par vérifier que P’ est bien définie par (7), ensuite
que P’ est o-additive sur A(S) et enfin que I'extension est unique.
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1. Supposons que A € A(S) admet deux représentations différentes A = J;c; 5 =
Ujes Sj et on a besoin de vérifier que 3;c; P(S;) = 32, P(S}) pour que P’ ait une
unique valeur en A. Comme S; € A,

Y PS) =) PSinA)=>"Pin|Js)=> PJsins)

iel iel iel jeJ el jed
et comme S; = [J;c;Si NS} €S on peut utiliser 'additivité de P. Ainsi
S h) = XY PS8 = XY Pisins) < YR
iel iel jeJ jeJ i€l jeJ

La derniere égalité s’obtient en faisant le chemin inverse.

2. Supposons que pour ¢ > 1 les ensembles disjoints sont A; = UjeJi Sij € A(S), Sij €S
et A =2, A € A(S). Par ailleurs, comme A € A(S), A admet la représentation
A= Uk Sk, Sk €S, k € K fini. Alors

SaSk:SkﬁA:[jSkﬂAi:[j lJ Skn Sy avec Sj; € S.

i=1 i=1jeJ;
Par (7)
PA) =Y "P(Sk) =D D Y PSknSy) =>_> > P(SNS)
keK keK i=1 jeJ; i=1 jeJ; ke K
=22 P(Sy) = P(U Su) =D _P'(4),
i=1jeJ; =1 jeJ; i=1

puisque » o Sk N Sij = ANS;; =8 € S.
3. Soient P/ et P deux extensions additives. Alors, pour tout A = J;.; S; € A(S) on a
P1(A) = 2 ier P(Si) = Py(A).

On ainsi construit ’extension de P a une algebre. O

Preuve du Lemme 0.3. On divise la preuve en trois parties : en lére partie on étend P’ &
une fonction d’ensemble II o-additive sur une famille G D A. En 2éme partie on étend II &
une fonction d’ensemble IT* sur P(2) D o(A) et en 3eme partie on fait la restriction de IT* a
o(A) et on obtient la probabilité recherchée.

1. On définit d’abord la famille G :

G={JA4: 4 € A} ={lim 1 B, : B, € A, B, C Bn11,Yn}
j=1

et ensuite la fonction IT: G — [0, 1], par : si G = lim,, T B,, € G, ou B,, € A, alors

II(G) = lim P'(B,). (8)
n—oo
Cette derniere définition est bien justifiée car P’ est o-additive donc la propriété de
continuité sur des suites croissantes est vraie. On dit que {B,} est une suite appro-
chante de G. 1l reste a voir que II est bien définie, c’est-a-dire



Fait 1 Si G admet deux suites approchantes { By} et {B],},

G =limt B, =lim 1 B], alors lim P'(B,) = lim P'(B),). 9)
n n

n—0o0 n—0o0

Listons quelques propriétés de Il et G :

Fait 2 On a
Q,0eg et Il(w) =1, II(D) =0,

et pour G € G
0<I(G) < 1. (10)

Enfin, on a AC G et 4 =P’
Fait 3 Si G; € G pouri=1,2,alors GiUG2 € G, Gy NGe € G et 11 est additive :

(G U Ga) + II(G1 N Ge) = TI(G1) + TI(Ga). (11)

Fait 4 II est monotone sur G : si G; € G pour i = 1,2 et G1 C Ga, alors II(G1) <
I1(G2).

Fait 5 G est stable par des limites des suites croissantes et II est continue sur des
suites croissantes : st G, € G et G, T G, alors G € G et II(G) = lim,—,o, II(G,,).

Par les Faits 3 et 5 on déduit que Il est o-additive sur G donc la lere partie est vérifiée.
. On définit IT* : P(Q) — [0, 1] par

VAeP(Q): II"(A) =inf{lI(G) : A C G € G}. (12)

IT*(A) est le plus petit majorant des valeurs II(G) sur des ensembles G € G contenant
A. C’est la mesure extérieure de A. Comme pour II, on va lister les propriétés de
|

Fait 6 On a

g=1 (13)
et 0 < IT*(A) < 1, pour tout A € P(Q). En particulier, II*(2) = II(Q) = 1 et
() = 11(0) = 0.

Fait 7 II* est sous-additive : on a pour A, Ay € P()
H*(Al U AQ) + H*(Al N AQ) < H*(Al) + H*(AQ). (14)

En particulier

1 =11"(Q) < II*(A) 4+ IT*(A°). (15)
Fait 8 II* est monotone sur P().
Fait 9 II* est continue sur des suites croissantes : si A, T A, alors ITI*(A,) T IT*(A).

. On introduit une sous-famille D de P(2) :
D:={DeP(Q):1I"(D)+1I"(D°) = 1}. (16)

Fait 10 D est une tribu et IIi, est une probabilité sur (Q,D).
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Fait 11 D D A, donc D D o(A), et alors H|*0(A) est la probabilité (unique par un
argument de classe monotone) désirée.

Preuve du Fait 1 : Il suffit de montrer que :
oo (o]
U B. c | B), implique lim P'(B,) < lim P'(B},). (17)
n—oo

n—00
n=1 n=1

Pour m fixé lim,, 1 (B, N B},) = By, et on a aussi B, N B, C B],. On sait que la o-additivité
de P implique la continuité sur des suites croissantes. On en déduit :

lim P'(B}) > lim P'(B,,N B,) = P'(Bun).

n—oo

Comme cette inégalité a lieu pour tout m, on en déduit que

lim P/(B,) > lim P/(Bp).

n—oo m—00

Preuve du Fait 2 : Si on pose B, = {2 pour tout n, alors

A3 B, =019 et T(Q) = lim P/(Q) =1.

n—oo

Le méme argument marche pour ). (10) s’obtient par le fait que 0 < P/(B,,) < 1, pour toute
suite approchante {B,,} de A. Enfin, pour montrer que II(A) = P’(A) pour tout A € A, on
prend la suite approchante identiquement égale & A. ]

Preuve du Fait 3 : Soient les suites approchantes By, Bpo € A, telles que B,; T G; pour
1 =1,2. Comme A est une algebre, on voit que

A>3 B,iUBp 1 G1UG2, A3 By N B 1 G NGy,
qui montrent que G1 U G2, G1 NG € G. De plus
P/(Bnl U Bng) + P/(Bnl N Bng) = P/(Bnl) + P/(Bng),

et pour n — oo on trouve (11). O
Preuve du Fait 4 : C’est une conséquence directe de (17). O

Preuve du Fait 5 : Pour chaque n, G),, admet une suite approchante B,,, € A telle que
lim,, 1 By = Gyp. On définit Dy, = U | B, ,, € A (car A est stable par union finie). On va
montrer que

lim 1 Dy, = G (18)

et alors G admet une suite approchante croissante d’éléments de A, donc G € G.
Montrons d’abord que {D,,} est croissante :

m m+1

m
Dm = U Bm,n - U Bm+1,n C U Bm+1,n = Dm+1

n=1 n=1 n=1



Calculons la limite de {D,,}. Si n > m, on a par la définition de D,, :

m m

Bun C Doy = | By € | Gy = G

j=1 j=1

donc By, C Dy, C Gy, On prend la limite en m :
Gp=1lim1 By, , Clim?T Dy, Clim TG, =G
m m m

et ensuite la limite en n :

G=lm?1G, Cclim?t D, ClimtG,=G.

Donc G € G et par la définition de II, on sait que II(G) = limy, o0 II(Dyy,). 1l reste & prouver
que II(G,,) 1T II(G). Par les trois inclusions précédentes :

II(Bmn) < I(Dp,) < H(Gr).
On fait m — oo et comme G,, = lim,, T By, n,

II(G,) < lim II(D,,) < lim II(G,,), Vn.

m—00 m—0o0

On fait n — oo :
lim II(G,) < lim II(D,,) < lim II(G,)
n—oo m—0o0

m—00

donc limy, o0 II(G,,) = limy, 00 II(Dyy,) = II(G). O

Preuve du Fait 6 : Il est clair que si A € G, alors A € {G: A C G € G} et donc I'infimum
est atteint en A. O

Preuve du Fait 7 : Pour vérifier (14), on fixe ¢ > 0 et on trouve G; € G tels que G; D A4;
et pour i =1, 2,
On somme ces deux inégalités et on trouve

H*(Al) + H*(AQ) +e2> H(Gl) + H(Gg) = H(Gl U GQ) + H(G1 N Gg).

par le Fait 3 pour II. Comme G1 UGy D A1 U As et Gy NGy D A1 N As, par la définition de
IT* qu’on peut encore minorer par

IT*(A; U Ag) + TT* (A1 N Ag).

d
Preuve du Fait 8 : Cette propriété est une conséquence du fait que Il est monotone sur G
(Fait 4). O

Preuve du Fait 9 : On fixe € > 0. Pour chaque n > 1 on trouve G, € G tels que G,, D A,
et

T (Ay,) + 2% > 11(Gy).
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On pose G}, = U'_G,,. Comme G est stable par réunion finie, G), € G et {G),} est croissante.
On montre par récurrence

n
Ap) +e ) 27" 2 TG (19)
m=1
Pour n =1 c’est le choix de GG,,. On montre que “n = n+1”. On a
A, CG,CGy et Ayt CGry1 C Gy
et donc A, C G}, et Apy1 C G, donc A, C G, NGpy1 €G. Ainsi
II( In+1) = H(G;z UGny1) = H(Gln) + H(Gnt1) — H(Gln NGri1)

par (11). On peut alors majorer le membre de droite de I’égalité précédente par

n n+1
g (H*(An) + e Z 2m> -+ H*(An—‘rl) + Jﬁ - H*(An) =& Z 27m + H*(An+1)
m=1 m=1

qui est (19) pour n + 1. On fait n — oo dans (19). D’aprés la monotonie de II sur G et celle
de IT* sur P(Q2), et comme G est stable par des unions croissantes, on obtient

. " / /
nh_)rgol_[ (An)+6>n11_>rrc>10HG UG

Comme A = lim,, T A, C U;’;l G;- € G, on déduit que lim,,_,o, [I*(A4,,) > II*(A). Par ailleurs,
la monotonie donne IT*(A,,) < IT*(A), d’out lim,, oo IT*(A,,) < IT*(A). O
Preuve du Fait 10 : D’abord on prouve que D est une algébre. Il est clair que Q2 € D,
puisque II*(Q) = 1 et IT*()) = 0. Le passage au complémentaire est évident donc il reste &
vérifier la stabilité aux unions et intersections finies. Si A, Ay € D, alors par (14) on trouve :

H*(Dl U Dg) + H*(Dl N Dg) < H*(Dl) + H*(Dg) (20)
IT*((D1 U D2)¢) + II*((D1 N D)) < II*(DY) + II*(D3). (21)

On additionne (20) et (21) pour obtenir
H*(Dl @) DQ) + H*((Dl U Dg)c) + H*(Dl N Dg) + H*((Dl N Dz)c) <2 (22)

ou le membre de droite est obtenu parce que Dy, Do € D. Par (15) le membre de gauche est
> 2 donc en (22) on a égalité. En combinant cette égalité avec (15) on trouve

IT*(Dy U Dy) + IT* (D1 U Dy)°) = 1

IT* (D1 N Do) + IT*((D1 N D9)¢) = 1,

donc Dy U Dy, D1 N Dy € D et D est une algebre. De plus on obtient des égalités en (20) et
(21) (sinon on contredit (22)), donc IT* est additive sur D.

Pour montrer que D est une tribu il suffit de vérifier que D est une classe monotone
(et utiliser ensuite le théoreme de classe monotone). Comme D est stable par passage au
complémentaire il suffit de montrer que D,, € D, D, T D, implique D € D. Par le Fait 9

lim I1*(D,,) = IT*( U D,)

n—oo
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Par ailleurs, pour tout m > 1,
[o.¢] [o.¢]
(| Da)*) =1*(() D5) < TT*(Dy),
n=1 n=1

d’ot, par (15),

n—oo

1< n*([j D) + II*(( fj D)%) < lim TT*(D,,) + IT*(DS,). (23)
n=1 n=1

Si on fait m — oo, comme D,, € D,

1 << lim II*(Dy) + lim II*(Dy,) = lim (IT*(D,,) + II*(Dy,)) = 1,
n—oo m—0o0 n—oo
donc (23) est une égalité et donc D = |J;2; Dy, € D. Ainsi D est une algebre et une classe
monotone, donc une tribu.
Montrons que IIf, est o-additive. Soit D, une suite disjointe dans D. Comme D est une
algebre et par le Fait 9 et ’additivité de IT* on a

o n n n o

I D,)=1I"(lim | ) D;) = lim IT*(| | D;) = lim II*(D;) = )y II*(Dy).

(nL:J1 ) (”i:U1> (izul)n_mi:1 ();()
O
Preuve du Fait 11. Tout élément A € A est élément de G (suite approchante constante) et
alors IT*(A) = II(A) = P/(A) et la méme chose pour A°. Mais alors, par (15) 1 < IT*(A) +
IT*(A°) = P/(A) + P/(A°) =1, d’out A € D. Ainsi, D D A, donc la tribu D contient o(.A). La
restriction HI*U 4 est la probabilité désirée. Lunicité de cette extension de A & o(A) s’obtient
par un argument de classe monotone. O



