
UFR Mathématiques
Université de Rennes 1

Master 2ème année Recherche
Année 2013/2014

Analyse pour processus stochastiques : devoir en classe

vendredi 14 mars 2014 - durée 3 heures - documents de cours autorisés

Exercice I.

Soient Q,Q1, Q2, . . . des probabilités sur (R,B(R)).

1. Montrer que la suite {Qn}n>1 peut converger étroitement vers Q sans qu'il y ait convergence

de la suite des moments
{
µ
(n)
k =

∫
R

xkQn(dx)
}
n>1

(k > 1 entier).

On pourra prendre Qn = (1− n−1/2)δ0 + n−1/2δn.

2. Montrer que si lim sup
n→∞

∫
R

|x|Qn(dx) <∞ alors la suite {Qn}n>1 est tendue.

On pourra montrer à l'aide de l'inégalité de Markov que infr>0

[
supn>1Qn(|x| > r)

]
= 0.

3. On suppose que la suite {Qn}n>1 converge étroitement versQ. On veut montrer que pour toute
fonction borélienne f , bornée sur tout compact de R, continue Q-presque partout et dont le

comportement à l'in�ni est en o(g), avec g > 0 borélienne t.q. lim sup
n→∞

∫
R

g(x)Qn(dx) < ∞,

on a lim
n→∞

∫
R

f(x)Qn(dx) =

∫
R

f(x)Q(dx).

(a) Soient, pour r > 0, ηr := sup
|x|>r

|f(x)|
g(x)

et Ar := sup
|x|6r
|f(x)|. Montrer que

∀r > 0, lim sup
n→∞

∫
{|x|>r}

|f(x)|Qn(dx) 6 ηr lim sup
n→∞

∫
R

g(x)Qn(dx).

Véri�er qu'il existe un R > 0 tel que |f(x)| 6 AR + g(x), ∀x ∈ R. En déduire que

f ∈ L1(Qn) et qu'elle véri�e
∫
R

|f(x)|Qn(dx) 6 AR +

∫
R

g(x)Qn(dx), ∀n > 1.

(b) Montrer que ∀` > 0,∀n > 1,
∫
R

(|f(x)| ∧ `)Qn(dx) 6 AR +

∫
R

g(x)Qn(dx). En déduire

que f véri�e
∫
R

|f(x)|Q(dx) 6 AR + lim sup
n→∞

∫
R

g(x)Qn(dx) <∞ et donc f ∈ L1(Q).

(c) Utiliser les points précédents pour montrer que

lim
r→∞

lim sup
n→∞

∫
{|x|>r}

|f(x)|Qn(dx) = 0 et lim
r→∞

∫
{|x|>r}

|f(x)|Q(dx) = 0.

(d) Montrer qu'il existe un ensemble dense R ⊂ (0,∞) tel que pour tout r ∈ R on ait

lim
n→∞

∫
{|x|6r}

|f(x)|Qn(dx) =

∫
{|x|6r}

|f(x)|Q(dx).

On pourra étudier l'ensemble de points de discontinuité de la fonction fr(x) = f(x)1{|x|6r}.

(e) Montrer que lim sup
n→∞

∣∣∣ ∫
R

f(x)Qn(dx)−
∫
R

f(x)Q(dx)
∣∣∣ 6 0 et conclure.

4. On continue de supposer que la suite {Qn}n>1 converge étroitement vers Q. Montrer que, s'il

existe un entier ` > 1 tel que lim sup
n→∞

∫
R

x2`Qn(dx) <∞, alors Q admet des moments de tout

ordre k < 2` et on a lim
n→∞

∫
R

xkQn(dx) =

∫
R

xkQ(dx), ∀k < 2`. On pourra utiliser le point

précédent pour deux fonctions f et g bien choisies.
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5. Supposons cette fois-ci qu'il y a convergence de toutes les suites de moments pour les proba-

bilités Qn, autrement dit, ∀k > 1 entier, ∃ lim
n→∞

∫
R

xkQn(dx) = µk ∈ R. Montrer que la suite

{Qn}n>1 est tendue et qu'il existe une probabilité Q sur R telle que les µk (k > 1 entier) sont
ses moments. Si Q est entièrement déterminée par ses moments déduire que {Qn}n>1 converge
étroitement vers Q.

6. Que peut-on dire de la suite de probabilités {Qn}n>1 satisfaisant la condition que ∀k > 1

entier lim
n→∞

∫
R

xkQn(dx) =

{
0 si k impair
(2p)!
2pp! si k = 2p pair

?

Exercice II.

Soit (Bt)t∈[0,1] un mouvement réel standard dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (Ω,F , (Ft),P)
et on note W sa loi.

1. Rappeler l'expression de la fonctionnelle de taux I pour le principe de grandes déviations
satisfait par la famille des lois de {

√
εB•}ε>0. Notons I(A) := inff∈A I(f) avec A un borélien

de E = C([0, 1];R). On �xe g ∈ E une fonction strictement positive et on note

G := {f ∈ E : ∃t ∈ [0, 1] t.q. f(t) > g(t)}.

Évidemment G ne contient pas la fonction nulle. On veut étudier P(B• ∈ 1√
ε
G).

(a) Véri�er que G est un fermé et c'est un ensemble de continuité pour I (c'est-à-dire I(G̊) =
I(G).) On pourra véri�er que pour tout η > 0, (1 + η)f ∈ G̊, dès que f ∈ G, et déduire
que I(G) 6 I(G̊) 6 (1 + η)2I(G).

(b) Pour tout u ∈ (0, 1] on introduit la fonction gu(t) := g(u)
u (t ∧ u). Montrer que gu ∈ G

et que I(f) > I(gτf ) pour toute f ∈ G, où τf := inf{t ∈ [0, 1] : f(t) = g(t)}. Que vaut
I(G) ?

(c) Déduire que lim
ε→0

ε log P
(
∃t ∈ [0, 1] tel que

√
εBt > g(t)

)
= − inf

u∈(0,1]

[
g(u)2/(2u)

]
.

Supposons qu'il existe un unique u0 réalisant l'in�mum dans la relation pécédente. Pour-
quoi gu0 est la trajectoire la plus probable au franchissement de la "barrière" g ?

(d) Étudier le cas de la fonction g(t) = 1 + t.

2. Soit σ ∈ R et considérons (Xt)t∈[0,1] un processus continu adapté tel que

Xt = Bt − σ
∫ t

0
Xsds, t ∈ [0, 1].

(a) Justi�er succinctement l'existence d'un unique processus X. On note Q = P ◦ X−1• sa
loi. Montrer qu'il s'agit d'une loi gaussienne et calculer sa covariance.

(b) Pour ε > 0 la loi de X(ε)
• =

√
εX• sera notée Qε. Justi�er soigneusement que la famille

{Qε}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations et donner la fonctionnelle de taux J .

(c) On note Z =
√∫ 1

0 X
2
sds et νε la loi de la variable aléatoire

√
εZ. Montrer que la famille

{νε}ε>0 satisfait un principe de grandes déviations sur R et de fonction de taux K.

(d) Montrer que K(y) =

{
y2K(1) si y > 0
+∞ si y < 0

et déduire que K ∈ C∞
(
(0,∞); [0,∞]

)
.
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Exercice III.

Soient deux fonctions b, σ ∈ C1
b(R;R) (dérivables avec dérivées continues et bornées sur R).

On note {Bt}t∈[0,1] un mouvement brownien réel standard dé�ni sur un espace de probabilité �ltré
(Ω,F , (Ft),P) et on considère l'équation di�érentielle stochastique

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt, t ∈ (0, 1], avec X0 = x.

Justi�er succinctement l'existence et l'unicité de la solution X de cette équation.

1. On suppose d'abord que b(x) = µx et σ(x) = σx, où µ et σ sont deux constantes non-nulles.

(a) Donner le développement en chaos de Wiener de la variable aléatoire Xt. On pourra
commencer par expliciter Xt et justi�er l'égalité exp

(
Bt − t/2

)
=
∑

n>0 In
(
1⊗n[0,t]

)
. En

déduire les valeurs de E(Xt) et E(X2
t ).

(b) Montrer que DsXt = σXt si s 6 t et que DsXt = 0 si s > t.

2. On suppose ici que σ(x) ≡ σ 6= 0. Ainsi Xt = x+
∫ t
0 b(Xu)du+

∫ 1
0 σ1[0,t](u)dBu, t ∈ [0, 1].

(a) Justi�er pourquoi DsXt = 0 si s > t.

Montrer que si s 6 t, DsXt =
∫ t
s b
′(Xu)DsXu du+ σ1[0,t](s).

(b) Pour t > s, on pose ρs(t) := DsXt. Que vaut ρs(s) ? Montrer que ρs(t) véri�e une
équation di�érentielle ordinaire linéaire. Déduire l'expression de DsXt.

3. On continue de supposer que σ(x) ≡ σ 6= 0 et soit b(x) = µx, µ 6= 0. Qui est le processus X ?

(a) Montrer que Xt = eµt
(
x+ σ

∫ 1

0
1[0,t](u)e−µudBu

)
. Calculer DsXt.

(b) Utiliser le résultat du point 2(b) précédent pour retrouver DsXt.
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