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Exercice 1.
Soient @, @1, @2, ... des probabilités sur (R, B(R)).

1. Montrer que la suite {@Q,}n>1 peut converger étroitement vers @ sans qu’il y ait convergence

de la suite des moments {,u,(cn) = / kun(d:c)} . (k > 1 entier).
R n>
On pourra prendre Q,, = (1 — n=1/2)8y + n=1/24,,.

2. Montrer que si lim sup/ |z|Qn(dz) < oo alors la suite {Qr }n>1 est tendue.
R

n—oo
On pourra montrer & I'aide de 'inégalité de Markov que inf,~o [sup,>; Qn(|z| > )] =0.
3. On suppose que la suite {Qy, }n>1 converge étroitement vers ). On veut montrer que pour toute
fonction borélienne f, bornée sur tout compact de R, continue Q-presque partout et dont le

comportement a 'infini est en o(g), avec g > 0 borélienne t.q. limsup [ g(x)Qn(dz) < oo,
n—00 R

ona lim [ f(@)Qn(de) = /R F(2)Q(dx).

(a) Soient, pour r > 0, 7, := sup /(@) et A, := sup |f(x)|. Montrer que
|z|>r g(‘r) lz|<r

n—o0 n—oo

Vr > 0, limsup/{ | }|f(:1:)|Qn(d:c) <y limsup/Rg(a;)Qn(d:I:).
x|>r

Vérifier qu’il existe un R > 0 tel que |f(z)| < Ar + g(z), YV € R. En déduire que
f € LY(Qn) et quelle vérifie / |f(2)|@Qn(dz) < AR —I—/ 9(x)Qn(dz), Vn > 1.
R R

(b) Montrer que V¢ > 0,Vn > 1, /(f(a:)] ANO)Qn(dr) < AR —|—/ 9()Qn(dx). En déduire
R R

que f vérifie / |f(2)|Q(dx) < Agr —I—Iimsup/ 9(2)Qn(dx) < 0o et donc f € LY(Q).
R n—oo JR

(c) Utiliser les points précédents pour montrer que

lim limsup/{l V@R =0 et lim 1F(2)|Q(dz) = 0.
xT|>r

=0 00 r—00 {‘$|>7‘}

(d) Montrer qu'il existe un ensemble dense R C (0, 00) tel que pour tout » € R on ait

lim £@IQulds) = [ |f(@)]Qda),

=% Jjal<r) {lal<r}

On pourra étudier 'ensemble de points de discontinuité de la fonction f,(z) = f(2) 14 <r}-

(e) Montrer que limsup‘/]Rf(x)Qn(dx)—/Rf(x)Q(da:)

n—o0

< 0 et conclure.

4. On continue de supposer que la suite {Q, }n>1 converge étroitement vers (). Montrer que, s'il

existe un entier £ > 1 tel que limsup [ 2%/Q,(dx) < oo, alors Q admet des moments de tout
n—oo JR

ordre k < 2{ et on a li_)rn / 2*Q, (dx) = / #*Q(dx), Yk < 20. On pourra utiliser le point
n—oo R

R
précédent pour deux fonctions f et g bien choisies.
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5. Supposons cette fois-ci qu’il y a convergence de toutes les suites de moments pour les proba-
bilités @, autrement dit, Vk > 1 entier, 3 li_}rn / 2*Q,(dx) = pr € R. Montrer que la suite
n—oo
R

{Qn}n>1 est tendue et qu’il existe une probabilité @ sur R telle que les py (k > 1 entier) sont
ses moments. Si ) est entiérement déterminée par ses moments déduire que {@Qp, }n>1 converge
étroitement vers Q.

6. Que peut-on dire de la suite de probabilités {@,}n>1 satisfaisant la condition que Vk > 1

L i . 0 si k impair
entier lim le Qn(dr) = (221)12!! si k = 2p pair

Exercice II.

Soit (Bt)¢e[o,1) un mouvement réel standard défini sur un espace de probabilité filtré (Q2, F, (), P)
et on note W sa loi.

1. Rappeler 'expression de la fonctionnelle de taux I pour le principe de grandes déviations
satisfait par la famille des lois de {\/eBe}c>0. Notons I(A) :=infrc 4 I(f) avec A un borélien
de E = C([0,1];R). On fixe g € E une fonction strictement positive et on note

G:={feFE:3el0,1] t.q. f(t) =>g(t)}.

Evidemment G ne contient pas la fonction nulle. On veut étudier P(B, € %G)

°

(a) Vérifier que G est un fermé et c’est un ensemble de continuité pour I (c’est-a-dire I(G) =
I(G).) On pourra vérifier que pour tout n > 0, (1+7n)f € G, dés que f € G, et déduire
que I(G) < I(G) < (1+n)%1(G).

(b) Pour tout u € (0,1] on introduit la fonction g,(t) := L5)(75 A u). Montrer que g, € G
et que I(f) = I(gs,) pour toute f € G, ot 7 := inf{t € [0,1] : f(t) = g(t)}. Que vaut
1(G)?

(¢) Déduire que lim elogP(3t € [0,1] tel que v/eB > g(t)) = — inf [g(u)Q/(Qu)}

e—0 u€(0,1]
Supposons qu’il existe un unique wug réalisant I'infimum dans la relation pécédente. Pour-
quoi gy, est la trajectoire la plus probable au franchissement de la "barriére" g7

(d) Etudier le cas de la fonction g(t) = 1+ ¢.

2. Soit 0 € R et considérons (X¢).e[o,1) un processus continu adapté tel que
t
Xt—Bt—O'/ Xst, tE[O,l}
0

(a) Justifier succinctement I’existence d’un unique processus X. On note Q = P o X, ! sa
1. ntrer qu’i 1t d’une loi gaussienn uler variance.
loi. Montre il s’agit d’une loi gaussienne et calculer sa covariance

(b) Pour £ > 0 la loi de x§ = VeX,e sera notée Q.. Justifier soigneusement que la famille
{Qc}e>0 satisfait un principe de grandes déviations et donner la fonctionnelle de taux J.

B 1 vo . . . :
= : :
(¢) On note Z \/m et v laloi de la variable aléatoire /Z. Montrer que la famille
{Ve }e>0 satisfait un principe de grandes déviations sur R et de fonction de taux K.
y’K(1) siy>0

oo Sy <0 et déduire que K € C*((0,00); [0, 00]).

(d) Montrer que K(y) = {
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Exercice III.

Soient deux fonctions b,o € Ci(R;R) (dérivables avec dérivées continues et bornées sur R).
On note { Bt },c[o,1) un mouvement brownien réel standard défini sur un espace de probabilité filtré
(Q, F,(F),P) et on considére I’équation différentielle stochastique

dX; = b(Xy)dt + o(X;)dBy, t € (0,1], avec Xy = z.

Justifier succinctement I'existence et I'unicité de la solution X de cette équation.
1. On suppose d’abord que b(x) = px et o(x) = oz, ot p et o sont deux constantes non-nulles.
(a) Donner le développement en chaos de Wiener de la variable aléatoire X;. On pourra
commencer par expliciter X; et justifier 'égalité exp (Bt — t/2) = > nsoln (]1%?5]). En
déduire les valeurs de E(X;) et E(X?).
(b) Montrer que Ds Xy = 0X; si s <tet que DsX; =05si s>t
2. On suppose ici que o(x) =0 # 0. Ainsi Xy =z + fg b(Xy)du + fol oljg(u)dBy, t € [0,1].
(a) Justifier pourquoi DsX; =0 si s > t.
Montrer que si s < t, D, X; = fst V' (Xu)Ds Xy du 4 ol 4(s)-

(b) Pour t > s, on pose ps(t) = DsX;. Que vaut ps(s)? Montrer que ps(t) vérifie une
équation différentielle ordinaire linéaire. Déduire 'expression de DsX;.

3. On continue de supposer que o(x) = o # 0 et soit b(x) = px, p # 0. Qui est le processus X ?
1
(a) Montrer que X; = e (ac + a/ ]1[07t}(u)e*““dBu). Calculer D X;.
0

(b) Utiliser le résultat du point 2(b) précédent pour retrouver DgX;.



