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Exercice 1 Soit (Yt) un processus de Poisson composé : Yt = 0 si Nt = 0 et Yt =
∑Nt

j=1 Zj , où
(Nt) est un processus de Poisson d’intensité λ > 0 et (Zn) iid de loi µ sur Rd. On rappelle que
son symbole est

η(u) =

∫
Rd

(
ei〈u,y〉 − 1

)
λµ(dy)

et que son semi-groupe est donné par

Ttf(x) =

∫
Rd

f(x+ y)qt(dy), où qt est la densité de Yt.

Soit fu(x) = ei〈u,x〉. Montrer que

Ttfu(x) = ei〈u,x〉etη(u) et Lfu(x) = ei〈u,x〉η(u). (1)

Ces formules de (1) restent-elles vraies pour f(x) =
∫
Rd e

i〈u,x〉g(u)du avec g ∈ S(Rd) ? En déduire
que les formules de (1) sont vraies sur S(Rd) et donner l’expression du générateur de Y sur S(Rd).

Exercice (Bonus) Soit A un opérateur linéaire sur C0(R
d) ayant le domaine DA. On dit que

— A est conditionnellement positif si Af(x) ≥ 0 pour toute f ∈ DA t.q. f(x) = 0 =
miny f(y) ;

— A satisfait le principe du maximum positif (pmp) si Af(x) ≤ 0 pour toute f ∈ DA t.q.
f(x) = maxy f(y) ≥ 0 ;

— A est dissipatif si ‖(λI −A)f‖ ≥ λ‖f‖ pour λ > 0 et f ∈ DA.
Montrer que si L est le générateur infinitésimal d’un processus de Feller avec domaine DL alors il
est conditionnellement positif, il satisfait le pmp et est dissipatif.

Théorème de Courrège : si L est le générateur d’un processus de Feller sur C0(R
d) ayant le

domaine DL tel que C∞
c (Rd) et si L satisfait pmp alors L est de "type Lévy", c’est-à-dire, pour

f ∈ C∞
c (Rd) et x ∈ Rd,

Lf(x) = c(x)f(x) + 〈b(x),∇f(x)〉+ 1

2
〈G(x)∇,∇〉f(x)

+

∫
Rd

[
f(x+ y)− f(x)− 〈∇f(x), y〉1B1(y)

]
ν(x, dy),

où G(x) est une matrice symétrique positive définie et ν(x, ·) est une mesure de Lévy sur Rd

dépendant d’une façon mesurable de x, et c(x) < 0.
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