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Feuille de TP n°6 — Tests du \?

1 Quelques rappels théoriques sur le modele multinomial

Commencons par un petit rappel. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi du chi-deux
a n degrés de liberté si sa loi admet

1 n/2—1

/20(nj2)" P (=2/2)1{z>0)

pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue. C’est la loi de la somme de n carrés de variables
gaussiennes centrées réduites indépendantes sur R. C’est une loi gamma. En particulier la somme
de deux v.a. suivant des lois du chi-deux de degré respectif m et n est encore une loi du chi-deux
a m —+ n degrés de liberté.

On considere une variable qualitative susceptible de prendre k valeurs (ou quantitative
ventilée en k classes). On supposera que ces k valeurs sont ’ensemble {1,...,k}. On note
p = (P(X=1),1l=1,...,k) le vecteur des probabilités de chaque valeur possible. On sup-
pose que l'on dispose d’un échantillon (X7, ..., X,) de loi £(X) et donc des variables aléatoires
NP, ..., NJ! égales aux effectifs de chaque valeur possible pour X (N7 désigne le nombre de X;
qui ont pris la valeur 1). La loi du k-uplet (N7, ..., N}) est la loi multinomiale :

n!

k
(0 n
]P’(N{‘:nl,...,N,?:nk):ﬁpll...pkk, g n; =n.
nyt...Ng! -1

Les variables aléatoires (N;*); suivent des lois binomiales (B(n,p;)); dépendantes de covariance :

cov(E E)) = _bbm,
n
A partir des effectifs, on peut calculer les fréquences empiriques p;' := N/*/n pour [ =1,...,k

et les comparer aux probabilités théoriques p. Pour cela, on introduit la distance du x? entre
lois sur {1,...,k} qui est définie par :

2
D,2(p,q) == Z(qulfﬂ)

=1

Attention : cette quantité n’est pas une vraie distance (en particulier elle n’est pas symétrique).

La loi de D,2(p",p) dépend en général de k, p et de n. Comme toutes ces quantités sont
connues, rien n’empéche dans un cas particulier d’en approcher la loi par simulation. Il existe
des tables pour le cas ou p est la probabilité uniforme sur les k possibilités. Cependant, quand n
est grand et apres normalisation, la loi limite ne dépend plus que de K par le résultat suivant :
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Theoréme 1. Soit p et q¢ deux probabilités sur {1,...,k} (avec g > 0 pour tout 1), alors, quand
la taille de I’échantillon n tend vers linfini :

k c .
. (N =n@)* | = x*(k—1) siq=p,
nDX2 (pn7 Q) = ; na; p.s.

— +00 si q # p.

»» [llustrer les deux conclusions du théoréme précédent. Dans le cas ou p # ¢, on pourra mettre
en évidence la vitesse a laquelle nD,» (p™, q) diverge en divisant par une fonction de n bien choisie
(mais pas trop dure)...

2 Test d’adéquation a une loi discrete

Le théoréme précédent permet de construire un test d’adéquation (de niveau asymptotique)
4 une loi de probabilité sur un ensemble fini, c’est-a-dire que 'on teste 'hypothese Hy : mp = p°
m contre 'hypothese Hy : mp # p' m.
Protocole du test. Soit a € [0, 1] le niveau de confiance souhaité et x, le quantile 1 — a de la
loi x?(k — 1) (c’est-a-dire le réel z, qui vérifie P(X < x,) =1 —a ot L(X) = x3(k—1)) :

— sinD,» (p",p°) < z4, on ne rejette pas Hy au niveau «,

— sinD,e (p™, p°) > x4, on rejette Hy au niveau a,.

2.1 Préliminaires

»» Comment se débrouiller sans les tables?

On souhaite donner une représentation de la puissance du test. Pour cela, on choisit p° égal
a la loi uniforme sur {1,2,3,4} et une taille d’échantillon n = 1000.
»» Tracer en fonction de e variant de 0 & 1/4 la probabilité de rejet (estimée par simulation)
de ’hypothese H( lorsque la loi de I’échantillon est

p=(1/4,1/4,1/4—¢,1/4 +¢).

Dans la pratique, et surtout grace a la puissance de calcul actuelle, on ne fait plus vraiment
les tests de cette maniere. On procede plutot de la maniere suivante : on calcule nD, 2 (p™, p°)
puis on affiche la p-valeur associée qui est définie par

P(X > nD,2(p",p")),

ott X suit une loi x?(k — 1).
»» Comment interpréter ce nombre ?

2.2 Naissances

On a classé 10000 familles ayant exactement 4 enfants en fonction du nombre de gargons et
I’on a obtenu les résultats suivants :

nombre de gargons | 0 1 2 3 4
effectif 572 | 2329 | 3758 | 2632 | 709
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On se demande comment modéliser les naissances dans les familles nombreuses.
On propose dans un premier temps de supposer que les naissances sont indépendantes et la
répartition gargon/fille équiprobable.
»» Quelle est alors la loi du nombre de garcons dans une fratrie de quatre enfants 7 Mettre en
place un test du x? pour (in-)valider ce modele. Quelle est la p-valeur ? Que doit-on en conclure ?
On relache ’hypothese de 1’équirépartition.
»» Expliquer la fagon de procéder. Quelle est la nouvelle p-valeur obtenue. Conclusion ?
»» Illustrer le théoréme qui vous a permis de faire le test précédent (test d’adéquation a une
famille de loi & un parametre) et notamment la perte d’un degré de liberté pour la loi limite.

2.3 Etude du comportement asymptotique de la file M/M/1

On considere une file M/M/1 (X;),~ récurrente positive (A < p). On fait souvent I’hypothese
que le régime stationnaire est atteint tres vite, ce qui permet de simplifier grandement les calculs.
On souhaite valider cette approximation. Rappelons que la mesure invariante 7w est donnée par

VkEN, n(k)= <2>k<1 _ 2)

Voici une fonction Scilab qui permet de simuler une trajectoire de la file M/M/1 prenant
comme parametres A, p et 'instant final ¢. Elle donne aussi en sortie la matrice des temps de
saut et des positions.

(function a=MMI(1 ,m, t)

N=[0];

T=[0];

while (T($)<t)
b=1/(14m=(N($) >0)):
T=[T T($)+grand(1,1,”exp”,b)];
N=[N N($)+2*(rand(1,1)<1xb)—1];

end;

T(3)=[];

N($)=[];

a=[T;NJ;

xbasc ();plot2d2 ([T t],[N N($)+1],3);

endfunction;

-

Remarque 2. On souhaite utiliser le test d’adéquation du x? pour illustrer le fait que la loi de
X, converge vers w quand ¢ tend vers I'infini. Comme la loi de X; est portée par N tout entier, il
faut adapter un peu la méthode. L’idée est la suivante : on rassemble tous les entiers supérieurs
ou égaux A un certain kg dans une méme classe et on fait un test du x? d’adéquation de la loi
X: AN kg ala loi

(m(0),7(1),...,m(ko — 1), w([ko, +00])).

»» Ecrire une fonction test qui prend en parametres A, u, t et un entier p, génere p réalisations
indépendantes de Xy, fait le test décrit ci-dessus pour ky = 4 au niveau o = 0.05. Pour ¢ grand,
sur 1000 tentatives, combien de fois le test accepte Hy 7
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»» Adapter la fonction précédente en une fonction multitest pour tracer sur méme graphique,
en fonction de ¢, la probabilité pour qu'un échantillon de taille p = 500 passe le test!.

2.4 Estimation et tests pour la matrice de transition d’une chaine de Markov

On se donne une matrice de trnasition pour la chaine de Markov sur deux points :

p=(ifi 1)

Etant donné une trajectoire Xy, ..., X, de la chaine, on définit

n n—1
Ni= Z Lix,=y et Nij= Z Lixi=ixi =51
=1 =1

»» Comment estimer les coefficients de la matrice a partir de ’observation d’une trajectoire de
la chaine?
»» [llustrer par la simulation que

2
Z(Nij/Ni—Pz‘j) L \2(277),
— Nij/N; n—0o0

27‘7

Quel semble étre le nombre de degrés de liberté ? Intrerpréter.
»» Comment pourrait-on utiliser ce résultat pour mettre en place un test répondant & la question
suivante : la trajectoire que j’observe provient-elle de la matrice de transistion Py connue ?

3 Test d’indépendance de deux variables aléatoires discretes

Soit (X,Y) un vecteur de deux variables aléatoires réelles discretes a valeurs dans X' x ) tel
que card(X) = a et card(Y) = b. On identifie donc Pxy & la matrice P = (p;;) € Ma([0,1])
définie par :

pij = Pxy({i,7}) = P{X = i} U{Y =j}).

En notant les lois marginales

b
pie = Y _pij = Px({i}) = P(X =),
j=1

et
a
pej = Y pij =Py ({7}) =B(Y =),
=1
1On choisira quelques instants ti,...,¢,. Puis, pour chaque temps ¢;, on fera passer le test ci-dessus & un

certain nombre de p-échantillon et on comptera combien on réussit le test. Cette fonction risque d’étre un peu
gourmande en temps de calcul...
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Si les deux variables aléatoires sont indépendantes alors, pour tout ¢ et j, p;j = PieDej- En
pratique, on calcule une estimation de la distance du chi deux entre ces deux matrices comme il
est expliqué dans les questions 3 et 4 suivantes. On sait que

dp —=— (e = 1)(b - 1)),

n—oo

s’il y a indépendance et que d, tend p.s. vers 400 sinon. On utilise donc les quantiles de la loi
du chi-deux pour déterminer la région d’acceptation de I'hypothese d’indépendance

Hy : Y(i,)), pij = DieDej contre Hi : 3(i,7), Dij 7# DieDej-

Le but des questions qui suivent est de montrer qu’il faut faire tres attention a la taille de
I’échantillon dont on dispose et que pour des valeurs trop faibles de n, assimilez d,, & une loi du
chi-deux est tres abusif.

Dans toute la suite, on pose a = b = 5 et on considere les deux variables aléatoires X et Y
de loi respective sur {1,...,5}, (.1 .2.3.2.2) et (.3.4.1.1.1). On note P’ la matrice de terme
général pgj = DieDej-

1. Générez un échantillon de n = 500 réalisations (X, Y3) indépendantes de loi Pxy = P'.

2. Calculez les effectifs £ = (e;;) = (card{k : (X, Ys) = (4,))})-

3. On définit le tableau de contingence P = E/n = (p;;). Calculez la statistique du chi-deux
mesurant la distance de la loi empirique au produit de ses propres lois marginales,

2
ng pzopog ezj - eioeoj/n)
TL pzopo] Z Z eioeoj/n

=1 j=1 =1 j=1

4. Simuler N = 1000 réalisations indépendantes de d,, et illustrez le fait que la loi de d,, est
proche d'une loi du chi-deux x%((a — 1)(b — 1)).

Remarque. En pratique, on dit que le test est utilisable lorsque

10

min;; (min(pg;,p};))
J

n >
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