Analyse des processus stochastiques : devoir maison no. 2
- a rendre pour le 17 mars 2015 -

Exercice I.

Soit (F, B(FE)) un espace métrique polonais muni de sa tribu borélienne. Considérons
{P¢}.~0 une famille de probabilités satisfaisant un principe de grandes déviations avec
une bonne fonctionnelle de taux I. Soit F': ' — R une fonction continue telle que

M—o0  c0

lim limsupglog/ esF dps = —cc.
{F>M}

1. Montrer que

lim supslog/ esldpe < sup(F'—1I), pour C C E fermé
c c

e—0

et
lim infslog/ el ape > sup(F —I), pour O C E ouvert.
e—0 1o Is)
Que vaut A}im inf{/(z) — F(z) : x € E tel que F(z) > M}?
—00
2. On introduit la famille de mesures, définies par

1 1
Q5 (A) = —E/ e AP, VA € B(E), & > 0,
ZF A

ou Z5 sont des constantes.

(a) Pour quel choix des constantes Z5% les mesures ()% sont des probabilités ?
On conservera ce choix pour la suite de 1'exercice. Calculer lim._,( € log Z7.

(b) Montrer que la famille de probabilités {Q% }.~o satisfait un principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle de taux

Ip(x) :=sup(F —1I)— (F(z) — I(x)), z € E.
E
(¢) Prouver que Ir est une bonne fonctionnelle de taux. Considérer deux situa-
tions : F majorée ou non. Lorsque F' n’est pas majorée, on pourra prendre
une suite {z,},>1 dans un ensemble de niveau de Ir et on pourra étudier les
deux cas, sup,,; F'(x,) < 0o ou = oo, en utilisant le fait que I est une bonne
fonctionnelle de taux.

Exercice II.
Soit 1 une probabilité sur R et on désigne par A et A* respectivement, les transformées
de log-Laplace et de Cramer associées a fi.

1. Soit a € (0,1), on suppose que [ |z|u(dz) < oo et on note m = [, zu(dz)

Montrer que
2

1—a’

/ eV ) pu(dr) <
R

On pourra montrer que siy > m et A*(y) < oo, alors f[m J N @y (dr) < (1—a)™?
et que si y <m et A*(y) < oo, alors [ e N @ y(dr) < (1 — )™

1



2. Supposons cette fois que A(A\) < oo pour tout A € R et notons encore une fois
m = [ xp(dr). Soit Py, la loi de Vapplication (x1,...,2,) = (21 + ...+ zn)/n
sous %", Montrer que, lorsque z > m, alors

lim llog P, ((z,00)) = — inf A*(y).

n—oo N y>z

On pourra écrire que, pour tout d > 0, [z + d,00) C (2,00) C [z, 00).

Exercice III.
Soit {B; : t € [0,1]} un mouvement brownien réel issu de 0 et on introduit {b; =
B, —tB; : t € [0,1]} le pont brownien. Pour ¢ > 0, notons ()° la loi du processus
{Veb, : t € [0,1]}.
1. Montrer que la famille de probabilités {Q}.~o satisfait un principe de grandes
déviations sur Cy([0,1];R) et trouver la fonction de taux.

2. Lalimite limy;_, o # log P(supte[m] by > M) existe-t-elle 7 Si oui calculer sa valeur.
On pourra commencer par étudier la méme limite avec B a la place de b.



