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Exercice 1.
1. On peut écrire

‘21 -+ Z2|2 = (21 -+ ZQ)(Zl + 22) = (21 -+ ZQ)(Z_1+Z_2)

— — — — 2 — — 2
= 2121 + 2921 + 2123 + 2273 = |z1|* + 2221 + 2123 + | 29]

et

|21 — 2] = (21 — 22) (21 — 22) = (21 — 22) (71 — 22)

= 2121 — %221 — 2122 + %222 = 121’2 — 2921 — 2122 + ’Z2|2-

En additionant les deux membres de gauche et les deux membres de droite des égalités
précédentes on trouve 1’égalité recherchée.

2. D’aprés I'énoncé on a que |z(|> < 1 et |22]> < 1, dou 2|2z|*> + 2|22/> < 4 ou encore,
d’aprés la premiére partie |21 + 22]? + |21 — 2]? < 4.

Si on suppose que les deux nombres complexes sont de module strictement supérieur a /2,
c’est-a-dire que |2, + 25| > V2 et |21 — 25| > V2 on déduit que |z + 25]? > 2 et |21 — 29]? > 2
ou encore |2, + 23|> + |21 — 22|* > 4. Cela contredit le calcul basé sur ’hypothése de I’énoncé
donc au moins un des deux nombres complexes z; + 29, 21 — 29 est de module inférieur ou

égal & /2.

Exercice 2.
L’inégalité suivante est satisfaite puisque | cos(e”)| < 1 pour tout z réel.

x cos (") x
1422 | = 1+ a2
et lorsque x est supérieur a4 un réel A > 0 le majorant peut s’écrire 1421/712' On en déduit que

le majorant tend vers 0 lorsque x — 400, ensuite que la limite de ’énoncé existe, et que

x cos (e*
kel Gab
z—+oo 1+ 22
La fonction f(z) = sin(Inz) est bien définie et continue sur l'intervalle [1,e™] en tant que
composée de fonction continues. Ainsi I'intégrale de I’énoncé est bien définie. Pour la calculer

on applique deux fois I'intégration par parties :

™

e’ . e” 1 e
/ sin(lnz) dx = [z sin(lnx)]{ — / x cos(lnz) —dr =0 — / cos(lnz) dx
1 1 x 1

™ e

— [z cos(nz)]" — /1 " (= sin(lna)) édm (1) - /1 " sin(Ing) da.



Ainsi, en passant I'intégrale au membre de gauche, on trouve

o

2/ sin(lnz)dr =™ +1
1

et donc

e

e+ 1

/ sin(lnz) de =
1 2

Exercice 3.
Lorsque x # a on peut écrire

zg(a) —ag(z) wg(a)—agla)+ag(a) —ag(r)

: _ 0@ el —gw) o ale) —ola)

Tr —a Tr —a

Comme g est dérivable en a la limite suivante existe et vaut

o 90 — g(a)

r—a T —a

=4'(a).
Alors la limite de I'expression de I’énoncé existe et vaut

o 29(0) — ag(@)

r—a Tr— a

— g(a) — ag/(a).

Exercice 4.

2.a) Comme les fonctions f et h sont continues sur [a,b], le produit f h est une fonction
continue sur [a, b] et toutes les intégrales de 1’énoncé sont bien définies.

Lorsque f: h(z)dx = 0, comme est h est continue et positive, d’aprés le résultat du point
1 (cours) on déduit que h est nulle sur [a, b] et donc le produit de fonctions f h est aussi nul
sur [a, b] et alors I'intégrale fab f(z)h(x)dz = 0. Ainsi Iégalité de 1'assertion (#) est vérifiée
pour n’importe quel ¢ € [a, b].

2.b) f étant continue sur le segment [a, b] elle est bornée et elle atteint ses bornes en deux
points xg,x; € [a,b]. Ainsi Vx € [a,b], f(xo) < f(x) < f(x1). En multipliant ces inégalités
par la quantité positive h(x) on déduit Va € [a,b], f(zo)h(z) < f(x)h(z) < f(x1)h(z).

2.c) Lorsque on intégre les fonctions h et f h sur [a, b] I'inégalité préédente fournit I'in-
égalité

f(xo)/abh(l")dx < /abf(iv)h(iv)dw < f(xl)/abh(ﬂf)d$~

Ici nous avons utilisé la linéarité de 'intégrale et le fait que f(xo) et f(z1) sont des constantes

fixes. Comme on a supposé cette fois que fab h(x)dx # 0 on peut diviser par cette quantité
et trouver




Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiares a la fonction continue
f pour trouver 'existence d’un point ¢ € [a, b] tel que

_ [, J(@)h(z)dx
f; h(x)dx

f(c)

et I'égalité de lassertion (#) est vérfiée aussi dans ce cas. L’assertion (#) est donc satisfaite.

Exercice 5.

2.a) On fixe n > 1 arbitraire. La fonction f,(z) = 2™ In(z) est bien définie et dérivable sur
10, +00[. Sa dérivée vaut f(z) = 2" ! (nln(z)+1). Cette dérivée s’annule lorsque nIn(z)+1 =
0 autrement dit lorsque z = e~"/". De plus comme la fonction In est strictement croissante,
lorsque © < e~ on a nln(z) + 1 < 0, donc f/(z) < 0. De la méme facon, lorsque 2 > e~ /"
on a fl(z) > 0.

Il est facile de voir que

Jim £u(e) =0, fule h) =~ <0, fu(1) =0, lm_f,(x) = +oo.
On peut dresser le tableau des variations de f,, et voir, en utilisant le point 1 (cours) qu’elle
est strictement décroissante sur ]0,e~"/"[ et strictement croissante sur |e~/" +oo[. Cette
fonction est également continue sur |0, +oo[ car dérivable sur ce domaine.

2.b) Encore une fois on fixe n > 1 arbitraire. En particulier la fonction f, est bijective
sur l'intervalle Je~"/", +o00[ étant continue et strictement croissante. Ainsi le graphe de la
fonction f,, intersecte la droite y = 1 en un seul point z,, situé forcement dans I'intervalle
Je=/" +oo| puisque f, varie entre 0 et —1/en < 0 sur |0,e~"[. De plus comme f,(1) = 0 et
fn est strictement croissante sur ]e_l/", +o0l[, on a forcement z,, > 1 (en effet sinon on aurait
fn(zy) < 0 ce qui contredit I'égalité f,(z,) = 1).

2.¢) On fixe encore n > 1 arbitraire. On sait que f,1(z,41) = 1 donc

1= xzj& 1n<xn+1) = xn—l—lszrl ln(xn—H) = xn—l—lfn(xn-l—l)'

Comme on sait que z,41 > 1 > 0 on déduit que f,(z,41) = mn1+1 <1= f,(z,). Comme f,
est strictement croissante sur [1, +o00[ on déduit que z,, 11 < x,,.

Comme n > 1 était arbitraire on trouve que la suite (z,,) est décroissante et minorée par
1. D’apreés le cours la suite (z,,) est donc convergente et converge vers un réel . Comme pour
tout n > 1 on a x, > 1 on déduit encore d’aprés le cours que ¢ > 1.

2.d) Supposons que ¢ > 1 Comme la suite (x,,) est décroissante avec limite £ on a pour tout
n > 1z, > (. Comme f, est strictement croissante sur [1, +o00[ on déduit que f,(z,) > fn(f).
En d’autres termes, on a pour tout n > 1, 1 > ¢"In(¢). Mais comme ¢ > 1 on a que (" — +00
donc (™ In(¢) — +oo ce qui est en contradiction avec Uinégalité précédente. Ainsi ’hypothése

¢ > 1 est impossible et donc ¢ = 1.



