AN1: Correction du Partiel 1

Exercice 3

1. On cherche x,y € R tels que

. - \2 . 2 2 . 1 = .’,UQ—yQ,
1+i = (z+iy)” <= 1+i = (2"—y°)+2izy — (S)

1 = 2zy

On multiplie la premiere ligne du systéme (S) par z* en tenant compte
de la relation

1
202 _ 1
vy =
(qui découle de la deuxieme ligne de (S)) ce qui donne :
1 1
$2:w4—1 — x4—x2—120.

On obtient une équation du second degré en X = z? de discriminant
A = 2 > 0 admettant pour solutions

Xi_u:\/i
=—

Comme X =22 >0 et quon a 1 — v/2 < 0, une seule convient :

X—x2—1+\/§
— 72 = SR

On en déduit

1++2 1++2

ou T =—
2 2

Tr =

Six= \/%i alors d’apres la deuxieme ligne de (S) on a

1 2 [V2-1

1




ce qui donne la premiere racine de 1 + i:

\/1+\/§ V2 -1
= 9 +1 5

Six=—y/5= 1*‘[ alors d’apres la deuxiéme ligne de (S) on a

V2 -1
1+\/_

ce qui donne la deuxieme racine de 1 + ¢:

B \/1+\/§ .\/\/5—1
z=— 5 —1 5

Comme on a raisonné ici par conditions nécessaires, on peut a priori
seulement dire pour I'instant que ’ensemble des racines carrées de 1+
est nclus dans ’ensemble a deux éléments

l1evz  va-1 \/1+\/§ .\/\/5—1
R .

Pour montrer que ce dernier ensemble est bien ’ensemble des racines
carres de 141, différents arguments sont possibles. On peut dire qu’on
sait d’apres le cours qu’un nombre complexe non nul a exactement deux
racines carrés. On peut aussi vérifier, par le calcul, que les éléments
de 'ensemble ci-dessus ont bien un carré égal a 1 + i. Cette derniere
méthode, quoique plus longue, a I'avantage de permettre de détecter
d’éventuelles erreurs de calculs.

. Pour tout nombre complexe z, on a
P 42z—i=(z+1)2—1—i
Notant § une racine carre de 1 4 7, on a donc

P 422—i=(z+1)2 -3 =(=+1+6)(z+1-90)



Ainsi, on a
P 4+22—i=0 <<= (z+14+6)(z+1-6)=0

Un produit de nombre complexes est nul si et seulement si 'un des
facteurs est nul, d’ou

(z+146)(24+1-6)=0 < (z+1+5d=00uz+1-6=0).

Ainsi Pensemble des solutions de 1’équation proposé est {—1—49, =144}
soit, en remplacant ¢ par une des valeurs trouvées précédemment,

_1+\/1+2\/§+Z.\/\/§2—17_1_\/1+2\/§_i\/\/§2—1.

Exercice 4

1. Soit z un nombre complexe. Si z, est une racine quatricme de 1 — iv/3
(en particulier on a zy # 0), alors on a

4
A=1-iV3 = =z — <i> =1
20

= S e e | e {0,1,2,3)) = {572, k€ {0,1,2,3}}
20

en utilisant le résultat du cours sur la description des racines n-emes

de T'unité. Il reste donc a déterminer une solution zy. Pour cela, on
écrit 1 — iv/3 sous forme trigonométrique.

1—1iv3 ,
1—iv3 =vIt3=2 et T“/_:ew
ol # est déterminé modulo 27 par
-3 T

1
cos) = =, sinf = dou: 6=—=112n|

2 2 3 [27]
Finalement, en écrivant z, sous forme trigonométrique 2y = pe®, on a

4 4 4if) _ o —in/3
zg=pe =2 .



On en déduit une solution

i

zZ0 = 21/46_ 12
et la solution générale
ze {2Vl mtT2 ke f0,1,2,3}).

On peut écrire explicitement les racines

—x 5m i 17m
2o = 2Y1ei T o = 2V 2y = 2T | 2y = 2Vei T2 (%)

Pour calculer la somme des racines voici deux méthodes possibles.

Méthode 1 : en notant :
Ck — eZikﬂ/éL _ eikﬂ'/Z’ A= {O, 1’ 2’ 3}
et
Zp = ZOCk; ]%' € {O, 1, 2, 3}

I’ensemble des racines quatriemes de 1 — i3 s’écrit donc
{zx, k€{0,1,2,3}}.

On a alors
3 3
Sa=ad =0
k=0 k=0

3 .
car Y ,_o e = 0 d’apres le cours.

Méthode 2 : on remarque que

Ir -7 1im oT

T ™+ T2 12 T+ D)
et on rappelle que ¢™ = —1. En utilisant les regles de multiplication
des nombres complexes sous leur forme exponentielle, on trouve a partir
des expressions dans (x) que 25 = —zp et 23 = —z;. On en déduit que
la somme zg + 21 + 29 + 23 = 0.



