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Exercice 1.
1. Cherchons les racines carrées sous la forme z = x + 1y, avec x, y réels. L’équation

2= —3+4i

se développe :
(2% — y?) + (2zy)i = —3 + 4i.

L’égalité des modules donne :

2?4yt = V32 + 42,

On a donc les équations

2?2 —y? =-3
2 +y? =5
2y =1

On trouve ainsi que x = £1,y = £2, et la troisieme équation nous dit que x et y sont de
méme signe. Les deux racines carrés sont donc 1 + 2¢ et —1 — 2.
2. Le discriminant du polynome est

A=(1-2)2—4x1%(=2)=1—4—4i+8 = —3+ 4.
Les deux racines du polynome sont donc

—(1=2i) 4 (1+2) —(1—2i)— (1+2i)
2 ’ 2 ’

c’est-a-dire 27 et —1.

Exercice 2.
Il suffit d’appliquer deux fois la regle de L’Hospital :

.o te =2
lim ————
2=0 1 — cos(z)
y e — e
= lim ———

z—0 Sil’l(l')

. eT4e”
= lim ——

20 cos(z)
= 2.

Exercice 3.

1. La fonction f est définie sur R étant une composition de deux fonctions définies sur R.

La fonction f est paire : en effet, pour tout x € R
flmw) = e = = f(a).
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2. La fonction f est dérivable sur R comme étant la composition de deux fonctions
dérivables et 'on a pour tout x € R,

Fl(z) = =2z
3. Comme e~** > 0 alors le signe de f'(z) est donné par celui de —2z. Il s’ensuit que
fl(x)>0,8i <0 et fl(z)<0, si z>0.

Le tableau des variations est donné par,

T —00 0
f'(x) + 0 -
1

oo o N0

4. La dérivée seconde de f est donnée par
F(x) = (=22 ) = 2(22> — 1)e ™™,

Pour trouver les zéros de f” on écrit

1
fflz) =022 -1=012=+—.

V2

Le tableau de signe de f” est donné comme suit,

z —00 _\/Li \/Li +00
f"(x) + 0 — 0 +
5. f atteint un maximum local en x = 0 vu que 0 est un point critique de f et f”(0) = —2 < 0.

De plus, ce maximum est global car
Ve eR, f(z) < 1= f(0)

La fonction f a pour minimum 0 mais il n’est pas atteint en aucun point zy de R car si
c’est le cas alors forcément f'(z) = 0. Or il y a seulement un point critique qui correspond
a un maximum global.

6. Posons X = —2, alors

. . . X _ A,
zgrfmf(x) o X1—1>r£1006 o O’

Il en découle que la droite des ordonnées y = 0 est une asymptote horizontale pour la
courbe de f en —oo et 4-00.

Exercice 4.
1. Une intégration par parties suivie d’une décomposition en éléments simples montrent

que
/2 In(1 + ) {mu +x)r /2 da
— = |7 | T axD
1 T T S w(@+1)
2
:1n2—h1—3—|—/ ER dz
2 e o z+1

2
:ln2—ln—3+ In v
2 x—i—ll

—In2— 1%3 +1n(2/3) — In(1/2)

=3In2— glni’s.



2. On écrit ze /2 = —(—z)e~**/? et donc pour tout a > 0 on a
/ ze 2 dy = —[6_352/2]8 =1—e/2
0
Comme lim e~%*/? = 0 alors

a— 00

a

lim re T2y =1 = / ze " 2dy.
0

a—00 0

Exercice 5.
1. Pour tout x € R, le probleme aux conditions initiales peut se réécrire :

/4 v 1
Y 1+x2y_x(1+x2)
y(1) = 0.

L’équation (F) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients variables. La

(PC) : (B,

fonction a : x — T2 est continue sur R ainsi que le second membre
x
x — —— . On s’intéresse a (FEj,) 'équation homogene associée a (F) :
E,) vy + =0.
(Bn) 2y + 1 3Y

Cherchons une primitive A de a. On choisit A(z) = In(]1 + 2?|) = In(1 4+ 2?).D’apres le
cours les solutions de (E},) sont de la forme :

z— Ke 2@ avec K € R,

c’est a dire :

K
r— ——, avec K € R.
14+ 22

On va maintenant chercher une solution particuliere de (E) par la méthode de variation
des constantes. Soit fgp une solution particuliere de (£) de la forme

fopla) = 2L
Ona /
fsplw) = ffﬁl B 2”(1[?2)2'
Comme fsp est solution de (E) on a
K@) , K@ , K@ _ 1

1+a2 T+ a22 A+ a2? a(l+a?)

Par conséquant :

On choisit K (z) = In|z| = In(z). Les solutions de I’équation (£) sont les fonctions de la
forme :

K In(z)

T2 1322 avec K € R.
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Soit f la solution de (PC), on a

K
)=—=0
f( ) 2 Y
donc K = 0. Par conséquent,
In(x)

est 'expression de la solution de (PC).
2. On veut résoudre :

y'+3y +2y =4z : (E)
(PC):q y(0)=-3
y'(0) =2
L’équation (FE) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients con-
stants avec second membre continu sur R. Soit (Fj) I’équation homogene associée a (E)

(En) - y" + 3y +2y =0,
et (E.) son équation caractéristique.

(E.):r*+3r+2=0.
Le discriminant de (Fc) est A = (—3)> —4 x 2 =1 > 0. Les solutions de (E..) sont donc
—3+1 —-3—-1

= —1 —
2 "2 2

D’apres le cours les solutions de (Ej) sont les fonctions de la forme :

r— Ae™® + Be **, avec A, B € R.

—2.

T =

Cherchons maintenant une solution particuliere de (£). Comme le second membre est une
fonction polynomiale de degré 1 et que le coefficient en y dans (E) est différent de 0 on
chercher fsp solution particuliere de la forme fsp(z) = ax + § avec a, f € R. On a :

fsp(x) =a,  fsp(z) = 0.
Comme fgp est solution de (£), on obtient :
3a + 2(ax + 8) = 4x.

Par identification polynomiale, on trouve le systeme :

{ 200 = 4
3a+28 = 0
Donc ao = 2 et § = —3. Par conséquent les solutions de (£) sont de la forme :
r— Ae® + Be ** 4 2x —3, avec A, B €R.
Soit f la solution de (PC') on a :
f(0)=A+B—-3=-3.
De plus f/'(z) = —Ae™® — 2Be™** + 2 donc
f(0)=—-A—-2B+2=2.
Par conséquent on doit résoudre le systeme :

A+B =0
A+2B = 0

ce qui donne A = B = 0. Donc f(z) = 2z — 3 est la solution de (PC).



