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INTRODUCTION

[ aa————

Le premier but de ce travail est de revenir sur um point de [FoZ] .
Le "cadre logique" que j'associais aux catégories & lim finies dtait com-
posé de vrai, de la conjonction et de 1'8galité. Ce cadre est insuffisant
pour décrire ce qui se passe dans ces caté@gories. Par exemple il ne permet
pas de formuler la théorie des catégories alors qu'on peut dire ce qu'est
une caﬂ%orie interne i une catégorie i lim finies. Cette insuffisance
réside dans le fait que 1'on ne peut pas en général associefr & une catégorie
¢ a 1lim finies une théorie ‘Qf(@) dans ce cadre logique de telle fagon
qu'il y ait correspondance entre foncteurs exacts i gauche de source € et

modé&les de f@(c).

J. Bénabou m'a fait remarquer que la définition correcte des '"catégories
a 1lim finies formelles" (voir [Col]) comprenait la "quantification exis-—
tentielle le long des monomorphismes". Ceci correspond tout simplement au
fait que si le composé A»—> B-—£—+ C é% mono, le sous objet A>—— B
a bien une image par f . Le travail repose sur la formalisation de cette
idge. |

Le " 3!" correspond ila quantification existentielle le long des monos
de la méme fagon que le " J" correspond 3 la quantification existentielle
le long des fl&ches. La notation 3! préseﬁte peut-&tre un risque d'induire
en erreur parce qu'elle ne correspond pas vraiment 2 1'usage qui veut que
Hlx A(x) abrége Hx Vy (A(y) € x = y). Iei le 3! se présente plutdt
comme un ] ordinaire mais que l'on a le droit d'écrire seulement quand on

est assuré de 1'unicité.

I1 est donc nécessaire de prendre des précautions dans la description
des " ]!—théories" : I1 faut savoir quelles formules on a le droit d'écrire.
Passé cette difficulté, le reste du traitement reléve d'une technique qui est
maintenant bien au point : Des exemples de construction de catégories dont
les objets sont les formules d'une théorie et les fléches les classes d'équi-
valence de relations prouvablement fonctionmelles de la théorie figurent sous
des formes variées (on passe parfois par 1'interm&diaire de formulations
catégoriques des théories) et dans des contextes différents (topos élémentaires,
catégories réguliéres,...) dans [Vo-_] , [Di-_] . [Be 1 et 2] , [Fo:l , [002] , [CC] . [Bo] .
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L'idée fondamentale que beaucoup de personnes ont contribué 4 dégager
est que les théories formul&es dans un certain cadre logique sont des pré-
sentations (au sens de présentation de groupe, par exemple) de catégories
d'un certain genre. Ici, &tant donnée une '3!-théorie M on construit
une catégorie 1im finies ES(H) et étant donnée une catégorie 3 lim
finies € on construit une 3!~théorie ??(C) de telle fagon que les

modsles de T sont & équivalence prés les foncteurs exacts 3 gauche de

source 5(1]—) et que € est &quivalente 3 8( %(ﬂ,‘)).

De la méme fagon que l'on peut utiliser les points d'un topos cohérent,
on se sert des foncteurs Hom(T,-) pour montrer essentiellement la complé-
tude des 3!-théories pour leurs moddles ensemblistes. Ceci pourrait aussi

&tre obtenu par un théordme d'élimination de coupures (voir [cc]) .

Enfin 1'introduction des présentations des modéles ensemblistes d'une
3!-théorie permet de s'apercevoir que la catégorie E?(TF) que 1'on
fabrique est (&quivalente 3) 1'opposee de celle des modéles de présentaticn
finie de W . (I1 fallait bien s'y attendre). La comparaison avec les résultats
de Gabriel et Ulmer Bnﬂ montre en quoi les objets de présentation finie
d'une catégorie localement de présentation finie sont effectivement de présen-

tation finie au sens logique.

On connait déjd plus ou moins une formulation logique des théories
définissables par 1ljm finies : Voir Lawvere Bﬁﬂ . Il y a dans des
papiers de Freyd [}r 1 et i] des remarques sur ces théories qu'il appelle
"essentiellement algébriques”. Mais je ne connais pas de traitement systé-
matique du sujet. L'article de Keane [?é] concerne un sujet voisin mais
différent : Les théories qu'il considére sont celles dont il est question
au début de cette introduction, c.a.d. celles formulées avec le vral, la

conjonction et 1'égalité.

On peut se demander pourquoi je n'ai pas adopté 1'approche ordinaire qui
consiste i considérer des symboles fonctionnels partiels dont le domaine de
définition est donné par des équations portant sur les symboles précédemment
introduits (Bénabou pensait que cette derniére méthode n'était pas la mieux
adaptée, et c'est son idée sur les quantifications existentielles le long des
monos qui a conduit & cette autre approche). Le premier avantage de 1'intro-
duction du 3! est que cela permet un traitement qui est jusque dans les

détails techniques parfaitement semblable & celui qui concerne les catégories

régulidres ou les topos &lémentaires par exemple.



Wi v

I1 y a 3 priori des inconvénients : l'utilisation du quantificateur 3!
risque de masquer le caractére "essentiellement algébrique" des théories
étudiées, et son maniement n'est pas usuel puisque la possibilité d'é&crire
certaines formules repose sur des déductions de la théorie. Mais 1'utilisa~
tion des symboles fonctionnels partiels, si elle est commode et largement
répandue pour 1'usage courant, ne rel&ve pas non plus de traitement logique
ordinaire : Ainsi par exemple Freyd [:Fr 2] utilise des symboles =, = et X
pour indiquer quand les termes de 1'égalité sont définis. Si 1'on veut se
ramener i un traitement logique ordinaire, il faut considérer les graphes

des fonctions partielles. Pour pouvoir le faire sans sortif d'un cadre lo ique
P P c

adapté aux catégories a lim finies, i1 faut bien quelque chose comme 3!

On demande d'habitude que les domairesde définition des symboles fonction=
nels partiels soient donnés par un ensemble fini de formules atomiques (ce sont
des "variétés algébriques™). Quand on pense aux catégories a lim finies, cecl
n'est dans le fond pas trds naturel : on peut envisager la théorie d'une fonc-
tion partielle i domaine non défini, méme si cela neprésente aucun intér@t ;
doit on alors, pour parler du domaine de défimtion de cette fonction, intro-
duire un symbole relationnel ad hoc ? De ce point de vue, la condition posée
sur le domaine de définition des symboles fonctionnels partiels parait motivée
par le besoin de décrire ces domaines dans le langage. Justement, le 3!
permet de décrire de tels domaines : A(x,y) est fonctionnelle en x gsi on
a le droit d'écrire ]! x A(x,y), et cette formule représente le domaine de

définition de la fonction partielle.

Poursuivant cette id&e, on s'apercgoit qu'il ne suffit que les symboles
fonctionnels partiels du langage soient définis sur des '"variétés algébriques"
pour que 1'on puisse décrire tout ce que l'on veut dans le langage sans Jr.
Considérons la théorie des anneaux commutatifs unitaires formulée de manidre
habituelle. Dans une catégorie a lim finies, on sait construire le sous
objet U >— A des unités d'un anneau A . Si on n'emploie pas le ]! tout

ce que 1l'on peut décrire dans le langage est U en tant que sous objet de

A x A, par la formule x x y = 1 . Avec 3! , U >+ A est représent@
par la formule H!y x x y = 1. On rejoint sur cet exemple la remarque fon-
damentale de Bénabou : 3! est le reflet au niveau du langage du fait que

1'on peut considérer U soit comme sous objet de A x A, solt comme sous=

objet de A puisque le composé U >— A x A ———— A est momno.
1 proj.

Quoiqu'il en soit on peut facilement passer des théories "avec symboles
fonctionnels partiels" aux 3! théories. Il faut signaler que cette traduction

préserve et refléte la notion de présentation finie.
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: I - DESCRIPTION DES '3! ~ THEORIES
Les 'jl—théories sont les théories qui peuvent s'&crire
dans un calcul de séquents & 1taide des symboles v, , = et 3!.

On n'a le droit d'écrire la formule Fr1x A(x) que sion ala
preuve que x dépend fonctionnellement des autres variables libres
de A. Pour faire les choses correctement, i1 faut dé&finir en méme

temps les formules et les théorémes de la théorie.

Dans tout ce qui suit, les suites finies comprennent la suite

vide.

a) Le langage

On se donne un langage comprenant un ensemble de sortes de
variables (partout ol cela est sans importance, on supposera qu'il n'y
a qu'une sorte), un ensenthle de symboles fonctionnels, un ensemble de
symboles relationnels. On utilise les symboles v (pour vrai), A , =
(une égalité pour chaque sorte de variables) et 3! ;y v et = sont
traités comme symboles relationmels distingués. On supposera que tous
les problémes avec les noms des variables sont réglés par un moyen

adéquat.
Les préformules du langage se constrpisent ainsi
- Les formules atomiques sont des préformules.
- gi Aet B sont des préformules, A n B est une préformule.

- 8i A est une préformule et x une variable, J!x A est une
préformule.

s . v N
Un préséquent est une expression P''b—=4A ou
- I est une suite finie de préformules.
- A est une préformule.

-V est une suite finie et sans répétition de variables ol
figurent toutes les variables libres de I et de A . On
n'écrira pas V quand il ne comprend que les wariables libres
des préformules du préséquent ou quand il est clairement imposé
par le contexte. Sur 1'utilité de cette suite de variables, voir
[ﬁo[] ou.[ia]. En gros, elle est 1& pour rendre compte de ce qui

se passe avec les réalisations "yides™.
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b) Le systéme de déduction

Axiomes logiques

A+— A (A

atomique)
—x =3 X =y FH— vy =x X =y, y=z bk~ x=2
Alx), x =1y r— A(y) (A atomique)
— v
Régles_logigues
i A I B TLA ¢ I,B — C
v v v
TH—AA B FyANB —— C I'sApnB——C
I A(s)

rAGx) H2X B

r, Jix A(x) H—B

(x ne figure pas dans

V et n'est
variable libre ni de

I' ni de B)

Régle structurale

P A
quand toute préformule de T
V! figure dans TI'' et toute
] ‘
T A variable de V dans V'
Régle de substitution T (x) k24§~ A(x)
V,x],..,xrl
- ———— ees
F(S(XI bl :Xn)) A(S(XI’ !xn))
(s terme dont les variables sont X ,...,X ).
1 n
- v v
Régle de coupure : T — A r,A——3B
T 5—-—V B

(Dans toutes les régles V

est n'importe quelle suite qui comvient).
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c) 3 t-Théorie

Une 7J!-préthéorie _ﬂ— estla donné d'un ensemble de préséquents :

les préaxiomes propre de .

On construit simultanément les formules et les th&ormmes de _ﬂ. au

moyen des régles suivantes

- Une formule atomique est une formule de || .
- 81 A et B sont des formules de -n- , AAB est une formule de —ﬂ— .

- 81 A(x) est une formule de —ﬂ_ et si A(x), A(x'") b—x = x' est
un théoréme de T[_, J! x A(x) est une formule de -ﬂ- .

-8 T + A est un axiome logique, c'est un théoréme de -ﬂ—

~ 81 T A est un préaxiome propre de —ﬂ' dont toutes les préformules

sont des formules de —ﬂ- , c'est un théoréme de || .

- Si ' A est obtenu & partir de théorémes de T par l'application
d'une régle et si toutes ses préformules sont des formules de —ﬂ- , c'est
un théoréme de —ﬂ_ . (Les seules régles qui posent probléme sont les
régles pour 3! et la régle structurale).

(resp. preasiome ),
2 . D e e
On appelle séquent (resp. axiome) de -ﬂ— un présequent’ qui n'est
composé que de formules de -IT . Une J!- théorie est une ] 1-préthéorie
. . . Vv
dont tous les préaxiomes sont des axiomes. Une notation : T +t— A

"r |L A est un théoréme de -IT”.

d) Remarques

~

1) Toute formule d'une J!-théorie est &quivalente i une formule de

genre 3! X oens _:{! X A ol A est conjonction de formules
atomiques.

-~

2) Tout séquent est déductivement équivalent & un séquent du genre

\ - . .
B], vy Bp — 3! Xy e 3! an od A est' conjonction

de formules atomiques et les B; formulés atomiques.
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II - 3!-THEORIES ET CATEGORIES A LIM FINIES

On introduit les notions de réalisation d'un :-_l!-langage et
de modéle d'une J!-théorie dans une catégorie & lim finies. On
construit la catégorie a }i}g finies g (.ﬂ_) associée i une
3!-—théorie Tr . On montre qu'il y a équivalence entre les modéles
de —ﬂ_ et les foncteurs exacts 3 gauche de source @ (Tr) . La
considération des foncteurs représentables de ‘é’('ﬂ') dans Ens
donne un théordme de complétude des _:] I-théories pour leurs modéles
ensemblistes, On associe & une petite catégorie & }_ig finies €
une 3!—théorie 26(¢) , et on montre 1'dquivalence de € et de
g( %’(C)). Enfin on donne une construction plus simple de 8 (Tr)

quand la formulatiom de —ﬂ_ ne nécessite pas 3!.

a) Modéle d'une 4!-théorie —lT dans unecatégorie @ lim finies €
F

Une réalisation @\, du langage de -IT dans € est l'interprétation

- de chaque sorte i par un objet R (1)

- de chaque symbole fonctionnel £ : il""’in + j par une fléche

R RA)x... x Ry — R

~ de chaque symbole relationnel r de signature (il...,in) par un

sous objet @M (r) >»—— @\,(il) X ... X @"(in) .

§i V est une suite de variable (toujours sans répétition), on notera
G)\, (V) 1le produit des interprétations des sortes des variables de V effec—

tud dans 1l'ordre de la suite.

On va maintenant définir les préformules interprétables dans @\, et ,

quand A est une préformule interprétable et V une suite de variables
contenant les variables libres de A, construire 1'interprétation

6L V) >»—> GL (V) de la formule A relativement & V

- 8i A est une formule atomique, A est interprétable et CR, (A ; V) se

construit comme d'habitude {(voir par exemple [Col:]).

-8 A et B sont interprétables, Aa B 1l'est aussi et

G AaB ;W = R n RN,
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Si A est interprétable et si le composé suivant est un mono :

Ra s v x) R Vx) S e R, v )
(ol Vo,x est une suite qui énumére sans répétition 1'ensemble des

variables libres de A auquel on rajoute x 4quand cette variable

n'apparait pas dans A 3 VD énuméreles variables libres de A sauf x),

Jix A est interprétable et A ]txa ;v — R™M

est le composé RALA 5 V,x) >—> GL(V,X)

LW

proj. can.

(x ne figure pas dans V).

Un préséquent A], cees An er— B est valide dans Gl, quand toutes

n
ses préformules sont interprétables et f\lﬁk,(Ai sV CR®RB V).
l=

3 3

Un modéle de TT est une réalisation dans laquelle tous les axiomes
sont valides.

Remarque

On a dans ce contexte le fait que "]'existence unique entraine 1l'existence

globale" : 81 A FJL- Hlx B est valide, il existe ume fléche unique

G a ;3 V) £ G (x) telle que la fléche G (A ; V) R, x) =R )xR (x)
donnée par CQV(A s V) o/ GL(V) ot f factorise 3 travers

(\P\I(B H V,X) r——-—-"@V(V,X) H

cette factorisation induit un {somorphisme

R a , V) —— QB ;5 V,x)

Proposition :} Les formules de -Tr sont interprétables dans tout modéle
de TT .

Les th8orémes de Tr sont valides dans tout modéle de ‘Tr.

La preuve se fait par induction sur la construction simultanée des

formules et des théorémes.
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- 81 A :

est interprétable et si le composé suivant est un mono

@,(A 3 Vo,x) Y \(R;(VO-X,) proj. can. (R’(VO)

(ol Vo,x est une suite qui énumére sans répétition l'ensemble des

variables libres de A auquel on rajoute x quand cette variable
n'apparait pas dans A ;

: VO énuméreles variables libres de A sauf x),

H!X A est interprétable et (@ ( 3!x A V) — R (WM

est le composé G(A 5 V,x) >»——— G)\,(V,x) QY (V)

proj. can.

(x ne figure pas dans V).

Un préséquent A], ceey An t—v— B est valide dans G)\, quand toutes

n
ses préformules sont interprétables et _('\I (Sk,{Ai sV @®RB sV
1:

Un modéle de Tr est une réalisation dans laquelle tous les axiomes
sont valides.

Remarque

On a dans ce contexte le fait que "1'existence unique entraine 1'existence
globale" : Si A l—‘—l— Hlx B est valide, il existe une fléche unique
G)g (A ; V) —f——>®(x) telle que la fléche QA ;M ——*(R(V,x)=@(v)xa,(x)

donnée par @\,(A 3 V) y—m—r G (V) et f factorise & travers

6\,(B ;3 V,x) >»—m— GL(V,x) ; cette factorisation induit un isomorphisme

R, V) —— QU ; V%) .

Proposition :| Les formules de —ﬂ_
de -ﬂ- .

Les théorémes de —H_ sont valides dans tout modéle de _ﬂ_

sont interprétables dans tout modéle

La preuve se fait par induction sur la construction simultanée des
formules et des théorémes.
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b) Catégorie 4 1im finies associ&e 3 une J!-théorie ||
———

On associe une fois pour toutes 3 chaque n-uple de sortes (i]""’in)
un n-uple de variables distinctes (xl,...,xn) tel que Xy soit de
sorte ik . On abrégera les suites finies 3 1'aide de notations vectorielles.

Soit ZZ("[T') la catégorie dont :

. > N . .
~ les objets sont les (A ; 1) ol i est une suitefinie de sortes et A

» - 3 3 >
une formule de H dont les variables libres sont parmi la suite x
>
associée 3 1 ,

- >
- les fléches (A ; i) ——— (B ; j) sontles classes d'équivalence de
formules C de -ﬂ— dont les variables libres sont parmi la suite X ) ;
> >
i

associée & , J et qui sont prouvablement fonctionnelles de domaine A

et d'image incluse dans B , c.a.d. telles que :

- > > -> -> >
C(x,yl) , C(x,y)l——y]'—'y2

*r

cx , ¥ _+— BH)
il
JryeE L P AR,

modulo 1'&quivalence C ~ C' quand € -— C' . On notera C la

classe d'équivalence de C ,

-3 3
- 1'identité (A ; i) — (A : i) est A(X) A X, = X,
. > -+ R T 7T
(si X, X, est associé a3 41 , 1) ,
. > n > ko)
~ la composé (A ; i) D » (B : i) E » (C 5 K)
Y
est 3! ; (D(;,_)’;) A E(;,Z)) (si _)E, 7 est associé a i, K)

Proposition : & (TI-) est & lim finies. S1 € est 3 lim finies il y a
€ -
équivalence entre la catégorie Mod (Tf, €) des modéles de
-[T dans € et Lex (é’('IT) , L) des foncteurs exacts 3
gauche de 8(_“—) dans ¢
Dans le modéle cancnique de Tr dans @ (T . une
préformule est interprétable ssi c'est une formule de -ﬂ-

et un préséquent est valide ssi c'est un théoréme de -ﬂ-
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La démonstration est longue et sans surprise. Voici les constructions

utilisées (on ne précise plus les suites de variables associées aux suites
de sortes)
- 1'cbjet terminal de 8?<TD est (v ; @ et la fléche terminale de
-+ +
gource (A 3 1) est représentée par A. Le produit de (A ; i) et
-5

Y >
de (B ; j) est (AaB ; i, j) muni des projections

> > T 7 T
AG)AB X, = (AnB 5 1, ) — (A5 1) et

|
o]

> -+ ES > + 7 -+
A(x)uB(y])f\yI =y, (AaB ; i, i) — (B ; 1.

C

T — +
Le noyau de (A ; i) ———— (B ; j) est
D
-+ > > > > >
-+ - > > > + B!Y(C(XI’V)AD(XIsY))Ax]'_"xz >
( 1y G ADE,T)) 5 1) > (A i) .
. . . > F -
Montrons par exemple ce dernier point : Soit (E ; k) —— (A ; 1)

tel que C » F = Do F . Ceci veut dire que 1'on a

Tz @@ = Jix FED ADET)

1a déduction suivante montre que F factorise par le candidat-noyau
(on saute des étapes)

.
X

F(Z,i),F(Z,II) X = :

JEEEHACEI) - TF EEE DG FEDACKT)F (2, AD &>y G )

P DacE ) F T FEEPAE D) FEDACET), J1F (R, a0 §0-NGE3)

F(2,0ACE,Y) - DX, )

¥, 0ACE, ) - CE,Y)ADE, )

FELD - AG A -115eEN FEDCED - TIFEE D)

F(Z,%) 117 CE.9) F(2,3), Ity &) - ITCEE, PADET))

F(2,%) — 317 CEMADE, T
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L'unicité de la factorisation est claire.

- 5i m est un modéle de -ﬂ- dans € , on lui fait correspondre le

foncteur C‘Sf: & (H —— € défini par g((A;I)) = M (A%

T C e .
et S;((A;l) ————— (B;j)) = la fléche donnée par la relation
fonctionnelle W(C ; ;,;) r— ’ﬁ? (A;g) x 7’0(13;;) (voir 1la

remarque de la partie a). 9 est exact a gauche.

- Réciproquement si S‘J: {‘; (-ﬂ-) ——— € est un foncteur exact 3 gauche,
on lui fait correspondre le modéle 7n donné par 7q(i) = ﬁf((v;i)) .
—5—5_ >
ME) = FE@D =9, M) = Fex ;1) .

On a bien siir comme corollaire immédiat le :

Théoréme de complétude : Une préformule est une formule ssi elle est

interprétable et un pré&séquent est un th&oréme
ssi il est valide dans tous les moddles de ||

dans des catégories 4 1lim finies.

Si € est 3 lim finies, il est bien clair que les Hom(T,-) pour
T objet de € forment une famille conservative pour les monos de foncteurs
exacts 4 gauche de € dans [Ens . D'oili le résultat suivant, bien plus intéres—

sant que le précédent :

Théorémede complétude bis : | Une préformule est une formule de T ssi elle

est interprétable et un préséquent est un théo-
réme de —[T ssi il est valide dans tous les
modéles ensemblistes de Tr (parmi les modéles

ensemblistes, il y a éventuellement des modéles

avec des univers vides).

Voici un autre corollaire que l'on peut paraphraser en disant que
"dans une Hl—théorie, 1'existence entraine la définissabilité" et qui n'est
que la traduction de la trivialité suivante : une flé&che de ¢ a lﬂ finies
dont l'image par tout foncteur exact i gauche de C dans 'Ens est épi est

un épi scindé.
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Proposition : Soit A(z,;) une for.mule de —ﬂ— . On suppose que dans
chaque modéle ensembliste M de _ﬂ_ , pour chaque suite
d'individus a de M , 11 existe une suite d'individus
B de M telle que A(g,g) goit vraie dans M

. . -+ >
Alors il existe une formule B(x,y) de Tr telle que
-+ > > > - -
B(x,y,) , B(X,y,) ——vVy, =Y
| 2 1 2
> ES
— 3!y BE,Y)
> >
B(X,Y) b A(st)
(B est le graphe d'une fonction qui pour chaque % choisit
- > +
y tel que A(x,y)).
T 7 e . . g .
Preuve : La fléche (A ; 1,j) —— (v ; i) est un épi scindé. Ceci

. . . e d -+ >,
veut dire qu'il existe une formule C(x, x', v) telle que :

-

V2

). C@E, Xy Ty b— %) = X

—)-
1 ATy

[

-+ >y -
C(x, X ¥y

— qiF q1y oeE XL W

T

-> -»>
X =X

x—
-

" ’TT— JiE Y (CE XL D AR =X

Il suffit de prendre C(;, ;', ;) pour B(;, ;)

c) ]!—Théorie associée i une petite catégorie 4 lim finies €

Soit &(C) le langage dont 1'ensembles des sortes est 1'ensemble
‘des objets de € , l'ensemble des symboles fonctionnels l'ensemble des
flaches de € (ce sont donc tous des symboles fonctionnels unalires) et
qui n'a pas de symbole relationnel (sauf bien sur v et =). 5@(@2) a
une réalisation &vidente dans ¢ . On appelle %(E) la Hl—théorie
dont les axiomes sont les préséquents valides dans celtte réalisation, qui
devient ainsi un modéle de ‘%D(C) dans ¢ . Ce modéle induit un foncteur

o \‘,’ ( € (@) —— ¢ exact a gauche.
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Proposition : lﬂrest une é&quivalence de catégories.

Preuve : & est surjectif sur les objets. Il est fideéle parce que tous
les préséquents valides dans le modéle sont des axiomes de %(G) . 6‘/
est plein

Soient i= g(A; ils"'sin) » .]

1

“NMA(B 5 J,seees] et
W ( 3 Jp)

f une fldche 1 —— j . On a des monos

g = (gl,---,gn) i —— i x...xin et h

1 (Byyeeeah ) 2§ § e

)%

La formule H!X(gl(x) =X A r\gn(x) = X A hl(f(x)) = yll\...r\hp(f(x)) =

représente une fladche de (A ; il,...i } dans (B ; j]""jp) dont

1'image par 5 est f.

Théories qui s'expriment avec v, A , =

Seit -ﬂ—o une El—théorie dont les axiomes n'utilisent que les
symboles v, A, = . On peut citer comme exemples de telles théories les
théories algébriques au sens ordinaire, la théorie de 1'ordre, la théorie

des anneaux sans élément nilpotentnon trivial, etc ...

Soit éao(-ﬂ;) la catégorie dont

A

N
- les objets sont les (A ; i) , ol cette fois A est une formule de —ﬂ;

dcrite sans 3! , c'est-a-dire une conjonction de formules atomiques.

- les fléches (A ; i],...,in) —— (B ; jl""’jp) sont les classes
d'équivalence de p-uples de termes (tt""’tp) dontles variables
sont parmi la suite (x],...,xn) associée a (il,...,in)

et tels que A(xl,...,x ) B(tl,...,tp)

n
T,
pour la relation d'&quivalence (tl N tp) ~ (u] g ,up} quand

> >
A —t =u.

T

0

Proposition : (‘?O(_ﬂ;) est équivalente & é’(ﬂ;)

fait la méme propriété universelle que ‘é.(.ﬂ;) .

Remarque : On rejoint ici le travail de Keane [Ke] .

Preuve : On montre (voir [002]) que 80(_ﬂ;) est 3 1lim finies et satis-—

p

)
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ITI - PRESENTATIONS

Tous les mod&les considérés dans cette partie sont ensemblistes.
On montre que toute 3!-théorie posséde un modéle initial. Ceci
entraine que pour une 3 !-théorie _ﬂ— fixée, toute présentation
engendre un modéle initial. Réciproquement tout moddle admet une
présentation. On montre ensuite que t‘;’("ﬂ') est 1'opposée de la
catégorie des modéles de présentation finie’deT, et on fait le
lien avec les ré@sultats de Gabriel et Ulmer sur les catégories loca-

lement de présentation finie.

a) Modéle initial d'une J!-théorie

Proposition : Toute J!-théorie —ﬂ.- a un modéle initial Tf)(-ﬂ—)

(unique 3 isomorphisme prés).

Preuve : L'univers de 7)')(-”’) est 1'ensemble des expression 'x A
(l'unique X tel que A) ol x est une variable fixée une fois pour
toute et ol J!X A est une formie close de —IT- telle que +—— 3!){ A,

modulo 1'&quivalence Ix A~ Ix B quand +— 3!3( (AAB).

La réalisation du langage de estainsi définie

= Si f est un symbole fonctionnel n-aire, 1'image des classes de
I'x Al(x), ceny Ix Ab(x) par l'interprétation de f est représentée par

l!XH!XI H!Xn(A](X})/\ r\An(xn) A f(xl,...,xn) = X).

- 851 r est un symbole relationnel n-aire, le n-uple des classes

de Ix Al(x), P An(x) vérifiera r quand

— _Ti!xl :—]Ixn(Al(x])n ...f\An(xn)/\r(x],‘..,xn))

-

’D’}(-”-) est bien un modéle de -ﬂ— Ceci est clair quand on réalise
qu'une formule A 3 n variables libres est vérifiée par les classes de

'x Bl(x), ey Ix Bn(x) ssi
— Hlxi Elxn (Bl(x])n {\Bn(Xn)AA'(X],...,Xn))

Si M est un autre modéle de -ﬂ_ , 1'unique morphisme de W‘(-ﬂ—) dans
est celui qui envoie la classe de 'x A sur 1l'unique individu de ’IP

qui vérifie A
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b) Présentations

c)

Soit -ﬂ— une 3!-théoz'ie.
%

Une présentation dans -ﬂ- est la donnée d'un ensemble G de

énérateurs et d'un ensemble R de relations qui sont des formules ato-
g q

miques closes de _ﬂ_ & paramétres dars G

Soit Tu? la théorie obtenur en ajoutant les générateurs de G
comme constantes au langage de _ﬂ— e les relations comme nouveaux axiomes,
Un modéle de T qui peut 8tre enricii en un mad@e initial de —ﬂ_u@ est
appelé modé&le de présentation C5'> . On notera /h') ((.?) "le" modéle de
pPrésentation (:SD .

Proposition : Tout modéle (”) admet une  présentation .

I1 suffit de prendre pour G 1'ensemble des individus
de /)T) et pour R 1'ensemble des formules atomigues
closes de _”- 4 paramétres dans ’?7’" et vraies dans M

C'est le diagramme ztomique de 7

Remargue : La rédaction de ce quiprécdde a &té& modifiée d'aprés une
suggestion de B&nabou, afin de dégager 1'essentiel qui est 1'existence
du modéle initial et de faire appara’tre qe la notion de présentation
pourrait 8tre é&largie en remplacant  es générateurs par des symboles fonc-
tionnels ou relationnels quelconques et les relations par des axiomes

quelconques.

Modéles de pré&sentation finie

Définition : Un modéle 7 de -ﬂ_ est de pBsentation finie si il est de

présentation @=(G,R) avec G et R finisg.

Proposition g(-”-) P est équive lente 4 la catégorie des modéles de
présentation finie de —ﬂ_

Notation : Si a est un générateur, on lui associe ume variable a du
langage de -]T_ Si A est une formle qui a des générateurs comme para-
métres, A désignera le résultat de la substitution aux générateurs de leurs

variables associges dans A.
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Prelfvg : - Soit @ = ({a],...,an},{Rl,...,Rp}) une présentation finie.
Soit (il,...,in) la suite des sortes de (a],...,an) et A

la conjonction Rl Ao /\Rp . A CSD on associe 1'objet

@5 ip,...ni) de Ean -

- Soit @, = ({bl,...,bq}, {51""’31:}) une autre présentation
finie, (jl,...,jq) la suite de (bl,...,bq) et B 1la conjonc-

tion S A s A Sr' Un morphisme de m (C?) dans fﬂ'} (@)

est la donnée de n &léments dans 7’) (Q) vérifiant
Riseens R (ce sont les images des générateurs de 777 (@)).
Ceci revient donc 3 la donnée de Ix Bl(x), veey Ix Bn(x) ol

Biyeess B~ sont 3 paramdtres dans {b],...,bq} et

— {!x B, (x)

Tuv@

1 |
—1 X 3 x A(x!,...,xn)nB‘(xl)n... an(xn)

uld

ce qui équivaut a

b,syesesb
9. Jix B, )
-ﬂ— =i

byyeeendy
—_t ! ees 1 e e
3 x, 3 X A(XI’ ,xn)l\El (xl) n I\En(xn)

T

Y >
A une telle donnée on associe la fléche de (B ; j) dans (A ; 1)

représentde par Ba A "E‘l (31) A e A En(in)' Réciproquement si C
représente une fl&che de (B ; __‘lr) dans (A ; -{) , on lui associe la

doznée 'x 3!:{2 ]!xn C(—];, X, xz,...,xn),..., Ix 3'—"1 Hlxn_]

Cc(b, Xy eevs Xo_gs x). Il faut vérifier que les deux applications ainsi
définies sont inverses 1'une de 1'autre., Il reste ensuite i voir que tout
objet de 8’ (_ﬂ—) est atteint a isonorphisme prés : Puisque toute formule
de —ﬂ— est équivalente 3 une de la Zorme ]‘; A(g,;) ol A est conjonc—
tion de formules atomiques, tout objet de g (—ﬂ—) est isomorphe 3 un objet

de la forme (3!_3’; A(i’,;) H _{) ofi A est comme précédemment. Ce dernier
objet est isomorphe & (A(§,§) ; 1, 3}) qui est bien atteint.
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fe raisonnement montre aussi que l'on aurait pu se contenter, dans
, . > -
la construction de &?(ﬂ3 , de prendre comme objets les (A ; 1) ol A

est conjonction de formules atomiques.

Comparaison avec les résultats de Gabriel et Ulmer

Rappel de défintion : Un objet A est de présentation finie si

Hom(A,-) préserve les colimites cofiltrantes. Une catégorie localement

de présentation finie est une catégorie compléte et cocompléte possédant

un systéme générateur oli les Pi sont de présentation finie et

(®y)ier
tels que pour toute fléche f , f est iso ssi pour tout i Hom(Pi,f)

est iso.

Rappel de résultat : Une catégorie A est équivalente a la catégorie

Lex(C, Ens} pour une petite catégorie € 2 lig_finies ssi elle est locale-
ment de présentation finie. Dans ce cas cette équivalence induit une Bqui-

valence entre la catégorie des objets de présentation finie de A et c°F.
Proposition : Une catégorie A est &quivalente & la catégorie des modéles
d'une 3!-théorie Tr ssi elle est localement de présenta-
tion finie. Dans ce cas cette équivalence induit une équiva-

lence entre la catégorie des objets de présentation finie

de /A et la catdgorie des modéles de présentation finie

de ‘Tr.
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IV =~ QUELQUES EXEMPLES D'ECRITURE

On précise de fagon dont certaines notions peuvent s'écrire
dans le formalisme introduit précédemment. On montre que les symboles
fonctionnels partiels peuvent @tre introduits comme abré&viation com-
mode. On donne un procé&dé qui permet de passer d'un théorie "relative

au corpus (lim)" (voir [BeB:]) 3 une jl-théorie équivalente.

a) Ecriture de quelques propriétés définissables 3 1'aide de 1lim finies

dans une catégorie

Soit € une catdgorie 4 lim finies. Si T b A est un préséquent

de i (€) , on note I‘}:=V=A quand il est valide dans la réalisation

canonique de &(C) dans € (c'est & dire quand r }—V— A).

EACH]
Une fléche f :4i-—> 37 estunmomo ssi f(x) = f(x') ==x = x'.
C'est un iso quand en plus |f== a!x f(x) =y .

L'objet i est initial ssi ke=x = x' et |j=— j!x(v)

' wvariables de sorte 1i).

N,

g(x'") = x = x' et |_—__]!x(f(x) = yaglx) = z).

{(x, %

Le diagramme est un produit ssi

f(x) = f(x'), gx)

It

Le diagramme i £, i T k est un noyau ssi
£(x) = f(x") g==x = x' et 3!){ f(x) =y ':;;1 g(y) = h(y).
Le diagramme 1 _—s i est un carré cartésien ssi
k ~mmo— ¢
h

e(x) = e{x'), g(x) = gx") ':x = x' et Jix(e(x) = yag(x) = Z)i{ e(y)=h(z).
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b) Théories avec symboles fonctionnels partiels

Soit '”_ une 3 !-théorie. Enrichir I avec un symbole fonctionnel

partiel £ : il""’in —— } consiste i ajouter au langage de Tr un

f
1'axiome : G(g ) G(;- Yt—y =73
. s Y) ¥ y Yy

symbole relationnel G_ (graphe de f) de signature (il,...,in, j) avec

. . - . -
Dire que f a pour domaine une formule A(x) de 'Tr revient a

dire que 1'on ajoute les axiomes qly G(%,y) AR

Enfin si B(y) est une formule (y de sorte j) , B(f(tl,---,tn))

sera par définition &quivalente i H!y(B(y) Gf(tl""’tn’ ¥)).

Tout ceci permet d'utiliser les symboles fonctionnels partiels

comme abréviation commode.

¢) Exemples de J!~théories

- La théorie des catégories, formulée de fagon habituelle avec deux sortes
Ob (variables i, j, ...) et FI {(variables f, g, ...} , les symboles
s (sources), b (but), Id (identité), le symbole fonctionnel partiel

- o - composition).

La formule Iso(f} : _H!g(fog = Id(b(f)) A gof = Id(s(f))) exprime

que f est iso.

- La théorie des catégories 4 lim finles avec en plus de ce qui

précéde
Une constante 1 pour l'objet terminal avec leg axiomes
s(f) = s(g), b(f) =1, b(g) =1 +——f =g et r—FIE(s(f) =1 A b(E) = 1).

Pour le produit fibré des symboles fonctionnels partiels

_‘§~_ : FI, Fi —— 0b et Pys Pyt ¥l1, FI —— FI dont le domaine

est donné par b(f) = b{g) avec les axiomes

b(f) = b(g) b (s(p (f,8)) = £x8) A (s(p,(£f,g)) = xg) A (b(p, (f,8)) = s(f))A

(b(pz(f,g)) = s(g))

b(f) = b(g) — f o p](fsg) = g o pz(f:g)



= P (£,8) o e=p{f,8) o h, py(f,8) o e = py(E,8) o h—ce =h

foe = goh b— HEd (e = pi(f,g) o d Ah= pz(f,g) o 4

Dans cette théorie, on a les formules suivantes
Mono(f) : pl(f,f) = pz(f,f) pour dire que f est un mono

fgg: th(Mono(f) A Mono(g) A f = goh) pour dire que le sous objet
représenté par £ est plus petit que celui représenté par g
fvg: fgsganangsf pour dire que f et g représentent le

méme sous cbjet.

- La théorie des catégories régulidres avec en plus de ce qui précéde un

symbole fonctionmnel Im i Fl ~——— Fl1 et les axiomes

b— Mono (Im f) , r-—-—]!gf=1mf°g

f =goh, Mono(g) —1Im f g g

— Im pl(f,g) "N pl(f, Im g) .

- La théorie des topos €lé&mentaires avec enplus des lim finies et de
1'exponentielle (voir comment la formuler), une constante t de sorte

Fl et une § de sorte Ob et les axiomes
— (s(t) = 1) A (b(t) = Q) p](f,t) vV py(g,t) £ =g

Mono(£) — Jlg (£ » p,(g,8)) .

- La théorie des fibrations : On exprime faclement que l'on a deux catégories
E et B et un foncteur p : [E —— B (au moyen de deux symboles

et ). Pour dire que p est fibrant, on ajoute un symbole

Pob Pr
fonctionnel partiel

Cart : FIIB s ObIE —_— F!E dont le domaine de définition est donné

par bm(u) = Pob(X) et les axlomes
pFl(f) = PFl(g)’ Cart{u,X) o £ = Cart(u,X) o g — f =g
Pp (8 =u v b— JIf  (p, (£) =v Ag =Cart(u,X) o f)

oi u,v sont de sorte F](B’ X de sorte Ob[EI , £, g de sorte Flm .
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Le fait que toutes ces thories soient définissables par lim finies
n'est pas nouveau (voir par exemple [Be 3:'). Elles sont données en exemple
pour montrer que le formalisme adopté, ave l'abréviation des symboles fonc-
tionnels partiels, est assez simple et naturel. A noter que 1'emploi du 3!
permet d'éviter 1'introduction de nombreux symbcles (pour les fléches ter-
minales, les factorisations A travers les produits fibrés, les fléches

caractéristiques, ...) .

Théories relatives au corpus (_(l_i_tg)

Une théorie relative au corpus (lim) est d'aprés les définitions
générales de Bénabou [Be 3] la donnée d'un type de diagramme (fini) D
et (d'un nombre fini) d'axiomes qui sont des fléches de la catégorie i
m finies G®) 1libre au dessus de D . Un moddle d'une telle théor e
dans une catégorie i lim finies € est un diagramme O —— € tel cue

le foncteur induit G( M) —— € rende inversible les fl&ches-axiomes.

G( D) est &quivalente & go(i (lD)) oll ;f (D) désigne la
3!—théorie sans axiome propre dont le langage a pour sortes les objets
de U et pour symboles foncticnnels les fléches de D et é’o est la

construction décrite em II d . On a en effet 1'équivalence

Lex(G(D),€) = Diag( 0,€) = Mod( L (D),€) = Lex( § (&£ (D)), ©

Considérons une fléche (A ; 1) — (B ; ]} de go(sﬂ (D)) repré-
sentée par t . Un foncteur exact 3 gauche & 1a rend inversible ssi le

modéle de 3.( D) induit par g satisfait
AK), AR, T(X®) = t(x") — % = X'
et B(Y) —— !X (A A ¥ = £(X))

Ainsi la 3 !-théorie équivalente 3 la théorie relative au corpus (lim)
considérée est celle qui est &crite dans le langage i (D) et qui a pour
axiomes les préséquents &crits ci-dessus correspondant 3 chaque fléche

axiome.
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NOTES

a) Le point suivant a &té soulevé par G. Reyes : Est ce que H!X H!y

R(x,y) veut dire la méme chose que ]!(x,y) R(x,y). (Dans le premier
cas, la quantification porte successivement sur les deux variables ;

dans le deuxiéme, elle s'applique directement au couple).

Considérons d'abord le 3! dans son interprétation ordinaire,
c'est=d=dire que 3!x A(x) abrége ::|x Yy (A(y) +— x = y). Prenons
la réalisation de la relation binaire R dans un ensemble & trois

éléments donnée par le graphique suivant

L%
-

z

Alors ]!x Hly R{x,y) est vraie, mais Hl(x,y) R(x,y) et
3!y 3!){ R(x,y) ne le sont pas .

Maintenant donnons au ]! la signification qui lui a &té attribuée

dans ce papier. Dire que ]!x E]!y R(x,y) est vraie, c'est dire que

1) les y tels que R{(xX,y) dépendent fomctionnellement de x, puisque on
a pu interpréter 3!y R(x,y). Soit ¢R la fonction partielle qui donne

les y tels que R(x,y)
2) ¢R est définie en un point et un seul.
On voit ainsi que les trois formules E]!x 31y R(x,¥),

3!y 3!:{ R{x,y) et Hl(x,y) R{x,y) ont le méme sens.

Cecl montre que le j! tel qu'il est défini ici se comporte mieux,
en tout cas autrement, que le ! habituel. Il vaudrait peut-8tre mieux

le noter différemment ...



25

\\'1 L )

b) Suite 3 une remarque de Y. Diers, il apparalt nécessaire de préciser un
point relatif 3 la partie IV, c. Considérons par exemple la théorie des
catégories & Lig_finieS. Un modéle (ensembliste) de cette théorie est une
catégorie & lim finies avec un choix de 1'objet final et des produits
fibré s. Un homomorphisme est donc un foncteur qui préserve ces choix. Ceci
ne correspond donc pas & la notion de foncteur exact & gauche, qui est la
bonne notion. Cependant on peut aisément exprimer le fait qu'un foncteur

F: ¢ —— D (donné par FOb et FFI) est exact 4 gauche :

splf) = F 1) 5 Bp(f) = Iy — Iso(f)
pI(FF]g’ FFlh)Of = FF]pi(g’h)! pz(FF]gsFFlh)Df = FFlpz(g)h) ’“"'_' ISO(f)

(f wvariable de sorte FID , g et h de sorte Flc)

Sur ce point comme sur l'ensemble des exemples de IV, c , la seule

chose nouvelle est 1'emplei du formalisme lougique.

ERBATAS ET NOTES SUPPLEMENTAIRES

Page 4, ligne 3: Lire "symboles v, A, = etJr.m
Page 8, Remarque:R(A ; V) n'est Pas isomorphe EU{(B ; V,x)
' (signalé par R. Seely)

Page 14, Proposition: Le modle initial de West bien sur donné par
Hom,eﬁ)(i + =}, ce qui permet de retrouver
sa description,

Page16, ligneas 15 et 16: Lire " B f=— =

Page 1 1 : Id

ge 19, ligne 9: Lire ® E!y(B(y)/\Gf(t,.---.tn,:r))'-"
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