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INTRODUCTION

Dans ce papier on présente une rédaction de théorémes dus 3 _G. Reyes et M,
Makkai [?] et concernant la classification des modéles des théories cohérentes.

Les résultats et les techniques développés par J. Bénabou ou dans le séminaire qu'il
dirige [2],[3],[4] fournissent un cadre approprié pour traiter ces problémes.

Dans le chapitre O on développe 1l'outil logique nécéssaire, en particulier
deux théorémes qui sont des modifications du thdoréme d'élimination des coupures et du
théoréme de complétude.

Dans le chapitre I on suit de trés prés G. Reyes et M. Makkai. On expose
la correspondance entre topos coh&rent et théorie cohérente, ainsi que le théoréme
de P. Deligne. On montre que 1'on peut se passer du prétopos Ecoh'

Dans le chapitre II on donne une autre construction du topos classifiant, qui
utilise des sites plus faciles & décrire. L'idée de la construction s'est développée
i partir de discussions avec M. Tierney. La méthode s'applique directement au cas
du topos de Zariski.

Les- chapitres O et 1 ont &té exposés par M.F. Coste au séminaire de théorie
des catégories dirigé par J. Bénabou, 3 la suite d'exposés de S. Fakir sur les points
des topos de Grothendieck Dﬂ.

Le chapitre II 4 été exposé par M. Coste au séminaire dirigé par M. Tierney
3 Paris.

Les chapitres O et II ont &té rédigés par M. Coste, le chapitre I par

M.F. Coste et l'introduction est le résultat d'un compromis entre les deux rédacteurs.
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Un langage cohfrent est un langage égalitaire du premier ordre,

éventuellement multisorte, oii on n'autorise pour la formation des formules

que les connecteurs logiques suivants

A Vo, .

Etant donné un langage cohérent éﬁ , on considérera les séquents

de Sf , qui sont les expressions de la forme

I ob— aY

oii T et A sont des ensembles finis (éventuellement vides) de formules de {i

et V¥ un ensemble fini de variables contenant les variables libres de

' et A .

Notation : §i T' (resp. ¢) est un ensemble fini de formules de Qf (resp.

une formule de EE/ y I', T' (resp. I', ¢) désignera T uT'

(resp. T U {¢}). On notera de la méme fagon les ensembles de

variables.

Une théorie cohérente ¥ dans un langage (cohérent) &P est la donnée

d'un ensemble de séquents de of . ce seront les "axiomes" (non logiques) de 8() .
Le moyen pour construire les th&orémes a partir de ces axiomes est donné
par le systéme de déduction suivant
(s, t, u désignent des termes de i )

Axiomes (logiques) : I oa’ pour TI'na # ®

I'—A2a, s=sV

t ~—A, t=s

—
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u+—A, s=u
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Régles : Introductions & gauche Introductions i droite
r, d’lr—AV r, er—Av I'e— A, (IDIV F— 4, ¢2V
! r, ¢ ] Av r, & P AV r A & v
v BN T » A e A, Al
vV Vv Vv v
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v v v
T, @lv ¢2}_—A I'—A, @Iv ¢2 [ —4, @lvd)z
V,a P—aA q>(t)V
3 I, #(a)r— 2 a¢ vV i
ﬁHXQG)HAV FHA,BXQHW
A Vv
Coupure T4, ¢ L 04
v
[—A

On suppose que les axiomes non logiques de ?‘: sont clos par substitution :

I'(a) — A(a) "2
Vl

() —ACE) "

l"l-—-AV

T T —4,A'Y

et augmentation :

Un exemple de théorie cohdrente : la théerie des anneaux locaux.

i, a une seule sorte de variables, et les symboles fonctionnels O, l,=,+,x
(avec le nombre de place et les conventions d'écriture habituels). Les axiomes
non logiques sont (moyennant cloture par substitution et augmentation) ceux

de la théorie des anneaux commutatifs unitaires :

’—“(a+b)+c=a+(b+c)a,b,c

b— a + 0 = a%

— a+ (-a) = 0?2

b— a+b = b+a P
|—-(a><b)><c=ax(b,(c)a,b,c
b—iax1 = a 2 .
r__f=l><(’¥:""c)=(a)<b)+(a:<c:)a’b’c
"—axb=bxaa'b
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plus un axiome qui dit que 1'anneau est local
—3x axx=1)V Jy ((1-a) xy = D?
plus un axiome qui interdit & l'anneau local d'@tre réduit a O. %
0 7
0O = | +—
B) Théorie classique
Rapports entre théorie classique et théorie cochérente.
Un langage classique est, comme un langage coh&rent, un langage
Bgalitaire du premier ordre &ventuellement multisorte, la différence est
qu'on utilise tous les connecteurs ordinaires :
/\I V’ _)-, r\l! V! 3 *
I1 faudra bien sir ajouter dans le systéme de déduction des régles
pour les nouveaux connecteurs :
Introduction i gauche Introduction & droite
\
L D, o T, v f, 814, ¥
I, ¢+ ¥ a’ L—a, ¥
. T4, 8 r, & A
v \
T, & A T—4,v o
v
v T, #{t)i— A r—a, o(a) ? ad v
i Ay
', VYx o(x)— A Ti— &, ¥x 0(x)

A un langage cohérent éﬁ est associé le langage classique Ef * s
obtenu en ajoutant les connecteurs supplémentaires. Si on a une théorie
cohérente %? dans §3 on lui associe la théorie classique ?f‘+ dans ,i +,
dont les axiomes sont ceux de %f (moyennant une cloture par augmentation,

puiSqde 1'on a de nouvelles formules). On a le

. P +
Théoréme 1 : Soit S un segment de ii . 81 8 est un théoréme de ?f s

S est un théoréme de 29 .

Démonstration en annexe.
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C) Théoréme de complétude

L'adjectif "classique" vient du fait que le systéme de déduction
présenté est bien adapté & la semantique ordinaire, 3 une petite différence
prés : les modéles considéré&s &tant tous les modéles ensemblistes, méme ceux
dont l'univers est vide. Dans de tels mod&les d'une théorie classique T ,
tous les théorémes de T sont valides. Et réciproquement, on a un th&ordme

de complétude que 1'on présente ainsi

Soit T wune théorie classique, écrite dans L. Une formule signée

de L est une expression du genre +¢ ou =-¢ , ol ¢ est une formule de L.

Soilent :9 un ensemble de formules signées de L , (1? un ensemble de

variables contenant les variables libres des formules de tf

:g est U'-consistant par rapport & T si quel que soit

S = {+®], ey *O —W!, ey —Wn} partie finie de éf s V partie finie

3
n v

de U contenant les variables libres de S s Bys eees %no—-wl, cens o

n'est pas un théordme de T .

3’est ’L};réalisable par rapport & T si 11 existe un modéle

(ensembliste, &ventuellement vide) 77 de T et pour chaque variable a de ¥

un paramétre a dans 1 tel que pour tout +(-) Q(a],...,an) € t? G(E],...,Zh)
est vrai (faux) dans ") . (Ce qui entraine que pour tout

. v
S = {+¢], ey +®m, BRITRE -Tn} comme précédemment, ¢1,...,¢mr— Wl""’wn

n'est pas valide. damns 977 ),

Théoréme 2 : Si :f est qu—consistant par rapport 4 T, :f est 2 -réali-
sable par rapport i T.
Démonstration en annexe.

Avec le théoréme 1, on déduit de ce théoréme son analogue pour le cas

d'une théorie cohérente.

D) Vrai et faux

Etant donné un langage (cohérent ou classique) 33 on peut lui adjoindre
deux symboles relatiomnels & 0O place v et f pour désigner le vrai et le
faux. On obtient ainsi un langage &3'. On ajoute aussi deux genres d'axiomes

T A, v' et I, fea'.




Cefi ne change pas essentiellement la situation de départ

Soit ¢' une formule de 0& ', V 1'ensemble de ses variables libres. Adors
. . . WV

* ou bien il existe une formule ¢ de ofp telle que & ¥ @& et
\Y - . s

®'f— ¢ sont démontrables(® et ¢' sont équivalentes)

% ou bien &' est équivalente & v

® ou bien &' est &quivalente a £

A'V

On en déduit que si T''i est un séquent de of> !
q q

. . . , v . o
# ou bien il existe un séquent T A deo‘ﬁ tel qu'on puisse déwontrer
' Vo : v : v T v
' A 4 partir de T A" et vice-versa (T~ A" et T'y & sont
déductivement équivalents).
, v < . o 5 . .
% ou bien TI''+ &' est déductivement &quivalent 3 un axiome pour le vrai
. v « . U - .
# ou bien T'jp= A' est déductivement &quivalent i un axiome pour le faux.
Soit ‘.f ' une théorie dans efo "(avec les axiomes pour le vrai et le faux).
On peut supposer, sans changer les théorémes de c%’ ', que les axiomes de C{'
sont exprimés dansiv . Ceci donne une théorie %o dans ofg . Un modéle de %‘
s s o ' . v ~ 5@) .
est aussi bien sur un modéle de . Donc 81 Tp=A est un séquent de , 11
est théoréme de f si et seulement si il est théoréme de Qf .

Dans les chapitres suivants on utilisera chaque fois que ce sera commode,

des langanges avec v et f£.
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Le résultat se déduit d'un autre résultat du type "élimination des
coupures'. On dé&finit ;
1) Complexité& relative d'une formule ¢ de x:"‘ (notée d(¢) ) :
® si ¢ est une formule de i:, d(s) =0
% sinon dans le cas § = ? Vs
d(0) = sup(d(e;), d(s,)) + 1
dans le cas ¢ ey [ = gx ¥ (x)
d(d) = d(y) + 1
2) ¢ est coupée dans une démonstration «O si la régle de coupure
P4, 8 T, oy’
e apparafit dans ¥O + La compléxité relative d'une

P4’
démonstration oD de ‘:é"’ (notde d(-@)) est le sup des d(¢) ol ¢ est coupée

dans -19 .

si e est une démonstration dans %‘* d'un séquent I ma’ de e , oJest dans

rf si et seulement si d(odD) = 0, Le théoréme 1 sera done conséquence de la

Propogition : Soit 49 une démonstration dans % Y d'un séquent Tp= 4’ de &*.
On conatruit & partir de oD une nouvelle démonstratiom o9 ' dy
méme séquent dans f"' avec d(J9") w0

La démonstration de cette proposition se raméne facilement 3 celle du

Lemme de r&duction : Sait

eLDo -(.91
Temb, 8V T, gop= gV
Pa=4Y

une démonstration dans ‘f+ avec d(¢) 4 0 et
d(-@i) < d(#). On construit une nouvelle démonstration

RO O .

Ppm A
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dans % avec d(g’(wo"‘Dl) < d(¢)
D'abord quelques définitions et notations
1) Longueur d'une démonstration L (notée LI N
* Sitig est réduite i un axiome, 2(J9 Yy =0
* Si&? est . ' L9 = sup (Q(J_gi)) + 1
C b
v,
Fir- A1
r Av
2) Si g9 . est une démonstration, &,d9. désignera la démons-
T = AV

r,o P-AV

tration obtenue en ajoutant ¢ & gauche dans tous les séquents de ol©
(méme chose avec ¢ 3 droite ou avec un ensemble fini de formules au lieu
de o),

ona 22,d0) =2(dD), as,0) = d(dD)

3) 8iJd0a) est une démonstration et t un terme dont les va-

r(:;)h- XOME

riables sont dans V,d0 () . désignera la démonstration obtenue

r(e) = age)’
en remplagant toutes leg occurences de a par t et en supprimant a des

ensembles variables en exposant.On a LS () = E(Ag(a)), d(&g(t)) = d(@ (a)).
La démonstration du lemme de réduction se fait par induction sur 1(490) + 2(491)
en distinguant plusieurs cas
I Z(QEDO) >0, 2(,5)1) > 0, la derniére régle de chaque démonstration &tant

une introduction {du bon cotd) de 1a formule coupée. Par exemple :

:JO'(a) 491'

I 4,8 (a) r, o(e) 4"

T A,¥x 6(x)" Ty Vx o(x)b— 47

T4
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On a directement (R ( 4‘90’ J,Ql)

. &93(1:) . in
= A, <1>(t)V . T, (L) v A

r 4’

v

11) 2(9{90) = 0 (ou symé&triquement 2(0{91) = 0)

| -

.40

i ' r— A, @V I‘,cI:i-—AV

FyaY
v tome de E*. Pui Z s expri ob
'k A, ¢ est un axiome de + Puisque d(¢) # 0 et que s'exprime dans

. . + - .
* T b Av est dé&ji un axiome de % et alors &R (oLDo,aLQI) est réduite
v

l'axiome T ¥ A

W

% ou sinon ¢ ¢ T et alors (&90,&91) estaol.

III) Dans tous autres cas, on intervertit la coupure et une introduction juste

au dessus ne portant pas sur la formule coupée. On applique alors 1'hypothése
d'induction 3 la partie de la démonstration modifiéde qui se termine par la nou-
velle coupure, Par exemple: s TN
/ . N
. ¢ JADLI! v, LI
' i o] . 1 A
L O . ! . . |
; * v . \
! I ¥ A, 1 .I’,‘{f,l{!f\el—ﬁ,cbv r,v,v o, & 8V
v ' v < /
AN -
T,¥A O A0 T,¥A 0,00 A e T A oaY - -
T, ¥AO W~ AY TYAO-AY

L'hypoth&se d'induction s'applique & la démonstration entourée.
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On montre d'abord le résultat suivant :

Proposition : Seit (¢F , \) tel que
1)3 est U consistant par rapport i T.
2) si ¢1.....¢mt' Wl,...,‘l'nv est un thdordme de T et 8i ve U,

il existe un 1 tel que -0, szf ou un j tel que +‘Pj e,
3) 5i - VY x0(x) (resp + amb(x)) es ,11 existe a e tel que
-b(a) (resp + ®(a)) ¢ 8 .

Alors 5 estv réalisable par rapport & T.

Soit ‘{’l)‘ 1'ensemble des termes dont les variables sont dans V. S8i r est un
symbole relationnel n—aire, on pose
RO N TUo - P(tg,eeant) €3)
|=! est une relation d'&quivalence compatible avec les symboles fonctionnels.
Alors on construit un modle ™| de T de la fagon suivante : L'univers de-"\l est
‘:gv/l_| + L'int&rprétation d'un symbole fonctionnel est 1'interpré&tation canonique,
1'interprétation d'un symbole relationnel r est celle induite par |z]. A chaque
ae 7 on associe le paramitre 3 qul est la classe d'&quivalence de a dans T,
Par induction sur la longueur de ¢,on montre que si
+ @(al....,an) (resp = ¢(a1,,..,an) eé alors ¢('§1.'...,-a'n) est vrai
(resp. faux) dansW.
Ceci montre quetS eat \' réalisable par rapport & % .
Pour achever la démonatration du théordme, on montre la
Proposition: Si 80 ast ‘L?'o conslstant par rapport 3 T, il existe (8 )
comme dans la proposition précédente avec 'éoc.‘s et 15"0C- U-

# Soit °1""'¢m - \Pl....,‘l’nv un théordme de T, avec V & 'U;. Alors il existe
un 1 ouwun j tel que 80. -cbi ou 80, +‘!’j solt 'U“o con.sistant. sinon 60
ne serait plus Uo consistant. On peut donc &tendre ( 60, U’;) en un (‘\8;. D’O)

vérifiant les conditions 1 et 2.
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# Supposons que 1l'on ait - Yx o(x) ¢ 6(’7 . Soit a une variable qui n'est pas

dans “O;. Alors 8;, -b(a) est @;,a consistant. On peut donc étendre (6 c'>’ ’/’J:‘)

en un (6?1, Ul) vérifiaat les conditions 1 et 3.

* On itére le processus précédent. Alors om pourra prendre -3 =US; s U- U /U;
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“ Chapitre I - Clasgification des théories cohérentes

o e e e e e S [ T T T 1 LT T T porryeepppey

A) Catégorie cohérente associée 3 une théorie cohérente

On appelle catégorie cohérente une catégorie réguliére munie de sup-finis

de sous—-objets stables par changement de base.

On appele foncteur cohérent un foncteur entre deux catégories cohérentes

qui préserve :

- les limites projectives finies
-~ les images

- les sup-~finis de sous-objets

Soient C et C' deux catégories cohérentes. On note Coh(C ,C') la
catégorie dont les objets sont les foncteurs cohérents de C vers C' et

les fléches les transformations naturelles.

D'aprés E{] on sait associer i une théorie cohérente ¢ une catégorie

cohérente C( ¥ ) de la manidre suivante :

Un objet de C( 7 ) est un (ise00si s @) 08 (ij,e.0,i) est un
*

n-uple de types de ¥ et oli ¢ a ses variables libres parmi a8y cees Ay

Soient (il,...,in; &) et (j],...,jp; ¥y deux objets de ¥ soit

vV = (al,...,an, b ""’bp) le n+p-uple associé i (il,...,in, jl""’jp)'

]
Une fléche de (i], veey 1, ®) dans (j], eeesy 3.3 ¥) est, & une V

équivalence pré&s par rapport 3 ra;** une formule G(al?...,an, b],...,bp),
fiotons la pour simplifier 6(a,b) , telle que :
6(a,b) A 6(a,b’) = b =b' & Ps P
8(a, b) - #(a) A ¥(b) 2 P
¢(a) ~ 1y 8y ®
* A un n-uple (il""’in) de types de ¥ on associe de manidre fixe un
n-uple (a],..., an) de variables {chaque aj est de typg ij)

L1 P = .
Deux formules 6 et p sont V &quivalentes par rapport 4 2° si on peut

démontrer dans P p BV et B8 o
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Modéles d'une théorie cohérente ¢ dans une catégorie cohérente C,

morphisme de modéles,

Soit (f le langage de ?;
Une réalisation M de X dans C est la donnée
= pour chaque sorte i d'un objet M(i) de C
= pour chaque symbole fonctionnel f(i],...,i.n ; i) d'une

fleche M(£) : ML) x =oev x may - ma

~ pour chaque symbole relationnel R d'un sous objet m (R)
de fh’)(i]) X vaee x M) (R de signature (1)seves 1)

On sait alors [3] définir 1'interprétation du couple (¢,V) (oli ¢ est
une formule qui a ses variables libres dans 1'ensemble fini de variables vy,
notée  M(o,V).

Un modéle de ¥ dans C est une réalisation de X telle que si T r—AV

est un axiome de T on ait :

m@e , V) g MY V¥, V).
el YeA
Un morphisme o entre les modéles ) et 7)' de ¥ est la donnde
pour chaque sorte i d'une fléche o MmM@E) » M'(1) telle que pour tout
symbole fonctionnel f(il""’in 3 D

. KXo, X Q.
Rt ' i

M Gxeeax M) — B MEx e x MG
(£ me s
ma» - . M
N

est commutatif,

et pour tout symbole rationnel! R de signature (i],...,in)

1'image de T)(R) par (mi X e X oag ) est contenue dans M’ (R).

1 n
Lemme |
Pour toute formule ¢(a1, vaag an) (aj de type ij) 1'image de ’m(@)
Par a, X ... X o, est contenue dans 7 '($)

1 n
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Démonstration par récunence sur la longueur de ¢.

On note Mod( ¥ ,C) la catégorie dont les objets sont les modéles de P

dans C et les fléches les morphismes de modzles.

Proposition |

Soit € une catégorie cohérente, Mod( 29,0) et Coh(C(if }, C) sont

deux catégories équivalentes.

Démonstration :

a) Construction d'un foncteur R de Coh(C{ 2?),0) dans Mod( 2?,C).
Soit F wun foncteur cohérent de C( ¥ ) danms C.
Posons @ (F)(i) = F(i,v)

'I{ (F)(f) = la flache F(f(a],...,an) = b) de
Flipsvx woo X F(15v) = F(ip,...,1 ,v) dans F(j,v)
o~ . . L . s oz b Y x : s
S (FI(R) = F(1],...,1n, R a],...,an)r———+ F(ll,..,ln,v)~+F(1l,v) ..XF(ln,v,

I1 est clair que R(F) est un modéle de Zf

Soit o wune transformation naturelle entre F et G, foncicurs cohérents.
Posons <} (a)(i) = a(i,v) et montrons que ‘R (o) est un morphisme de
modéles entre R(F) et R(G) . R (a)(i) est une flache de R (F)(i)
dans R (G) (i) . Il faut vérifier que pour tout symbole fonctionnel

EG et 50 1)

REV(ED)
RAEY I x o REYE ) RAFY(3)
|
R @)% K@) () | R0
& @) ()
R@O G x RE@) () R (@0

est commutatif : c'est la naturalité de o .

Il faut vérifier que pour tout symbole relationnel R de signature
l,...,in l'image de S} (F)(R) par §{(a)(i})X...x S{(a)(in) est
contenue dans $3(G)(R) : c'est vrai i cause de l'existence de la fléche
u(il,...,in,Ral, cevs oa) de R (FY(R) dans R (G)(R) et de la

naturalité de a

i
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b) R est une équivalence de catégories.

~ Tout modéle 7] de ?? dans C définit un foncteur &5 de
(%) dans C tel que »’9\,(’)77) = 7} dans Mod( ¥ ,C).

On définit m (i]’ 40y in,. @) = ,m (Q)

Soit 8 ¢t (Lpyeveniyi®) > (Gpaeensd)i¥) M (8) est la flache de (%)
dans ) (¥) assocife & la relation fonctionnelle M(8) .
Il est clair que R (M) = m

~ Soit A un morphisme de modéles entre R(F) et R(G).
Pour tout (il, Paey in; ) de C(¥) on a d'aprés le lemme | une

fléche a(i i) ! BAFY($) ——  R(G)(¢) qul définit une
transformation natﬁrelle a entre F et G,

On voit ainsi que R, est plein et fidale.

Topologie de Grothendieck des recouvrements finis

C désignera toujours une cat8gorie cohérente.

Soit A un objet de C. Couv(A) est composé des familles de fléches
de but A contenant une famille finie de flaches (fi) de but A

n
telles que \/ Inm fi » A,
im]

Il est immédiat de vérifier que las données ci-dessus définissent une

i=],...yn

topologie de Grothendieck appelée topologie des recouvrements finis.

Propogition 2

Soit € un topos de Grothendrick. On notera &galement £ le site dé&fimi
sur € par la topologie canonique.

Un foncteur continu de € muni de la topologie des recouvrements finis

dans ¢ est exactement un foncteur cohérent entre les catédgories cohérentes

C et g.

Démonstration : Un foncteur continu préserve les sups (2 cause de la famille
couvrante A A, ) et les images
l\ e d
Al u A2

e
A ////?J Iif
B

(a2 cause de la famille couvrante A



-
e
=

Réciproquement un foncteur logique préserve les images et sups, donc

tranforme famille couvrante en famille couvrante.

| On note FC(C,£) la catégorie dont les objets sont les foncteurs

continus de C dans § et les fl&ches les transformations naturelles. On a

Coh(C,§) = FC(C,E) .

Théoréme I (Reyes)

Soit ¢ une théorie cohérente. Il existe un topos cohérent £( 2‘) qui

classifie les modéles de [ .

Démonstration : D'aprés les propsoitioms | et 2 , on sait que les catégories
par
Mod( % ,£) et FC(C( & ),£) sont équivalentes. D'autre part (voirYexemple [5])
—~
on sait que FC(C( "Z,," ¥, e) = Top(E,C( %)) (catégorie des morphismes géométri-

ques de ¢ dans le topos des faisceaux sur C( .

-

s
$(¥) = C(¥) est cohérent puisque C( T) est & limites projectives
N\

~

finies et a tous ses objets quasi compacts.et tel que G = €

C) Théorie cohérente associée & un topos cohérent

Soit € un topos cohérent. Soit G un. site & limites projectives

finies et dont tous les objets sont quasi compacts.
On sait que Top(f',£) = FC(G,Q.pour tout topos de Grothendieck &'

On va définir une théorie cohérente 7% (£) telle que :
*
FC(G,£') = Mod( T (£),E")

Description de %2 (£).

Sortes : pour chaque objet A de G une sorte A
Symboles fonctionnels : = pour chaque fldche f : A > B de G un symbole

fonctionnel f de A dans B .

- pour chaque couple (A,B) d'objets de G um symbole
de K,E dans AxB .

fonctionnel <=,=>
' "A,B

- une constante a de type 1| .

Symboles relationnels : =, pour chaque objet A .

) * ' . -
On n'aura donc plus besoin da prétopos Ecoh [4] )



Axiomes

1) ¥ pour chaque (f,g) composables
gof(a) = g [E(a)] 2
% pour chaque A

b— Id(a) = a2

2)ypour chaque (A,B) (p: AxB-+A, q:AxB+B les projections)

k= <Ble), qe) > = ¢
b~ P <a,b> =a ,bk q <a,b> = b a,b
¥ — awq® (a de type 1)
¥ pour chaque 1 mono
— — T
T(a) = I(a')+— a = ' 222
% pour chaque i, £, g ol i = Ker(f,g)
) = 8k — Jai(a) =b °
a,b

T¢a) =b — F(b) = g(b)

3)¥pour chaque famille fl""’fn couvrante finie de¢ A /0 ole t’&'?-- #

0 - a
— VvV  Ja; T, (a) = s
i=]
¥ pour chaque famille couvrante vide |— 2

Proposition J

Mod({ 'y (£, £') et FC(G,¢') sont deux catégories équivalentes.

Démonstration : A un modéle Mde % () dans €' on associe son

—

foncteur M continu en posant
mm = M@
mE = Mm@

1) exprime la fonctrialité de M
2) le fait qu'il préserve les limites projectives finies

3) le fait qu'il transforme famille couvrante en famille couvrante pour

la topologie canonique de £ .



D)

19

“\\1‘

A un morphisme de modéle a : M-+ M on associe une transformation

naturelle a : M+ M' en posant a(i) = a(1)
Il est clair qu'on définit ainsi une équivalence de catégories.

D'ol le

Théoréme 2 (Reyes)

Tout topos cchérent classifie une théorie cohérente .

Théoréme de Deligne (dem, de G. Reyes)

Un topos cohérent E a suffisamment de points i.e. il existe un

ensemble de points (pi)isI tel que !
. * *
(f#g) => (3icl p, (B)#p, (8)) .

Démonstration ¢ 1I1 s'agit de montrer qu'on peut fabriquer un point p tel que
» , \ o
p congserve la situation S0 1 £ différente de g,
N “
Seit E =~ G et g:G%+ G .

; . , ¥
On montre qu'il est é&quivalent de trouver un point p tel que p
conserve les situdtions

5, h wono non ise  (on prend Ker(f,g))

82 : k mono non iso et de but &(B) (on prend une famille couvrante

du but de 1h).

8y (gj)jEJ famille de flaches de e(Aj) dans e(B) telle gue
) Im B # c(B) (on prend une famille couvrante de la source de k).
bl

S, (ga)jeJ famille de fléches de A} dans B telle que
U In e(gy) # e(B) . ([3] 1=4 pege 4)
]

Soit P2(E) 1la théorie classifiée par E.

Soit :f = - 3 aj Eg (aj) = b} .

(f est {b}-consistant : sinon il existerait jl""'jn tel que

~ \V 3 a, 2! (a, ) = bb soit un théorzme de T(E), donc soit vrai
k=1 he T T .
dans tout modéle de T(E), donc dans le modéle générique de <% (E) dans E ,

et on aurait une contradiction d'aprés 8, »
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D'aprés les théordmes | et 2 du chapitre 0 X est {b}-réalisable
et admet un modéle ensembliste 77 muni d'un paramétre b tel que dans

3 aj E}(aj) = b soit faux pour tout j , c'est-d-dire que :

o ME@ED £ m® .
jed ]

D'aprés le théoréme 2 on sait construire un point p de E

conservant S4 .

C.Q.F.D.
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Chapitre II : Théories
BOEEFNTI SRS R R —_———==

A) Formules—cribles et séquents=-cribles

Soit :E, un langage cohérent,

Proposition 1

-

Toute formule de & est &quivalente & une formule du genre :
1 1 1 1 1 1
31!1 axml fbl(xl, ...,xml, a1y vees a,nl)V,,.

k k k k k k
oonv axl e axnlk ¢k(x1’ seey xmk, al,..., an.k)

, ol les %, sont Ecrites uniquement avec v et A, ou 3 f (qui
correspond 3 k = Q).
On appelle formule-crible une telle formule.
Preuve : Soit ¢ wune formule de &P: . On sait que :
* ou bien ¢ est &quivalente & f,
* ou bien ¢ est &quivalente & v, qui est aussi une formule-crible,
* ou bien ¢ est &quivalente 2 une formule &crite sans f et sans v.
Alors le résultat découle des propriétés suivantes :
(¥ V 8) A p est &uivalente 3 (¥ A p) V (@ A o)
xewvoem) " " (Jwe) v (T x 80)

T xvennoe " gx¥ (o A 0)

Proposition 2

Tout séquent de 38 est déductivement &quivalent i un ensemble fini de

séquents du genre

3 p— A’

ol ¢ est &crite seulement avec v et A et A est un ensemble fini
de formules du genre ﬂxl... ﬂxm v (xl,...,xm, al,...,an) oi V¥ est
Ecrite seulemeht avec v et A et est telle que

Vybyyeasb
W(bl,...,bm, al,...,an)}—- ) soit démontrable.
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On appelle un tel séquent séquent-crible.
. v - . . .
Preuve : Soit T}— A un séquent de<a5 . Soit © 1la conjonction des formules

-

de T (0 est v si T est vide). & est équivalente 3 une formule-crible

0', et FP—-AV est déductivement équivalent 3 0 F——Av Supposons que
. __ 1 1
G‘ so1t ax ¢ (xl,-.o,xml, al,..-,anl)\/ “an
.oov sas 3 k k . k k,--.,ak)

k(xli" ’xmk: a]. n'k_

Alors O'k——AV est déductivement 8quivalent 3 l'ensemble des séquents

m.
1 1

i ensemble est vide si ©' est f). Maintenant un tel séquent est déducti-

:ixi... Hx;_ @i(xi,...,xl , ai,...,a;_ )Y—-Av pour 1 & i & k (cet
i

vement équivalent i . .
i i

i V’bl’...’bmc

» 81,...,an )l ﬂ 1

i

[T

i
,l'l’bm'
1

i

0, (by

, . . v o

pour bi,...,b; ¢ V. On peut donc se ramener 2 des séquents &t A ol
i

® est écrite avee v et A,

Soit alors p la disjonction des formules de A& (p est f si A est

vide)., p est &quivalente & une formule crible o’

Tk B

[N ] 3 2--- ‘y( gravny
viy Hypl zyl v

qui est par exemple

1

PI‘P (Yls---,}' 1: c-l’-lngc )V e

4

s c%,...,%f Y. ¢I—-Av est déductivement

P, [}

équivalent au séquent

v
¢t—-3y%.n Wl’”” ay%.” W£

et donc aussi au séquent

1
b Byl.-;(‘yll\ @),---, HY%°"(W‘Q’A (D)V

Ce dernier séquent est un séquent-crible.

B) Catégorie & lim finies assocife & une théorie exprimée avec v,A , =

; Soit QE , une théorie dans un langage ;Z;o égalitaire avec seulement v

et A et oll les seuls séquents autorisés sont ceux qui ont exactement une formule

i droite. A une telle théorie on sait [4 ] associer une catégorie a ljim finies
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H = . - . % ] z 1

: c ( ?fo) telle que 1'on & une &quivalence de catégories Mod( D,C Y v Ex(C( O),C )
ot C' est une caté@gorie & lim finies, Ex(C(ﬁ?o),C') la catégorie des foncteurs
exacts & gauche de C(QE,O) dans C', C(?fo) est obtenu ainsi :

* Un objet est un (il,...,i ) ol il""’in est un n— uple de sortes

a’
de Jc)o (2 de tels n~ uples on associe une fois pour toute des n- uples
de variables B yeeesd de sortes correspondantes) et ¢ une formu-

le de 5&% dont' ‘les variables libres sont parmi apsseesdp:

# Une fléche (il,...,i s B) —emrr (jl""’j » ¥) est un.p-uple de ter-

n P

dont les variables sont par-

mes (tl,...,tp) de sortes Jy,...,]
seens

P

mi 8150008 tels que ¢(a1,...,an)F— W(tl,...,tp) soit

un théoréme de %o‘ modulo 1'équivalence (tl,...,tp) n (ti""’t;.a)
I
1) ]
T

o est un théoréme

quand ¢(al,...,an))— ty = ti/\. cer A tp -t
de Eg(r
Le topos Cf fo) claggifie les modales de 'é o! en effet si E est un topos de
Grothendieck, on a Ex(C( 'ﬁo),E) ~ Top(E,E@).

Dans le cas ol ?fo est une théorie algébrique (iﬂ() est unisorte et n'a pas
d'autre symbole relationnel que = et v, les axiomes non logiques sont ~- i
cloture par augmentation et substitution prds - des séquents du genre \—-@V ot
% est une formule deasc, et V 1l'ensemble de ses variables libres), C( Q?o)
est une catégorie "connue": c'est 1'opposée de la catédgorie des go-algébres de
présentation finie,

Soit APF( 'éo) cette catégorie. On d&finit un foncteur
R : C(‘Eﬂ)oP —+ APF( ﬁo) de la fagon suivante :

» x)o &étant unigorte un objet de C(zo) est un couple (n,$). ¢ est
équivalente 3 une conjonction finie A ... A G de formules atomi-
ques de xo’ c'est A dire d'ident{t& . R(n,¢) sera la %'o-algébre ]
n générateurs LEEEEIT N vérifiant les identités .¢1,...,¢ . Un é18-

k
ment de R(n,®) sera un terme de 36:0 dont les variables sont parmi
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l. '; al,. . ,an
a.;...,a modulo 1'dquivalence t ~ t' quand ¢y t = t' est un thé-
%1 n q

oréme de féo.
* Soit Etl,....tp) i (n,%) =+ (p,¥) une fléche de C( fo). Pour

connalitre R:((tl,...tp)) il suffit de connaitre l'image des p généra-
teurs bl""’bp de R(p,¥) dans R(n,%). Ce sera justement les classes
d'équivalence des termes tl,...,tp. Ceci ne dépend pas du représentant

. 1] 1 = t =
choisi puisque (tl,...,tp) ] (tl....,tp) quand ¢ r t, tll\...{\tp

31.. [N ] .an
t'

est un théoréme de %. D'autre part, on définit bien
un morphisme de R(p,¥) dane R(ny¥); Soient s(bl,...,bp) et

s'(bl....,bp) deux représentants d'un &lément de R(p,¥). Il faut
montrer que s(tl,....tp) et a'(tl,...,tp) représentent le méme

élément de R(n,¢). On a comme théorémes de go

b b

1 a n A
¥(byyeensb ) 8(byyeusb) = 8’ (byyenisb ) 2000 P
donec aussi ‘P(tl....,tp)t— s(tl.....tp) = s'(tl.....tp)

a a
gaeay n

al’o.-,an

et dlautre part d>(a1....,an)\--\lf(tl,....tp) 1
ﬂ L I a
1’ 3
Par coupure, @(al....,an)'— s(tl,....tp) = s'(tl....,tp) n
est aussi un thiorame de Séo' et c'est ce que l'on veut,
Il est facile de voir que R est une &quivalence de catégories. Ceci

donne le fait que EnaAPF('io) classifie les %o-algébrea.

C) Site associé & une th8orie cohérente. Application au topos de Zariski.

Soit ezune théorie cohérente dans le langagex + Soit ;Go le langage
qui a les mémes symboles fonctionnels et relationnels que b , mais qui n'a comme
connecteurs que v et A (les séquents de ;C‘Jo ont exactement une formule & droi-
te). Soit fo une théorie exprimée dans afqo et dont tous les th8ordmes sont
des théorames de ﬁg.

Si S est un séquent crible de &b » on peut lui essocier une famille

finie Cr(8) de fléches de C{ fo) qui ont m8me but. Supposons que S soit



25

1; 1 " R
fbl-wi Hx Cbl(xl,..., 1),..., El Elxmk @k(x xmk) n

. . . . .1 .1
3, d>1,...,¢k sont des formules de oﬁjo et donc (11,...1n; q))/(ll""’ln’:’l""]m 30
1
""’(il"“’in’jl;""’j;k; ¢k) sont des objets de C( ‘:éo). Pour tout 1 entre
2 o . .1 1
1 et k le n-uple (al,...,an) représente une fléche (11,...,1n-,31,...,3mi, Cl>i)—>
(il,...,in, ®) Cr(S) sera la famille de ces fléches.

Soit F wun foncteur exact i gauche de C( %O) dans un topos de
Grothendieck E. F dé&finit un modéle M de e'fvo dans E qul est aussi une réali-
sation de oﬁ dans E. Dire que F(Cr(S8)) est couvrant équivaut a dire que dans
cetteldalisation le séquent S est valide.

On peut toujours supposer que les axiomes de g sont des séquents-cribles.
L'ensemble des cribles Cr(S) oii S parcourt 1'ensemble des axiomes de %engen—
dre une topologie de Grothendieck sur C(igo). Ce site sera noté (C(Cfo), %).
Un foncteur exact & gauche de ce site dans un topos de Grothendieck E est con-—

tinu si et seulement si il d&finit un modéle de % On a alors une équivalence

de catégories

Mod( £ ,8) = re(c( L), E),B)
D'oii le /—\_J

Théoréme {Cc( fo), é) est un topos classifiant des modéles de %.

Appliquons les résultats précédents au cas od 5€ est la théorie des
anneaux locaux et Cfo la théorie des anneaux (commutatifs, unitaires).
C( 'f 0) est la catégorit opposée de la catégorie des anneaux de pré-
sentation finie.

La topologie associée i 'f est engendrée par les cribles correspondant

aux séquents

v Ix  axx=1 Jy-a) x y = 1°
¢
0= 1m
R(1,v) est Z[X]
R(2, a x b = 1) est z[x,Y]/ clest i dire 'z[x_'[x,
(XY-1)

le localisé de Z[X] en X.
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R(2,(1-a) x b = 1) est Z[X,Y], c'est a dire Z[X]
(1-Y-1) 1-X
R{0,0 = 1) est l'anneau O
Les cribles qui engendrent la topologie sont donc
z[x]y
* E[X] (Ceci entraine que pour tout anneau A de
IZ[XI 1-X présentation finie, pour tout Elément a
de A, a est cowrant)
H A
i Al-a

# le crible vide pour l'anneau O,

C'est bien la topologie de Zariski et on retrouve de cette facon le

résultat de M. Hakim.




