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Introduction

Le programme de I'agrégation (pour la session 2002) mentionne « Résultant et discriminant » dans le
paragraphe commencant par « Relations entre les coefficients et les racines. .. ». Le mot « Résultant » ne
figure plus dauns les intitulés de legons d’algebre et géométrie (mais on y retrouve toujours les relations entre
les coefficients et les racines d’'un polynéme). Par ailleurs, le programme de 'option Calcul numérique
et symbolique de I’épreuve de modélisation mentionne le « calcul effectif des résultants, application a
I’élimination », et un intitulé de legon est « Résultant et élimination effective dans les systemes d’équations
polynomiales. Application(s) issue(s) des thémes du programme. ».

Les ouvrages classiques de préparation a I'agrégation qui traitent le plus longuement de résultant et
d’élimination sont les anciens manuels de classes préparatoires (par exemple [LeAr], chapitre 6, [Qu],
chapitre 13). Le sujet de I’élimination apparait un peu vieillot, marqué « 19¢me siecle ». Il ne figure ni
dans l'ouvrage de Perrin, ni dans le Algebra de M. Artin. Il est traité, assez rapidement, chez Lang [La],
chapitre 5, et Tauvel [Ta], chapitre 13. Résultant et discriminant sont traités & la fin du chapitre IV du
traité d’Algebre de Bourbaki [Bo] (pas dans les anciennes éditions). Le sujet de I’élimination a repris
récemment un peu de vigueur avec le développement du calcul formel ([Mi] chapitre 3, [Sa] chapitre
7). On n’a retenu dans les références que les ouvrages contenant au moins les points fondamentaux :
présentation du résultant comme déterminant de la matrice de Sylvester, théoréme principal (théoréme
3 dans le texte qui suit), expression en fonction des racines.

On peut trouver dans les anciens manuels de classes préparatoires une définition de 1’élimination.
Voici par exemple celle qui figure dans [Qu] :

Soit deux équations algébriques

P(X)=aX?+m X" '+ +ap = 0 (a0 # 0)
QX)=bo X 4+ b X - 4bg = 0 (bg#0).

Eliminer X entre ces deux équations, c’est trouver une condition vérifiée par les coefficients
des deux équations, nécessaire et suffisante pour que ces deux équations aient au moins une
racine commune.

On peut se poser la question : ou doit étre la racine commune? Si 'on suppose que P et () sont a
coefficients dans un corps K, on pourrait demander que la racine soit dans ce méme corps K. Mais dans
ce cas on ne sait pas faire grand chose en général. Par contre, le probléme est plus commode si on demande
que P et Q aient une racine commune dans un corps algébriquement clos K contenant K. Dans ce cas,
on a une réponse facile.

Proposition 1 Les polynémes P et Q ont une racine commune dans K si et seulement s’ils ont un
diviseur commun non constant dans K[X], c’est a dire si et seulement si leur pged est de degré > 1.

Démonstration :  Ceci vient simplement du fait que P et @ ont une racine commune dans K siet
seulement si leur pged dans K[X] est de degré > 1, et du fait qu'un pged D de P et @ dans K[X] est

aussi pged dans K[X] (il divise P et Q, et il existe U et V tels que D =UP + V Q). O

*Merci & L. Moret-Bailly et J-C. Raoult pour leurs remarques.



On pourrait penser que le probleme de I’élimination est résolu, puisqu’on sait décider si deux
polynémes donnés ont ou non une racine commune. Mais visiblement, ce n’est pas ce qu’on cherche :
on a en vue des polynémes avec des coefficients dépendant de parametres (par exemple, des polyndmes a
plusieurs variables, ot on privilégie une variable), et alors le calcul du pged ne peut en général pas étre
fait d’une maniére uniforme pour tous les parametres. La réponse au probléme est alors fournie par le
résultant de P et de @, qui est un polynéme & coefficients entiers en les coefficients (ao, . . . , ap, bo, - - ., bg),
et qui s’annule si et seulement si P et () ont une racine commune, ou si ag et by sont simultanément nuls.

On peut faire une analogie avec la situation que ’on connait pour les systémes de n équations linéaires
a n inconnues. Le moyen le plus commode de résoudre un tel systeme est le pivot de Gauss. Mais si
I'on discute un systéme ou les coefficients dépendent de parametres, il est utile de faire intervenir le
déterminant du systeme. Cette analogie n’est pas superficielle ; on pourrait approfondir les rapports entre
lalgorithme d’Euclide de calcul du pged et le pivot de Gauss (voir exercice 3), et on verra que le résultant
est effectivement défini comme un déterminant.

L’étude du discriminant se rattache naturellement a celle du résultant. Le probleme ici est de trouver
une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients du polynéme P pour que celui-ci ait une racine
multiple (dans un corps algébriquement clos K contenant K). Ceci revient & demander que P et P’ aient
un facteur commun non constant. On pourrait définir le discriminant de P comme le résultant de P et
P’, mais la tradition (pas toujours respectée dans les ouvrages) donne une autre définition. Au-dela de
ces divergences de définition, le point a retenir est qu’un polynéme unitaire P a ses racines distinctes si
et seulement si son discriminant est non nul, et que ce discriminant est un polynéme a coefficients entiers
en les coefficients de P.

1 Résultant : définition et propriétés fondamentales

On a dit dans 'introduction que les techniques d’élimination étaient surtout intéressantes dans le
cas ou les coefficients des polynomes dépendent de parametres. Ceci ameéne a considérer des polynomes
P =uXP 4 - F+u, et Q =v9X%4+ .-+ v, a coefficients indéterminés, de degrés p > 0 et ¢ > 0

respectivement. Notons u = (uo,...,up) et © = (vo,...,vq). Les polynémes P et ) appartiennent a
Zlu, v, X].
Soit A un anneau commutatif unitaire. On peut substituer & u et v des suites a = (ao,...,ap) et

b= (bo,...,by) d’éléments de A, et on obtient ainsi des polynémes P, et @), de A[X]; on dit qu'on a
spécialisé u et v en a et b.

Le résultant de P et @ est le déterminant de la matrice de Sylvester de P et @, qui est la matrice
carrée de taille p+ ¢ :
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Les lignes de la matrice de Sylvester sont les coefficients des polynémes X9~ 'P, X972P_. .., P,
XP71Q,..., Q rapportés & XPte=1 .. X 1. On notera res(P,Q) le résultant de P et de Q. S’il est

utile de préciser le nom de l'indéterminée, on notera resx (P, Q). Ce résultant est un polynéme, disons
R(u,v) de Z[u,v]. Si maintenant on spécialise u et v en des suites a et b d’éléments de A, on obtient un
élément R(a,b) de A, que l'on désignera comme le résultant de P, et @, et que 'on notera res(Py, Q).
Ce résultant se calcule comme le déterminant de la matrice ci-dessus, ou les u et v sont remplacés par les
aetb.

Exercice 1 Montrer que res(Q, P) = (—1)Pres(P, Q).



Exercice 2 Comparer le polynéome obtenu en faisant vy = 0 dans le résultant de P = uoX? + - + u,
et Q = v X7+ -+, et le résultant des polynomes P et v1 X971 + -+ - +v,. (Le premier vaut ug
fois le deuxiéme.)

Ce dernier exercice met le doigt sur une difficulté dans la définition du résultant : le résultat n’est
pas exactement le méme suivant que l'on consideére @ comme polynome de degré g ou l'on spécialise le
coefficient dominant a 0, ou comme polyndéme de degré ¢ — 1. Dans le cas de polynomes a coefficients
dépendant de parametres, il se peut que le degré baisse pour certaines valeurs des parametres, mais il
est important que la formule qui calcule le résultant soit la méme pour tous les parameétres. Ceci est
un argument en faveur de la présentation choisie (considérer des polynémes a coefficients indéterminés,
que l'on spécialise ensuite; c’est 'approche de [Lal), par rapport a ’approche a priori plus simple qui
consisterait a définir directement le résultant de deux polynomes & coefficients « fixés » (comme par
exemple dans [Ta]). Dans [Bo] on utilise la notation res, ((f,g) pour indiquer qu’on calcule le résultant
de f et g comme spécialisations de polyndémes généraux de degrés p et ¢, méme si les degrés réels de f et
g sont plus petits.

Commengons par une propriété importante du résultant.

Proposition 2 Il existe des polynéomes A(u,v, X) de degré < q en X et O(u,v, X) de degré < p en X
dans Zu, v, X] tels que res(P,Q) = AP 4+ ©Q. En particulier, res(P, Q) appartient o lidéal engendré par
P et Q dans Z[u,v, X]

Démonstration : On sait qu’on ne change pas la valeur d’'un déterminant en ajoutant a une colonne
une combinaison linéaire des autres colonnes. Ici, on considere le déterminant res(P, @) dans 'anneau
Z[u,v, X], et on ajoute & la derniere colonne X fois 'avant derniere plus X? fois I'antépénultieme plus
...plus XPT971 fois la premiere. La derniére colonne devient alors

Xetp
P
prlQ )
Q
et en développant le déterminant par rapport a cette colonne on obtient bien ’expression annoncée pour
res(P, Q). O

Voici maintenant le théoreme central de la théorie du résultant.

Théoréme 3 Soient

P, = aoXp+G,1Xp_1+"'+ap,
Qy = boXT+b XU 4 b,

deuz polynémes a coefficients dans un corps K. Soit K un corps algébriquement clos contenant K. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Les polynémes P, et Qp ont une racine commune dans K, ouay=0by=0.
2. Les polynémes P, et Qp ont un diviseur commun non constant dans K[X], ou ag = by = 0.

3. 1l existe des polynomes a coefficients dans K, U de degré < q et V' de degré < p, non nuls tous les
deuz, tels que UP, +V @y = 0.

4. res(Py, Qp) = 0.
Démonstration : L’équivalence de 1) et 2) a été vue.

Siag = by =0 alors deg P, < p et deg @y < g, et 'égalité QP, — P,Qp = 0 montre 3). On suppose
dans la suite que ag et by ne sont pas simultanément nuls, par exemple ag # 0 (le raisonnement avec
by # 0 est symétrique).



Montrons que 2) entraine 3). Soit D un diviseur commun non constant de P, et Qp. En posant
U=Qy/D etV =—-PF,/D, on a bien la propriété 3).

Montrons que 3) entraine 2). De UP,+V @ = 0, on déduit que P, divise VQ. Si P, et (), sont premiers
entre eux, alors P, divise V, ce qui est impossible parce que V' est non nul et que deg V' < p = deg F,.
Donc P, et Q) ne sont pas premiers entre eux, c.-a-d. qu’ils ont un diviseur commun non constant.

Montrons que 3) est équivalent & 4). La propriété 3) est vérifiée si et seulement §’il existe
Ag=1,--+, A0, bp—1,-- -, o dans K, non tous nuls, tels que

)\qleq_l_Pg"' )\q,qu_QPQ—F et )\OPg + Np—lXp_ng + /pr72Xp_2QQ+ e+ MOQQ =0.

On rapporte l'espace vectoriel des polynoémes de K[X] de degré < p+q alabase XP+ta—1 xrta=2 X 1.
Alors ’équation ci-dessus s’écrit comme un systéme de p + ¢ équations linéaires sans second membre en
les p+ ¢ inconnues A; et uj, et la matrice de ce systeme est la transposée de la matrice de Sylvester de P,
et Qp; le déterminant du systeme est donc res(Py, Qp). La propriété 3) est vérifiée si et seulement si ce
systeéme admet une autre solution que la solution (0,0, ..., 0), c’est & dire si et seulement si res(P,, Q) = 0.

O

La démonstration ci-dessus est la démonstration classique utilisant 1’algeébre linéaire. On peut aussi
utiliser la proposition 2. L’implication 4) = 3) est une conséquence immédiate de cette proposition (on
trouve U et V en spécialisant (u,v) en (a,b) dans A et ©).

L’énoncé du théoreme fondamental dans [Ta] ne mentionne pas 'alternative ag = by = 0 dans 2). Ceci
vient du fait que la définition du résultant dans [Ta] suppose ag # 0 et by # 0.

Le cas ag = by = 0 peut d’ailleurs se voir comme ’existence d’une racine commune « a 'infini » pour
les polynomes P, et Q. De maniére précise, on homogénéise le polynéme P, en posant (P,)"(X,Y) =
YPP,(X/Y), et on dit quun élément (a:3) de la droite projective P1(K) est un zéro de (P,)" si
(Py)"(a,3) = 0 (ceci ne dépend pas du représentant choisi d’aprés 'homogénéité). Les zéros (a:1)
correspondent aux racines o de P, dans K, et le point & I'infini (1:0) est zéro de (P,)"
ag = 0.

si et seulement si

Plusieurs ouvrages ([Mi], [Sa]) expliquent comment calculer le résultant par l'algorithme d’Euclide
(en faisant des divisions euclidiennes successives). Ceci vaut pour deux polynomes a coefficients dans un
corps. L’exercice suivant permet de voir comment ceci marche.

Exercice 3 Soient

P, = aoXp+G,1Xp_l+"'+ap,
Qy = boXT+b XU 40,

deux polynomes a coefficients dans un corps K, avec ag # 0. On fait la division euclidienne
Qp = P, F' + R, avec deg(R) = d < p. Montrer que

res(Py, Q) = agfdres(Pg, R).

Si ¢ est une constante dans K, que vaut res(P,,c)? Expliquer comment calculer le résultant en
utilisant 'algorithme d’Euclide (utiliser aussi ’exercice 1)

On voit bien que cette méthode des divisions successives pose des problemes de spécialisation quand
les coefficients dépendent de paramétres. Il y a cependant une notion de « polyndéme sous-résultant », liée a
I'utilisation de « pseudo-divisions » dans l’algorithme d’Euclide, qui permet de contourner cette difficulté
et qui est utilisée en pratique pour calculer les résultants (on lit dans la documentation de Maple que
« the subresultant algorithm is used for polynomials of low degree »). Nous n’entrerons pas dans cette
théorie des sous-résultants. Nous nous contentons dans ’exercice suivant de donner une propriété des
coefficients dominants des polynomes sous-résultants (ce sont les sri (P, Q)).

Exercice 4 On note srg(P, Q) le déterminant de la matrice carrée de taille p + ¢ — 2k extraite de la
matrice de Sylvester de P et ) en supprimant les k& dernieres lignes de coefficients de P, les k
dernieres lignes de coeflicients de @, et les 2k derniéres colonnes, ceci pour 0 < k < inf(p,q). On a
en particulier sro(P, Q) = res(P, Q). Montrer que sro(P,, Qp) = st1(FPa, Qp) = ... =s15(Py, @p) =0
si et seulement si le degré du plus grand commun diviseur de P, et Qp est > k, ou ag = by = 0.



On termine cette section par un aspect « géométrie différentielle » du résultant.

Exercice 5 On identifie ’ensemble des polynémes unitaires de degré n a coefficients dans R a ’espace R™
au moyen de la bijection X" +a, X" 1 +.. . 4qa, — (a1,...,a,). Moyennant cette identification, on
note p : R? x RY — RPT9 I’application qui aux polynémes unitaires A et B de degrés respectivement
p et g fait correspondre leur produit AB. Comparer le déterminant jacobien de p au point (A, B)
et le résultant res(A4, B). En déduire le résultat suivant : Si A et B sont premiers entre eux, il existe
des voisinages U de A dans RP, V de B dans RY et W de AB dans RP™ tels que p induise un
difféomorphisme de U x V sur W. En particulier, pour tout F' dans W il existe un unique couple
(G,H) dans U x V tel que F = GH.

2 Applications du résultant

On présente sous forme d’exercices quelques exemples d’application du résultant. Ce sont les vieux
ouvrages, notamment de classes préparatoires, qui sont les plus diserts sur ce sujet.

On peut voir dans ’exercice suivant comment le résultant peut étre utilisé pour ramener un systéme
de deux équations polynomiales en deux variables a des équations en une variable.

Exercice 6 Calculer le résultant resy (P, Q) des polynomes P = X2— XY +Y2—1let Q = 2X24+Y2-Y -2
par rapport a la variable Y. Utiliser le résultat pour trouver les points d’intersection des ellipses
d’équations P =0 et Q = 0.

Il faut se souvenir, quand on applique le résultant a la résolution de systemes polynomiaux comme
dans exercice ci-dessus, de lalternative ag = by = 0 dans la propriété 1) du théoréme 3. Par exemple,

resy (XY —1,XY) = X, mais la racine 0 du résultant ne se releve sirement pas en une solution (0,y)
du systeme XY — 1= XY =0.

Le résultant peut servir a former un polynéme dont les racines sont des expressions algébriques d’une

racine d’un polynéome P et d’une racine d’un polynome Q.

Exercice 7 Soient A et B deux polynomes de K[X], ou K est un corps. Fabriquer un polynéme dont
les racines sont les sommes d’une racine de A et d’une racine de B. (Quels sont les YV tels que le
systeme A(X) = B(Y — X) = 0 ait une solution ?)

Fabriquer un polynome & coefficients entiers qui a v/2 + /7 pour racine.

Le résultant peut aussi servir pour ce qu’on appelle la « transformation » des équations (voir [LeAr]).

Exercice 8 . Soient A et P des polynémes de K[X]. Fabriquer en utilisant le résultant un polynéme
dont les racines sont les P(«), pour « racine de A.

Le résultant peut servir a passer d'une paramétrisation rationnelle d’une courbe a son équation
algébrique (implicitation).

Exercice 9 Comment fabriquer I’équation de la courbe paramétrée par x = A(t)/B(t), y = F(t)/G(t),
olt A, B, F,G sont des polynémes? Exemple : z =2 +t+ 1,y = (t> = 1)/(t* + 1).

3 Expression du résultant en fonction des racines

On considere ici les racines a = (a1, ...,ap) et B = (B1,...,5q) des polynémes P et () respectivement
comme des indéterminées, afin d’obtenir I’expression du résultant en fonction des ces racines. Ceci veut
dire précisément que 'on considere les polynomes

P=uy(X —a1) (X —ap) Q=vo(X—=0) (X =5y,

éléments de Z[ug, vo, a, B][X]. On a alors res(P, Q) = ®(uo, vo, a, 3). Ce ® est un polynéme a coefficients
entiers que l'on va déterminer.

Lemme 4 Le polynome ®(uo,vo,a, 3) est divisible par o; — B; pour tout i compris entre 1 et p et tout
j compris entre 1 et q.



Démonstration : Pour fixer les idées, on prend i = 1 et j = 1. On fait la division euclidienne de ® par
ay — B, par rapport a 'indéterminée ;. On obtient

¢(UO7UO;Q,@> = (al - ﬁl)S(UO,’UO,g, g) + T(u07UO7 Qg, ..., apaﬁ)' T

On spécialise les indéterminées ug, v, a, B en choisissant ag, by, A, p dans C*tP+7 avec A\; = pp. Alors
P et @ se spécialisent en des polynoémes de C[X]| qui s’annulent tous les deux en A; = p1, et donc leur

résultant ®(ao, bo, A, 1) est nul. En reportant dans I’égalité f, on trouve T'(ag, bo, Az, ..., Ap, ) = 0, et ceci
quel que soit le choix de ag, b, Az, . .., Ap, gt dans C'*P79. Donc T est le polynéme nul et oy — 3y divise ®.
O

Théoréme 5 Awvec les notations ci-dessus, on a

res(P, Q) = ufop [T [[(ei = 8) = uf [ Q(ews) = (=1)»%f TT P(8)).
i=1

i=1j=1 j=1

Démonstration : Les a; — 35 sont premiers entre eux deux a deux et ils divisent tous ®. Par factorialité de
Zlug, vo, a, B, X], leur produit [[; ;(e; — ;) divise ®. On a ® = F'[], ;(a; — ;), et on cherche a identifier
F. On remarque que

Q =19 X? —voo1(B) X 4+ (=1)%wg0,(B),

ol les o sont les polynomes symétriques élémentaires. En particulier, chaque o; est homogene de degré j
en (. L’inspection du déterminant de la matrice de Sylvester qui calcule ® montre que la partie homogene
de plus haut degré en les 3 de ® est donnée par la diagonale, et vaut udvh(—1)P4(3; - - - 3,)P. Comme la
partie homogene de plus haut degré en les B de H” (i — B;) est (=1)P4(By - - By)?, on en déduit que
F = ulvl, ce qui donne le résultat annoncé. O

Exercice 10 Comparer le résultant de P(X + a) et Q(X + a) avec celui de P et Q.
Exercice 11 Montrer que res(P, Q1Q2) = res(P, Q1)res(P, Q2).

La démonstration donnée ci-dessus est celle de [La]. Dans [Ta], on commence en fait par montrer
directement le résultat de I'exercice 11 pour établir ’expression du résultant en fonction des racines. Le
procédé est intéressant (compléter les détails a titre d’exercice). On part d’un polyndéme P de degré p
a coefficients dans un corps K et on considere la K-algebre A = K[X]/P. Elle est de dimension p sur
K avec une base B formée des classes de 1, X, ..., XP~1. Soit @ un polynome de degré ¢ de K[X]. La
multiplication par la classe de () est un endomorphisme K-linéaire de A, noté ¢g. Les coordonnées dans
B de 1o(X"), pour i = 0,...,p — 1, sont les coefficients du reste R; de la division euclidienne de X'Q
par P. Par ailleurs, le déterminant de la matrice de Sylvester de P et () est inchangé si on remplace sa
p + q — i-eme ligne (celle des coefficients de X*Q) par la ligne des coefficients de R;. On en déduit que
res(P, Q) = ul det(yg). Comme Y, Vg, = 10, q,, il vient res(P, Q1Q2) = res(P, Q1)res(P, Q2).

En particulier, pour P unitaire, res(P, Q) est le déterminant de 1g. C’est le point de vue utilisé
dans [Bo] pour traiter le résultant et établir ses propriétés. Le déterminant de 1’endomorphisme de
multiplication par un élément f de A = K[X]|/P est appelé dans [Bo| la norme de f sur K et noté
Na/k(f) (st K =R et P=X?+1, on trouve le carré de la norme habituelle d’un nombre complexe).

Citons sous forme d’exercice une troisieme méthode pour établir I’expression du résultant en fonction
des racines ([Mi], [Sa]).

Exercice 12 Soient P et ) deux polynomes de degrés p et g respectivement, a coefficients dans un corps
algébriquement clos K. On a

P=ay(X —a1) (X —ap) Q=bo(X—=p51) - (X—8g),

ol ag, by, les a; et les 3; sont dans K. On pose

V(P,Q) = afth [ [J(ei —8) -

i=1j=1



Montrer : (i) ¥(Q, P) = (—1)P7¥(P,Q); (ii) Si le reste de la division euclidienne de @ par P est
le polynéme R de degré d, U(P,Q) = ag_d\I/(P, R); (iii) Si b est une constante, W(P,b) = bP.

En comparant comment se calculent ¥ et le résultant en utilisant ’algorithme d’Euclide (voir
Iexercice 3), déduire res(P, Q) = U (P, Q).

Il est & noter que, dans certains ouvrages, le résultant est défini a partir de son expression en fonction
des racines.

L’expression du résultant en fonctions des racines o et 3 montre que le résultant est homogene de
degré pq en (a, 3). Ceci peut se reformuler de la maniere suivante. Si P = ugX? +u; XP~1 + -+ +u,, on
attribue & chaque coefficient u; le poids i (c’est le degré de u; comme polynéme symétrique homogene en
les racines). On fait de méme pour Q = voX9 + - - + v,. On attribue naturellement & chaque monéme
IL w1 ; v;” le poids . im; + ) 5 ing. Alors, tous les monomes qui apparaissent dans le résultant
res(P, Q) € Z[u,v] sont de poids pg. On dit que res(P, Q) est isobare de poids pq en les (u,v). L’exercice
suivant fournit une application de ceci. Cette application est la clé de démonstrations «a ’ancienne »
du fameux théoréeme de Bezout qui dit que deux courbes algébriques de degré p et ¢ sans composante
commune se coupent en pq points (comptés avec multiplicité) dans le plan projectif complexe (on peut
voir & ce sujet [Ma], chapitre 11, section 8).

Exercice 13 Soient P et ) deux polynémes homogenes en les variables (X,Y, Z), de degrés p et ¢
respectivement. Montrer que resx (P, Q) est un polynéme homogene de degré pqg en (Y, Z).

Il y a un autre résultat d’homogénéité du résultant (ne pas confondre), moins intéressant, qui ne fait
pas intervenir de poids et qui se montre directement a partir de la définition.

Exercice 14 Montrer que le résultant res(P, @) est un polynéme homogene de degré ¢ en les coefficients
u de P, et homogeéne de degré p en les coefficients v de Q.

4 Discriminant

Soit P = XP+a; XP~!+---4a, un polyndéme unitaire a coefficients dans un corps K. Soient aq, ..., ap
les p racines de P (comptées avec multiplicité) dans un corps algébriquement clos K contenant K. Le
discriminant de P, noté dis(P), est

dis(P) =[] (i —ay)*

1<i<j<p
Autrement dit, le discriminant de P est le produit des carrés des différences entre ses racines.

Exercice 15 Calculer le discriminant de X3 + pX + q.

Exercice 16 Soit P un polynéme unitaire & coefficients réels, de degré p. Montrer que si dis(P) > 0,
alors le nombre de racines réelles de P est congru & p modulo 4, et que si dis(P) < 0, alors le
nombre de racines réelles de P est congru & p — 2 modulo 4. Si P = X3 4 pX + ¢, discuter son
nombre de racines réelles.

Théoréme 6 Il existe un unique polynéme a coefficient entiers Dp(uq, . .., up) tel que pour tout polynéme
unitaire P = XP + a1 XP~' + .- + q, de degré p a coefficients dans un corps K on ait dis(P) =
D,(a1,...,ap)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Les polynémes P et P’ ont un facteur commun non constant.

2. Le polynéme P a une racine multiple dans un corps algébriquement clos K contenant K.
3. dis(P) = 0.

, o S e T2 qul es 5 3 ‘onts entiers 5
Démonstration : On considere H1§i<j§p(7} T;)? qui est un polynéme & coefficients entiers en les

indéterminées 77, ...,T,. C’est un polynome symétrique en les 7;. Donc il s’écrit, et de maniere unique,
comme polynéme II(o1,...,0,) & coefficients entiers en les polynémes symétriques élémentaires des T;.
On pose alors Dy (uq, ..., up) = II(—uy,ug, ..., (—1)Pu,). On a bien, pour tout corps K et tout polynéme



unitaire P = X? + a1 XP~! + .-+ + a, de degré p dans K[X], dis(P) = D,(a,...,a,). Noter que le
discriminant de P appartient bien & K, et ne dépend pas du choix de I'extension algébriquement close K.
Montrons maintenant I’équivalence annoncée. L’équivalence des deux premieres propriétés a été vue a

la proposition 1. L’équivalence des deux derniéres est claire avec la définition donnée pour le discriminant.
O

Exercice 17 On note M,(C) l'espace des matrices carrées p x p & coefficients dans C. Montrer que le
sous-ensemble des matrices qui ont toutes leurs valeurs propres distinctes est ouvert dans M, (C).
Est-ce qu’il en est de méme pour les matrices diagonalisables ?

On n’est pas, pour définir le discriminant, parti d’'un polynome unitaire X? + u3 X! + ... 4+ u, &

coefficients uy, . .., u, indéterminés. La premiere partie du théoréme 6 permet de le faire, en disant que le
discriminant d’un tel polynéme est Dy(ug,...,up), élément de Z[ug, ..., u,]. On peut ensuite spécialiser
Uly .- -, Up-

Exercice 18 ([LeAr]) On connait le déterminant de Vandermonde

1 1 . 1
(65) (6% e ap
Vie,...,ap) = o aj e
of ! 0/2"71 aP~ 1
Montrer que, si aq, ..., q, sont les racines de P, on a dis(P) = V(ay, ..., ;)% En déduire que
1Z0) %1 V2. e Vp—1
141 12} - . Vp
dis(P) =| o ,
Vp—1 Vp—2 ... ... Vop_ 2
ou les v sont les sommes de Newton des racines «; définies par vy = p et v, = le af pour

k> 0.

Les équivalences du théoreme 6 et celles du théoreme 3 montrent que le discriminant du polynoéme unitaire
P est nul si et seulement si le résultant de P et de P’ est nul. On a en fait :

Proposition 7 Soit P un polynome unitaire de degré p en X. Alors
dis(P) = (—1)PP=1/2res(P, P).

Démonstration : L’expression du résultant en fonction des racines nous donne

res(P,P') = [[P'(ai)=[[]](ei =) = (=0?@="72 [ (i —ay)?

i=1 i=1j£i 1<i<j<p

= (=1)PP=D/2dig(P).
O

Il y a ce signe embétant qui distingue le discriminant (dans sa définition traditionnelle) et le résultant
de P et P’. Ceci peut conduire & une erreur de signe comme dans la premiere édition de [La]. D’autres
ouvrages (comme [Ta]) choisissent de définir le discriminant comme le résultant de P et P’.

Nous n’avons pour le moment défini le discriminant que dans le cas d’'un polyndéme unitaire. Soit
P = uwyX? + -+ + u, un polynéme a coefficients indéterminés, que I’'on ne suppose plus unitaire. On
se rameéne & un polyndéme unitaire (& coefficients dans le corps de fractions de Z[u]) en divisant par
ug, et le discriminant de ce polynéme unitaire est dis(P/ug) = (—1)P®P~1/2res(P/ug, P’ Jug) d’apres la



proposition 7. Par ailleurs, on a res(P, P’) = ugp_lres(P/uo, P’ /ugp) et, vu que ug est en facteur dans la

premiére colonne de la matrice de Sylvester de P et P’, res(P, P') est divisible par ug dans Z[u]. Donc

2p—2 NI . . . .
ug’ ™ “res(P/ug, P'/up) est un polynome & coefficients entiers en u, . .., u,. Ceci conduit & poser
. 2p—2 2
dis(P) = ug H (o — ),
1<i<j<p

et on a :
Proposition 8 Le discriminant dis(P) est un polyndme & coefficients entiers en les coefficients ug, .. ., up
de P, et

ug dis(P) = (=1)PP~1/2peg(P, P).

Ici aussi, certains auteurs s’écartent de la tradition. Dans [Ta] par exemple, le discriminant est dans
tous les cas le résultant de P et P’, mais alors la formule de la proposition 5.9 loc.cit. (conforme a la
tradition au signe pres) est fausse (lire af,p_l au lieu de a%p_Q). On peut noter que le discriminant de
Maple est bien le discriminant traditionnel, tel qu’il a été défini ici.

Exercice 19 Calculer le discriminant de P = aX? + bX + c¢. Comparer avec res(P, P').

Exercice 20 Soient P; et P, deux polynoémes unitaires. Exprimer dis(P;Ps) en fonction de dis(Py),
dis(Pz) et res(Py, Py)

L’exercice suivant offre une justification plus sérieuse que la tradition du choix fait dans la définition
du discriminant. Notons K[X], l'espace des polynémes & coefficients dans K de degré < p. Soit
dis, : K[X], — K la fonction polynomiale en les coefficients wo,...,u, qui donne le discriminant
d’un polynéme (Proposition 8); on l'applique méme quand un certain nombre des coefficients de téte
s’annulent. On considére aussi 'action (& droite) du groupe spécial linéaire SL(2, K) sur K[X], définie
par :

P(X)- (‘c’ Z) — (X +dPP (:}fidb)

Exercice 21 Montrer que dis, est un invariant pour Paction de SL(2, K) : pour tout P € K[X], et
tout g € SL(2, K), dis, (P - g) = disp(P). (On peut choisir des générateurs simples de SL(2, K), et
supposer pour commencer que P est effectivement de degré p et & terme constant non nul.)

5 Une démonstration du théoreme des zéros utilisant le résultant

Cette section s’inspire des toutes premieres pages du volume 2 de Modern Algebra de van der Waerden.
On y voit comment le résultant peut étre utilisé pour éliminer une variable dans un systéme de plus de
deux équations. La démonstration du théoreme des zéros de Hilbert donnée ci-dessous est terriblement
vieux jeu. Elle présente 'avantage d’étre effective, en ce sens qu’on peut en extraire un algorithme pour
calculer les polynémes hq, ..., h,, de ’énoncé (comparer avec les exercices 5.20 et 5.21 dans le recueil de
S. Francinou et H. Gianella).

Lemme 9 Soit K un corps infini, P € K[Xy,...,X,] un polynome non nul de degré d. Il existe
(a1,...,an_1) dans K"1 tel que le polynéme

P(X1 + aan, “ e aXn—l + an_an,Xn)

soit de la forme cX% + Q, ou ¢ est un élément non nul de K et Q un polynome de degré < d par rapport
a X,

Démonstration : Soit II la partie homogene de degré d de P. On a
P(Xi+ a1 X, ., Xno1 + ap1 Xn, Xp) = Wlan, a1, DX +Q
ol ) est un polyndéme de degré < d par rapport a X,,. Puisque le polynéme II(T3,...,T,_1,1) n’est

pas nul et que K est infini, on peut choisir (ay,...,a,_1) dans K"~ pour que I(ay,...,a,_1,1) # 0.
O



Théoréme 10 (Théoréme des zéros de Hilbert) Soit K un corps algébriquement clos, et soient
fis--o, fm des polynomes de K[X1,...,X,] sans zéro commun dans K™. Alors il existe des polynomes
hiyeooshm de K[Xq, ..., X,] tels que 1 = fihy + -+ finho,.

Démonstration : On proceéde par récurrence sur n. Pour n = 1, 'idéal engendré par fi,..., f;, dans
K[X4] est principal, et engendré par g. Si g n’est pas constant, il a un zéro dans K puisque K est
algébriquement clos, et ce zéro est commun a tous les f;.

Supposons maintenant n > 1, et le théoréme vrai pour n — 1. On peut supposer qu’aucun des f; n’est
nul. Puisque K est infini, on peut supposer que le polynéme f; est unitaire en X,, quitte a faire un
changement linéaire de variables (Lemme 9). Introduisons une nouvelle indéterminée U, et posons

9U, X1, . Xn) = fo+ Ufs+ -+ U™ 2 frn.

On calcule le résultant de f; et de g par rapport & X,,. Ce résultant appartient & K[U, X1,..., X, _1], et
on ’écrit
resxy (f1,9) = Di(X1, -, Xn_1)U* + - 4+ Do(X1,. .., Xn1).
Ce résultant est dans l'idéal engendré par fi; et g (proposition 2), et on a des polynémes A et © de
KU, X1,...,X,] tels que
resxy (f1,9) = Afi + Og.

En identifiant les coefficients dans cette égalité entre deux polynomes en U, on voit que les Dy, ..., Dy
sont dans l'idéal engendré par f1,..., fim-
Supposons alors que Do, . .., Dy, ont un zéro commun 2’ dans K™~ 1. Pour tout a appartenant & K, on a

resxy (f1,9)(a,2’) = 0. Comme f; est unitaire en X,,, son coefficient dominant en X,, ne s’annule jamais,
et donc (théoréme 3) 'annulation du résultant entraine que pour tout a € K les polynémes fi(z’, X,,) et
g(a,z’, X,,) ont une racine commune dans K. Comme fi(z’, X,,) a un nombre fini de racines dans K, il
y en a une, disons «, qui est racine de g(a,z’, X,,) pour une infinité de a € K. Puisque g(U,2’,a) a une

infinité de racines en U, il est nul, et donc on a fo(2',a) = ... = f(2/, ) = 0. Ainsi (2, &) est un zéro
commun a fi,..., fm, ce qui est contraire a ’hypothese.

On sait donc que Dy, ..., Dy n’ont aucun zéro commun dans K"~ !. Par I’hypothese de récurrence, 1
appartient a 'idéal engendré par Dy, ..., Dy dans K[X1,...,X,,_1]. Comme on a vu que les Dy,..., Dy
sont dans l'idéal engendré par fi,..., f;, dans K[Xq,...,X,], on en conclut que 1 appartient aussi
a cet idéal, ce qui veut dire qu’il existe des polynémes hq,..., h, de K[Xi,...,X,] tels que 1 =
flh1++fmhm O
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Les solutions des exercices calculatoires (traités avec Maple) peuvent étre vues a 'adresse

http://www.maths.univ-rennesl.fr/"coste/exos/exoselim.html

Toutes les remarques sont les bienvenues pour la prochaine version !

10



