UE7 — MA5 : Analyse

SERIES ENTIERES

Une série entiére est une série de fonctions Z f,, dont le terme général est de la forme :
n=0
f,(x) =a x" (fy(x) =a,)

ou les a, sont des scalaires réels ou complexes et ou la variable x est, suivant les cas, réelle ou

complexe.

La série est aussi notée Z anx” et a, est appelé n—ixme coefficient de la série entiere.

n=>0

Trois problémes principaux se posent pour ces séries :

1) Etudier le domaine de convergence d'une série entiére.
2) Etudier les propriétés de la fonction somme d'une série entiére.
3) Est-il possible d'obtenir les fonctions "usuelles" comme sommes de séries entiéres ?

I. Etude de la convergence
Dans ce paragraphe, la variable x sera complexe.

Lemme (Abel)

Etant donnée une série entieére Z anx” , s'll existe un r strictement positif tel que la suite

n=>0

(|a, | r™) soit bornée, alors pour tout x € C tel que |x[ <r la série entiére est absolument

convergente.

Définition

Soit 2 anx” une série entiére.

n>0

L'ensemble des réels r positifs ou nuls tel que la suite(|a, | r™*) soit bornée est non vide car il

contient au moins r = 0 . Il admet donc une borne supérieure R, appelée rayon de conver-

gence , qui est un nombre réel positif ou nul quand cet ensemble est majoré et + co quand cet

ensemble n'est pas majoré.

Théoréme
Avec la définition précédente :

1) Pour tout x € C tel que |x| <R, la série 2 anx” converge absolument.

2) Pour tout x € C tel que [x| >R, le terme général a x" ne tend pas vers 0 et la série

est grossiérement divergente.




A lextérieur du disque, la série diverge grossiérement

Sur le cercle, il peut se
passer n'importe quoi

A Tl'intérieur du disque, la série converge absolument

Remarque
Si R =0, le théoréme se réduit au 2).
Si R =+ o0, le théoréme se réduit au 1) : la série converge absolument pour tout x .

Remarque
Le théoréme n'envisage pas le cas |x| = R car des situations tres différentes peuvent arriver

dans ce cas, comme le montrent les exemples suivants :
n

X
Z n_2 R =1 et la série converge pour tout x tel que |x| =1
n>1

2 K R =1 et la série diverge pour tout x tel que |x| =1
nzo

Le théoréme précédent donne les propriétés suivantes :

(1) Si la série converge en un xge€ C alors R > | x|
(2)  Sila série diverge en un xy€ C alors R < |xg|
(3) S'ilexiste p>0 tel que la série converge pour tout x tel que |x| < p, et diverge pour

tout x tel que |x| >p alors R=p.

n
x
Par exemple 2 7 aunrayon égal a 1 puisqu'elle converge pour x = —1 et diverge pour

x=1.

Détermination du rayon de convergence
Elle peut souvent se faire a partir des regles de d'Alembert ou de Cauchy vues pour les séries

numeériques.



Proposition
Soit 2 anxn une série entiére telle que a, # 0 pour tous les n a partir d'un certain n, et
n>0

a
+1 . .. ..

telle que | Z— | ait une limite ¢ finie ou + co .
n

1
Alors le rayon de convergence de la série est R = 7 »avec les conventions R =+ o0 si (=0

et R=0s1l=+c.

Exemple
n-3 _ 1
1) D) 3" x™ a pour rayon de convergence 7 .
n“+1 3
n>0
n
x . . .
2) z ; a un rayon de convergence infini.
n>0
3) 2 n!x™ a un rayon de convergence nul.
n>0
Remarque

La méthode précédente peut étre adaptée a des séries ayant une infinité de a, nuls.

on | %on+2

Par exemple pour 2 ag, x°" avec a, #0 et lim | =0 (¢ fini ou + cc) on

n—oo 2n
n>0

1
obtient R = 7 (toujours avec les conventions adoptées si ¢ est nul ou infini) .
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Proposition

. ;. [N n . .. ..
Soit Z a,x" une série entiere telle que ’\/ la,| ait une limite ¢ finie ou + oo .

n>0

Alors le rayon de convergence de la série est R =
7 (avec les mémes conventions que précé-demment) .
Exemples
1) z ( - ) x" a pour rayon de convergence o

n>1
2) Z 2 1 x" aun rayon de convergence infini.

n-+



Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

a)

b)

c)

d)

e)

g

h)

1 n" (=1)" chn
—_— n —_— n n n
AR 2b A z
-1 shn
1/n n n n n
n'*-1) z* ; arcos A z
S S arcos = 5 S
(—2)" 2
Z - =7 2,3n+1 : z a Z2n+1 : z P : 2 n! 2"
n+1
p premier
2 a_ 2" lorsque a, = < a =0, a = 33p+2
n a 3p~ 93p  T3p+lT T > T3p+27
1) -»*
Z ch — 2, aeR
n

D u,2" ; (u,) estdéfinie par g, = a?P 1= p2Ptl >0 et >0

2
—D*\n
Z(1+( ) ) 2"

’ u2p+

n

2 a, 2" ou a, est la n—iéme décimale du nombre 7 .

Soit k£ un réel .

Montrer que les séries z anzn et 2 nkanzn ont méme rayon de convergence.

a

. , . n
Montrer que si le rayon de convergence de z anzn n'est pas nul, la série z — 2"
n!

converge pour tout z .

Exercice 2

Soient R et R’ les rayons de convergence respectifs de z a,?" et z b,2".

a

On suppose que la suite [—n] converge vers ¢ . Comparer R etR’.

b

n



Exercice 3
Soit (a;) une suite complexe. Montrer 1'équivalence des deux propriétés :

K
(1) Tlexiste K>0 tel que n‘\’ la,| < — pour tout n .

(2)  Lerayon de convergence de z n! anx” est strictement positif.

n>0

Exercice 4
Soit (a,) une suite de réels strictements positifs.

(o/¢]
On suppose que le rayon de convergence de 2 anx” (x € R) n'est pas nul et on pose f(x) = 2

0

a,x" pour x € |- R, + R[ . Montrer que si R est fini et 2 a, R" diverge, alors lim f =+c.
x—>R~

Si (bn) est une suite équivalente a (an) , montrer que z bnx” a méme rayon de convergence R et

(o.¢]
que les fonctions f et g définie par g(x) = z bnx” sont équivalentes au voisinage de R (méme si R

0
est infini).

II. Propriétés de la somme d'une série entiére

Théoréme

Soit Z anxn une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors pour r tel que 0<r<R

, la série converge normalement sur le disque fermé D, ={xeC | |x| <r}.

Ce théoréme et celui vu sur la continuité des séries de fonctions fournit alors :

Théoréme de continuité

Soit z anxn une série entiére de rayon de convergence R > 0 . Alors la fonction somme de

cette série entiére est définie et continue pour x réel dans l'intervalle ]- R , R[ .




Pour 1'étude de la dérivabilité de la somme d'une série entiére, le point essentiel est le

suivant :

Théoréme

Soit z anxn une série entiere de rayon de convergence R >0 .

Alors la série des dérivées Z (n+1) a, ‘1 x" ale méme rayon de convergence R .

Ce théoreme et celuil vu sur la dérivabilité des séries de fonctions fournit alors :

Théoréme de dérivabilité

Soit z anxn une série entiere de rayon de convergence R >0 .

00)
Alors la fonction somme de cette série entiere, f(x) = Z anx” est dérivable sur ]- R, R[

n=0

[00]
etona:Vxel-R,R[ , f'(x)= 2 (n+1) an+1xn'

n=0
Exemple 1
x 1
La formule z = : valable pour |x| < 1 fournit par application du théoréme de
n=0
dérivation :
o0]
Z (n+1) xn:m pour xe 1-1,1[
n=0
X 2
puis 4 nouveau Z (n+2)(n+1) x"= W
—x
n=0
Exemple 2
00 (_1)n+1
La fonction définie sur ]-1 , 1[ par f(x) = 2 T x™ fournit par dérivation sur
n=1
o0
1-1,1[ : f'(x) = Z (=1) " x™ donc f '(x) = = et par suite f(x) =0n(1 + x) en
n=0

tenant compte de f(0)=0.



Par récurrence, le théoreme précédent conduit a :

Théoréme

Soit Z anx” une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout entier £ > 0, la

série des dérivées k—ixmes z(n +Rn+k-1) ...(n + 1) @ x" a le méme rayon de

0
convergence R. De plus, la fonction f(x) = 2 anx” est indéfiniment dérivable sur |- R , R[

n=0
0
et pour tout xe |-R,R[ ettout >0 ,0n a :f(k)(x) =2 (n+kR)(n+k-1) ...(n +1)
n=0

n
QppX -

Corollaire 1
Si f définie sur |- R, R[ avec R > 0 peut s'écrire comme somme d'une série entiére
f(n)(o)

[00]
f(x) = 2 anx” alors f est C* sur - R, R[ et, pour tout neIN, a, ="

n=0

Corollaire 2

S1 pour tout x € |- R, R[ avec R >0 deux séries entiéres z anxn et z bnx” sont

0 0
convergentes et si elles vérifient 2 a,x" = 2 b x" ,alorsona a,=b, pourtoutn.

Exercice 5

Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres Z nz" ; 2 n2z" : Z n3z"

2
- n“+1 . 2n+1 1 n )
Z(2n+1)z ; z PR 2 2 x" et 2—(11— D (nt2) x" (x réel).
o0 1 too "
En déduire 1 . )
n déduire la somme des séries 2 n-1) (n+2) et 2 -1 (n+2 ;
n=2 n=2
+00 n +00 3P oo ,4p-1
—_— n 4 . —_—
Y Gnein ¥ réed 5 X et X T
n=0 p=0 p=1



Exercice 6

Soit (a,) une suite de réels, décroissante, de limite 0 .

z
Montrer que z(— 1" anxn converge uniformément sur [0, 1] . En déduire Z .
1
Exercice 7
Soit 2 a, une série de nombres complexes absolument convergente.
Montrer que 2 anzn converge uniformément sur D ={z/|z| <1}.
. 1
Soit f(x) = x arctan x — 5 on (1+ x2) .
0
Calculer une série z bn absolument convergente telle que f(x) = 2 bnx” pour tout xe [-1 , 1]
0
Exercice 8
Exprimer comme somme de séries numériques les intégrales :
1 1
arctan x ’n(1+4+x)
f — dx et f — dx
x
0 0
Exercice 9
2n+1
Soit (k,0) e R2. On pose u_(k,0) = B2l cos(2n+1) 60 et v (k,0) = sin(2n+1) 6.
n n 2n+1
[o.¢] [o.¢]
Calculer la somme des séries 2 u, et Z v, -
0 0
L X sin(2n+1)6
En déduire, pour 6 ]0,z[ la valeur de z T

0

III. Sommes et produits de séries entiéres
Théoréme
Soient z anxn une série entiere de rayon de convergence R’ et Z bnx” une série entiére
de rayon de convergence R".
Alors la série entiére 2 (a, + bn) x™ a un rayon de convergence R>Min(R',R") .
(o/¢] [o.¢] 0
De plus, pour |x| <Min(R',R") ,on a 2 (@, + b,) x = Z anxn + 2 bnx” .

n=0 n=0 n=0
Enfinsi R'#R", alors R=Min(R',R").




Théoréme
Soient z anxn une série entiere de rayon de convergence R’ et Z bnx” une série entiere

de rayon de convergence R".

n
Pour tout entier ne€IN onpose: ¢, =a,b, + a; b, |+ -+ a, b= 2 a,b, ;-
k=0

Alors la série 2 cnx” a un rayon de convergence R>Min(R',R") .

0e) [00] [00]
De plus, pour tout |x| <Min(R',R") ,on a z c, X" = z a,x" z b x"
n=0 n=0 n=0

Ce théoréeme se démontre a partir du résultat suivant sur les séries numériques :

Théoréme

Soient Z u, et z v, deux séries numériques absolument convergentes.

n
Pour tout neIN onpose: w, =uyv, + u v, |+ -+ u vy= 2 Upv, 4 -

k=0
o¢] o0] o¢]
Alors la série z w, est absolument convergente et 2 w, = Z u, 2 v,
n=0 n=0 n=0
Exemple
0 1 0 0 0
Avpartirde Y, "= 1 . Pow |x| <1, onobtient | > «" 'l = Y (n+ D
n=0 n=0 n=0 n=0

déja obtenu par dérivation.

x" pour |x| <1, soit i (n+ 1) xn:;
’ (1-x)2

n=0

Exercice 10
Soit (u,) la suite de réels définie par u,=0 , u; =1 etlarelation u, =u, ,+u, ,pour n>2.

1) Montrer que, pour n>1,0na: 0<u, < o1,

En déduire que le rayon de convergence R de Z unzn est strictement positif.

[o.¢]
2) On pose, pour |z| <R: f(2) =), u,2".
0

Montrer que (1 —2z— 22) f(z) =z . En déduire que R est fini.

3) Calculer u, en fonction des racines du polynéme 1 —z — 22. En déduire R .



Exercice 11

On appelle dérangement d'ordre n toute permutation de [1, n] qui n'a aucun point fixe.
On note D,, le nombre de dérangements d'ordre n et on pose Dy=1.

n

X
Montrer que la série 2 D, —7 converge pour |x| <1.
n!

n>0
0 s
Calculer, en utilisant un produit de Cauchy, le produit e* . 2 D, F
n=0
P . 1 1 (=)™
En déduire, avec un autre produit de Cauchy D,, = n! 5 — 5 +-ee 4+ pour n>2.

IV. Développement en séries entiéres des fonctions usuelles

Définition 1
1) Soient p>0 et f une fonction de |- p, pl dans IR ou C .
On dit que f est développable en série entiére sur ]— p, pl s'il existe une série entiérez
o0]
anxn convergente sur ]— p, p[ telle que f(x) = Z anxn pour tout xel-p,pl .
n=0
2) On dit que f, définie sur un intervalle ouvert contenant 0 est développable en série
entiére en 0 (ou au voisinage de 0) s'il existe p >0 tel que f soit développable en série
entiére sur |- p, pl .
Exemple 1
X 1
On a vu que xt= 1 » pour x € ]-1 , 1[ donc 1 x est développable en série
n=0

o0

entieére sur ]-1, 1[ et son développement est z X

n=0

Exemple 2
On a obtenu a l'exemple 2 de la page 6 :

[00] xn
ln(l+x)= z (-1 7 pour xe |-1,1[
n=1

donc ¢n(1 + x) est développable en série entiére sur -1, 1[ .

10



Exemple 3

o0
z (=1) ™ x2™ obtenu grace a I'exemple 1, on obtient :

A partir de (Arctg x)' = 5 =
l1+x

n=0

x2n+1

2n+1

o0
Arctgx = z (=)™
n=0

pour xe ]-1,1[

montrant que Arctg x est développable en série entiere sur 1-1, 1[ .

Exemple des fractions rationnelles

D'une fagon générale, toute fraction rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas en 0
est développable en série entiére en 0 et ce développement s'obtient en décomposant la

fraction en éléments simples puis en développant en série entiére chaque fraction simple.

x2—6x+5 . .
Par exemple pour f(x) = 3 on obtient pour décomposition en éléments
(x—=2)°(2x—-1)
1
ol _ B
simples f(x) ox_1 (x_2)2
O it L i 2" x" |x| <1/2 et le dével t d L
—_— _ _ < I
n a ensuite - x"* pour |x et le développement de (x_2)2
n=0
] T, ) 1 1 1 X %
s'obtient par dérivation a partir de 9 = N = — 5 2 2—n valable pour |x| <2
2(5*—1) n=0

(terminer les calculs). Comme les rayons de convergence des deux développements sont
différents, on obtient ainsi un développement en série entiere de f en 0 sur l'intervalle ]—
1/2 , 1/2[ (d'apres le paragraphe III).

Le théoréme de dérivation vu au paragraphe II donne des conditions nécessaires pour que f
soit développable en série entiere.

Proposition
Si f est développable en série entiére sur 1—p , p[ (p >0) alors f est C* sur 1—p, pl et le

développement est unique car les coefficients de ce développement sont :

~ f{n)(o)

a
n n!

f(n)(o)

La série Z '
n!

n>0

qui puisse réaliser le développement de f .

x" est appelée série de Taylor de £ en 0 et est la seule série entiére

11



Attention : ces conditions ne sont pas suffisantes comme le montre le

Contre-exemple

2
Vx® o x#0 et f(0) =0 estindéfiniment dérivable

On vérifie que f définie par f(x) =e~
sur R avec en particulier f(”)(O) = 0 pour tout n . La série de Taylor de f est donc la série

nulle dont la somme n'est pas égale a f(x) en dehorsde x=0.

La proposition précédente montre que la formule de Taylor avec reste intégral doit
permettre de déterminer des développements en série entiere.

Rappel
Si fest C* sur 1—p, pl on a, pour tout neIN :
RN L (x—t)"
f@= ¥ T P e £ @ de
k=0 0
X (x

-
donc en posant R, (x) = [ - FrU@) de

0

Théoréme
Sifest C®sur l-p,pl (p>0), fest développable en série entiére sur ]—p , p[ si et seule-

ment si lim Ru(x)=0 pourtout xel-p,pl.
n— 00

Corollaire

Si fest C®sur 1—p, p[ (p>0) et s'il existe une constante M >0 telle que
Vn , Vxel-p,pl , |f<n)(x)‘ <M

alors f est développable en série entiere sur 1—p, p[ .

Remarque : Ce corollaire donne une condition suffisante mais pas nécessaire.

Application de ce corollaire
1) La fonction e® a toutes ses dérivées égales a e bornées par e’ =M sur ]—p, pl donc
pour tout p>0 ona:

0 n 0 n
X x_ { b : . X x_
Vxel-p,pl , e =Z iy , Cest-a-dire: VxelR , |e =Z Y
n=0 n=0
. . ’ . ’ . n . ’
2) La fonction sin x a pour dérivée d'ordre n : sin | x+ n o5 | majorée, en valeur absolue,

par M =1.0On a donc f développable en série entiere sur tout intervalle ]— p, p[ donc

12



f3)
smn2

T
sur Ravec VxelR , sinx = 2 —— x" et comme sin (n—

oy 9 J est nul pour

n=0
n=2p etvaut (—1)” pour n=2p+ 1, on obtient :

VxeR ‘ i (VP opi
X € , | sinx = — X
(2p+1)!
p=0
3) En procédant de facon analogue pour cos x on obtient :
X (-1?
VxelR , | cosx = x2P
2 (2p)!
Remarque
: . : . e+e”
A partir du développement de e* , on obtient aisément ceux de ch x = Y et de
eX—e ¥
shx= 5 par sommation de deux séries entiéres, soit :
0 x2P
VxeR , | chx=
)2 (2p)!
p=0
00 x2p+1
VxelR , | shx=
)2 (2p+1)!
p=0

Un dernier développement en série entiére important est celui de la fonction
fox) =1+ x)%sur1-1,1[ avec aeR.Si aeIN, f, est un polyndme qu'il suffit
d'écrire suivant les puissances croissantes en utilisant la formule du binéme. Si o
n'est pas entier, le développement peut étre justifié soit en appliquant la formule de
Taylor et montrant que son reste tend vers 0, ce qui est assez délicat, soit en
appliquant la méthode dite "de 1'équation différentielle". Cette derniére consiste a
remarquer que :

(1+x) fo(x) =afu(x)

a considérer 1'équation différentielle :

(1) A+x)y'=ay

eta:

a) démontrer que f,, est la seule solution de (1) sur |-1, 1[ telle que y(0) =1

b) trouver une unique série entiere convergente sur |-1,1[ telle que

13



(o.¢]
y(x) = 2 a,x" avec y(0) =1 et vérifiant (1).
n=0

ala=1).-- (x—=n+1)

On obtient alors a, = Y et
X ala—1).- (a—n+1)
Viel-1,1[ , | (Q+a)* =1+ ), — X"
n=1 .
Exemples
1 1
1 Ret des résultats déja obt PE—
) etrouver des résultats déja obtenus pour 77 ou (102
1 .
2) Pour a=- 5 on peut obtenir :
1 x 1.3.5... 2n-1)
Vxel-1,1[ , =1+ (=)™ £
“,1+x - 2.4.6---2n
1
et en déduire, puisque (Aresin x)' = :
1—x2
y - Aresi i 1.3.5... (2p—1) x2Pt1
xel-1,1[ , Arcsinx=x+ 24,62 opt 1
p=1
Exercice 12
Développer en série entiére les fonctions f1)= 5—F—— Sfo(x) = arcsin x
x“—3x+2

X

f4(x) =f e_tzdt

fs(x) =e% cos x

0
ln(1+x)
f5(x) = 1+x
Calculer les sommes des séries :

M n _n n n 2n \ - l
DI 2 iy ¢V 2 (DTS, ou S, =2y,
n>0 n>0 n>1 k=1
Exercice 13

1

Développer en série entiere la fonction f:x — 2tz
Mont tout entier naturel }id li 7

ontrer que, pour tout entier naturel p : 21 x x=3 T (ntpr D)

0 n=0
En déduire 1 dl"i 7
é e la so e de la série E—
n uir somm séri 2 (n 1 d)

n=0

14



Exercice 14

1
Développer f(x) = 5 tn (1—2xcha+x2).

Exercice 15

, ) 2(1-x)
Développer f(x) =arctan x , puis g(x) = arctan 1+ 4x
Exercice 16
Développer de deux fagons différentes f(x) = f 5. .

1—xcos“t
0
/2
En déduire la valeur de a, = [ cos®™ ¢ dt.
0
Exercice 17 (Janvier 1999)
. o =D" 2
1) On considére la série entiére z (2n +1) X"

2" n!
n>0

Déterminer son rayon de convergence et calculer sa somme.
2) En déduire toutes les fonctions f définies sur IR, développables en série entiere en 0, telles

que

F0)=0 et £"X)+ Xf'(X)+3f(X)=0

Exercice 18

2 2

_x X v
On pose f(x)=e 2 f e2 dt.
0

Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire du premier ordre et en déduire le
développement en série entiéere de f.

Exercice 19

Soit f(x) = (x+\/1+x2 2

Montrer que f est solution d'une équation différentielle du second ordre.
En déduire le développement en série entiere de f .

Exercice 20

2n+1
x
b Montrer que la série entiére 2 D" ontl converge uniformément sur [0, 1].
n>0
m 1 ™1 Jun
2) On pose u,, = n —1+§ +...+m _

En utilisant la série entiere de la question 1 et en encadrant u,, , déterminer la limite de u,,

quand n tend vers 'infini.

15



Exercice 21

0
On pose f(x) = 2 sin(a"x) ou ae]0,1[.
n=0
1) Montrer que f est définie et indéfiniment dérivable sur IR.

(=1)?
2)  Montrer que £2P(0) =0 et £2Pt(0) = 1 pour tout peIN .

_g2p+1

1
3) Montrer que pour tout entier p>1 et tout x€R ona | f(p)(x) | < 1 o

4) Prouver que f est développable en série entiére en 0 et écrire ce développement.

Exercice 22
/2

Développer en série entiére la fonction f(x) = f log(1+ x sin? ¢) dt , xel]-1,1[ et étudier
0

la convergence de la série au voisinage de 1.

V. Une application des séries entiéres : I'exponentielle complexe

xn

(o.¢]
Nous avons obtenu le développement en série entiére de e* pour tout x réel par e* = Z '

S

n=0
n
La série a un rayon de convergence infini donc la série 2 — converge absolument pour
n!

n>0

tout z complexe et on définit pour tout z e C la fonction exponentielle complexe par :

| [\

n
|

0
exp(z) = 2 -
n=0

ce qui réalise un prolongement de la fonction exponentielle de IR a C.

Cette nouvelle fonction conserve la propriété fondamentale :

Théoréme
Pour tous nombres complexes zet z ‘on a:

exp(z+2') = exp(z) . exp(z’)

Ce théoreme se démontre en appliquant le théoréme sur le produit de séries entiéres
(paragraphe III) & exp(z) . exp(2’) et en utilisant la formule du binéme de Newton.

On obtient alors facilement les propriétés suivantes :
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1

)) VzeC exp(2) = exp(— 2)

(2 VzeC exp(z) =exp(z )

(3)  Vtréel exp it =exp(—it) et |exp(it)| =1
4) V't réel exp it=cost+ isint

®) Pour tous x et yréels:  exp(x + iy) = (exp x)(cosy + isiny)

De facon analogue, il est possible de définir cos z et sin z pour z complexe en utilisant les
séries de rayon de convergence infini obtenues pour développement de cos x et sin x quand x

est réel :
00 Z2p 0 Z2p+1
cosz = —1)P et sinz = -1)P ——
2 D (2p)! 2 D (2p+1)!
p=0 p=0
On obtient facilement les propriétés :
) VzeC cos z+ isin z=exp(iz)
et cos’z + sinz=1
exp(iz) + exp(—iz)
2) VzeC cos z = 9
exp(iz) —exp(—iz)
et sin z = L 2 L (formules d'Euler)
3) VzeC , Vz'eC cos(z+2')=coszcosz' —sinzsinz'
et sin(z+2') =sin z cos 2z’ + cos z sin 2’

et les formules classiques de trigonométrie qui en découlent (sin 2z, cos 2z, tan(z + 2') ...).
Par contre, une propriété importante a été perdue en passant de R a C, |cos z| et |sin z| ne
sont plus bornés sur C car, par exemple pour y réel :

(iy)2p 2p

(0.0] [00] y
o gy p _
cos(iy) = 2 (-1) (2p)] 2 (2p)] chy

p=0 p=0

et de méme sin(iy) =ishy.
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Voici la représentation graphique de la partie réelle de cos(x+ iy). On voit sur les cotés :
pour y =0, la représentation graphique de cos(x)
pour x =0, la représentation graphique de ch(y) .

Graphique de Re(cos(x+iy))

Exercice 23

13
Résoudre dans C les équations e*=—-1 , =1+ 1 , cosz= —? .

Exercice 24

) sinz
Si tan z =
cosz

calculer, pour y réel, tan(iy) en fonction de th y et en déduire pour z = x + iy

I'expression de tan z en fonction de tan x et th y .
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