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Feuille de TD n◦1

Sommes de Riemann

Exercice n◦1

Calculer les limites des suites suivantes

1) un =
n∑

k=1

1
n + k

2) un =
1
n

[
sin

π

2n
+ sin

2π

2n
+ · · · + sin

(n − 1)π
2n

]

3) un =
1
n

[(
1
n

)p

+
(

2
n

)p

+ · · · +
(

n − 1
n

)p]
où p est un entier naturel

fixé.

4) un =
n∑

k=1

n + k

n2 + k2

Exercice n◦2

Calculer les limites des suites suivantes

1) un =
(

(2n)!
(n!)nn

)1/n

2) un =
n∏

k=1

(
1 +

k

n

)1/n

3) un =
n∏

k=1

(
1 +

k2

n2

)1/n

Exercice n◦3

1) Calculer la limite de la suite vn =
un√

n
avec un =

n∑
k=1

1√
k
·

2) Donner un équivalent en +∞ de un =
(
22 × 33 × . . . × nn

)4/n2

.
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Exercice n◦4

Calculer la limite de la suite un =
n∑

k=1

sin
(

1
n + k

)

Exercice n◦5

Calculer la limite en +∞ de In =
∫ 1

0

tn − t2n

1 − t
dt.

Exercice n◦6∗

Calculer, pour | r |�= 1, l’intégrale
∫ 2π

0

ln(1 − 2r cos θ + r2) dθ.

Indication : utiliser les sommes de Riemann.

Exercice n◦7∗

Soit f : [0, 1] −→ R. On suppose qu’il existe un réel k > 0 tel que

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, |f(x) − f(y)| ≤ k |x − y|.

On pose αn =
∫ 1

0

f(t) dt − 1
n

n∑
i=1

f
( i

n

)
. Montrer que |αn| ≤

k

2n
·

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice n◦8

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b] avec a ≤ b à
valeurs réelles telles que, pour tout x ∈ [a, b], on ait f(x)g(x) ≥ 1. Montrer
que ∫ b

a

f(x) dx

∫ b

a

g(x) dx ≥ (b − a)2.

Exercice n◦9

Soit f une fonction de classe C1 de [0, 1] dans R telle que f(1) = 0. Montrer
que l’on a l’inégalité suivante et étudier les cas d’égalité.

∫ 1

0

(
f(t)

)2
dt ≤ 1

2

∫ 1

0

(
f ′(t)

)2
dt.

2



Exercice n◦10∗

Soient α et β deux réels.
On pose E = {f ∈ C1([0, 1], R) | f(0) = α, f(1) = β}.

Déterminer inf{
∫ 1

0

(
f ′(t)

)2
dt | f ∈ E}.

Intégration de fonctions à valeurs complexes

Exercice n◦11

Soit n un entier naturel. On pose

Jn =
∫ π

−π

einθ

5 + 4 cos θ
dθ.

1) Montrer que Jn est réel.

2) Trouver une relation de récurrence entre Jn, Jn−1 et Jn−2.

3) Vérifier que Jn =
(−1)n

2n

2π

3
·

Exercice n◦12

Soit P un polynôme à coefficients complexes de degré n.

Calculer
∫ 2π

0

|P (eiθ)|2 dθ.

Calculs de limites

Exercice n◦13

Soit n un entier naturel. On définit l’intégrale In par

In =
∫ 1

0

dx

1 + xn
·

1) Calculer la limite de In.

2) Donner un équivalent de 1 − In en +∞.

Exercice n◦14

Donner un équivalent en +∞ de
∫ 1

0

(
ln(1 + x)

)n
dx.
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Exercice n◦15

Soit f une fonction continue sur [0, 1] à valeurs réelles. Calculer les limites
des suites suivantes

1) un =
∫ 1

0

f(t)
1 + nt

dt

2) un =
∫ 1/n

0

nf(x) dx

3) un =
∫ 1

0

f(xn) dx

Exercice n◦16

Soit f une fonction continue sur [0, 1] à valeurs réelles. Calculer la limite de

nun où un =
∫ 1

0

xnf(x) dx.

Calculs d’intégrales - Propriétés

Exercice n◦17

Calculer les intégrales suivantes

1)
∫ 1

0

e−2x cos(2nx) dx 2)
∫ π

2

0

sin2 x cos 2x dx 3)
∫ π

3

0

cos5 x sinx dx

4)
∫ π

2

π
6

cos3 x

sin4 x
dx 5)

∫ π
4

0

x

cos2 x
dx 6)

∫ π
3

π
4

tanx

1 + tan2 x
dx

7)
∫ 1/2

0

(Arcsinx)2 dx 8)
∫ 2

1

(x2 + 1) lnx dx 9)
∫ 1

0

Arctanx dx

Exercice n◦18

Calculer l’intégrale
∫ 2π

0

dx

1 + cos2 x
·

Exercice n◦19

Calculer, avec le minimum de calculs, l’intégrale
∫ π/2

0

cos8 x dx.
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Exercice n◦20

On considère les deux intégrales I et J suivantes.

I =
∫ π/2

0

cos x√
1 + cos x sinx

dx et J =
∫ π/2

0

sinx√
1 + cos x sinx

dx.

Montrer que I = J et les calculer.

Exercice n◦21

Calculer Jp,q =
∫ 1

0

tp(1 − t)q dt avec (p, q) ∈ N
2.

Exercice n◦22

Calculer pour x > 0, ∫ x

1/x

(∫ 1

0

du

t2 + u2

)
dt.

Exercice n◦23∗

Calculer pour x > 0, l’intégrale
∫ x3

x2

dt

t ln t
· En déduire

lim
x−→1

∫ x3

x2

dt

ln t
·

Exercice n◦24∗

Trouver toutes les fonctions f continues de [0, 1] dans R telles que
∫ 1

0

(
f(x)

)2
dx =

∫ 1

0

(
f(x)

)3
dx =

∫ 1

0

(
f(x)

)4
dx.

Formule de Taylor

Exercice n◦25

Soit P un polynôme à coefficients réels de degré impair et soit n0 un entier
naturel non nul. On considère une fonction f de classe C∞ de R dans R telle
que, pour tout entier n ≥ n0, pour tout réel x, on ait |f (n)(x)| ≤ |P (x)|.
Montrer que f est un polynôme dont on précisera le degré.
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Exercice n◦26

Soit E l’ensemble des fonctions de classe C2 sur [0, 1] à valeurs réelles et
qui vérifient |f ′′(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ [0, 1]. Pour f ∈ E , on pose
A(f) = f(0)− 2f(1/2) + f(1). Montrer que A est borné sur E et déterminer
sa borne supérieure sur E .
Appliquer la formule de Taylor entre 0 et 1/2, et entre 1/2 et 1.

Exercice n◦27

Soit f une fonction de classe C2 de R dans R. On suppose que, pour tout réel
x, |f(x)| ≤ 1 et |f ′′(x)| ≤ 1.
Montrer que, pour tout réel x, |f ′(x)| ≤

√
2.

Exercice n◦28∗

On considère une fonction f de classe C2 sur [0, 1] à valeurs réelles et on
suppose que f(0) = f(1) = 0 et que, pour tout x ∈ ]0, 1[, f(x) > 0. Montrer
que ∫ 1

0

|f ′′(t)| dt ≥ 4 sup
x∈[0,1]

{|f(x)|}.

Appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale entre 0 et c, puis entre c
et 1 et choisir convenablement c.

Intégrales fonction d’une de leurs bornes

Exercice n◦29

Montrer que la fonction F (x) =
∫ ex

e−x

√
1 + ln2 t dt est dérivable sur R et

calculer sa dérivée.

Exercice n◦30

Soit a un réel fixé. Déterminer les applications continues f : R −→ R

vérifiant, pour tout x réel :

∫ x

0

f(t) dt + f(1 − x) = a.
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Exercice n◦31

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur R. On pose F (x) =∫ b

a

f(x − t) sin t dt.

Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Exercice n◦32

Soient f une fonction continue de [0, π] sur R et, pour x ∈ [0, π],

φ(x) =
∫ π

0

| sin(x − t)|f(t) dt. Montrer que φ est de classe C2 sur [0, π] et

exprimer φ′′ en fonction de φ et de f.

Exercice n◦33

Simplifier l’expression de la fonction f définie par

f(x) =
∫ sin2 x

0

Arcsin(
√

t) dt +
∫ cos2 x

0

arccos(
√

t) dt.

Exercice n◦34

Soit f : R −→ R une fonction dérivable. On pose, pour x �= 0,

F (x) =
1
2x

∫ x

−x

f(t) dt.

Montrer que l’on peut prolonger F en 0 par continuité et que la fonction
obtenue est continûment dérivable sur R.

Exercice n◦35

Déterminer les fonctions g continues de R dans R telles que

g(x) = x +
∫ x

0

cos(x − t)g(t) dt.

Exercice n◦36∗

Déterminer les fonctions f continues de R dans R telles que, pour tout x ∈ R,

f(x) = 2
∫ x

0

√
f(t) dt.
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Exercice n◦37

Soit F (x) =
∫ x

e

ln(ln t) dt. Montrer que l’on a F (x) ∼ x ln(lnx) en +∞.

Exercice n◦38

Ecrire les développements limités en 0 à l’ordre 3 des fonctions suivantes :

1) F (x) =
∫ x

−x

√
2 − sin2 t dt

2) G(x) =
∫ x

0

e
√

t2+1 dt

Exercice n◦39

Etudier la fonction H définie pour x > 0 par H(x) =
∫ x2

x

1
t
e−1/t dt.

Exercice n◦40

Etudier la fonction F définie sur R par F (x) =
∫ 2x

x

e−t2 dt.

Exercice n◦41∗

Déterminer les fonctions f continues de R dans R telles que, pour tous les
réels x et y, on ait

f(x)f(y) =
∫ x+y

x−y

f(t) dt.

Indication : fixer un y tel que f(y) �= 0 et montrer alors par récurrence que
f est indéfiniment dérivable, puis terminer par une équation différentielle du
second ordre linéaire.

Calcul numérique d’intégrales

Exercice n◦42

Calculer à 10−3 près l’intégrale I =
∫ 1

0

e−x2
dx

1) par la méthode des trapèzes,

2) par la méthode de Simpson.
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Exercice n◦43

Calculer à 10−3 près l’intégrale J =
∫ 1

0

sinx2 dx.

Exercice n◦44

Calculer à 10−3 près l’intégrale J =
∫ 1

0

sinx

x
dx.

Extraits d’examens

Exercice n◦45

Extrait de l’examen de mai 1995

On considère la fonction ϕ définie sur R par ϕ(x) =
∫ x2

x

cos(t2) dt (on ne

cherchera pas à calculer ϕ.)

1) Montrer que ϕ est dérivable sur R et donner l’expression de ϕ′.

2)
ϕ(x)

x
a-t-elle une limite quand x tend vers 0 ?

Exercice n◦46

Extrait de l’examen de mai 1995

1) On considère une fonction g de classe C2 sur [0, 1].
a) Montrer que

1
2
(
g(0) + g(1)

)
−

∫ 1

0

g(t) dt =
1
2

∫ 1

0

(t − t2)g′′(t) dt.

On pourra intégrer
∫ 1

0
(t − t2)g′′(t) dt par parties.

b) On suppose que, pour tout t ∈ [0, 1], g′′(t) ≥ 0. Montrer que

0 ≤ 1
2

∫ 1

0

(t − t2)g′′(t) dt ≤ 1
8
(
g′(1) − g′(0)

)
.

2) Soit n un entier non nul et k un entier tel que 0 ≤ k ≤ n − 1. On pose

∆k =
1
2

(
1

n + k
+

1
n + k + 1

)
−

∫ (k+1)/n

k/n

dx

1 + x
·

En faisant un changement de variable, déduire de la première question
que

0 ≤ ∆k ≤ 1
8

(
1

(n + k)2
− 1

(n + k + 1)2

)
·
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En déduire que δn =
1
2

n−1∑
k=0

(
1

n + k
+

1
n + k + 1

)
− ln 2 vérifie

0 ≤ δn ≤ 1
8

3
4n2

·

Exercice n◦47

Extrait de l’examen de septembre 1994
Soient n un entier supérieur ou égal à 1 et le polynôme

Pn(X) =
n∏

i=0

(X − i) = X(X − 1)(X − 2) . . . (X − n).

1) Montrer que toutes les racines du polynôme dérivé P ′
n sont réelles et

simples, et que la plus petite, notée λn, appartient à l’intervalle ]0, 1[.

2) En utilisant la décomposition en éléments simples de
P ′

n

Pn
, montrer que

1
λn

≥ 1 +
1
2

+ · · · + 1
n
·

3) Justifier que, pour tout entier p ≥ 1, on a
∫ p+1

p

dt

t
≤ 1

p
et en déduire que

1 +
1
2

+ · · · + 1
n
≥ ln(n + 1).

En déduire la limite de λn quand n tend vers +∞.

Exercice n◦48

Extrait de l’examen de septembre 1994
Soit f la fonction définie sur R par

f(x) =




0 si x ≤ 0
ln 2 si x = 1∫ x2

x

dt

ln t
si x ∈ ]0, 1[∪]1,+∞[

1) Justifier que f est continue et dérivable sur R \ {0, 1} et calculer f ′(x)
pour x ∈ R \ {0, 1}.
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2-a) En utilisant la formule de la moyenne, calculer lim
x→0,x 	=0

f(x).

b) La fonction f est-elle continue en x = 0 ?

3-a) En utilisant un développement limité de ln t au voisinage de t = 1,
montrer qu’il existe α ∈ ]0, 1[ tel que, pour t ∈ ]1 − α, 1 + α[, on ait

(t − 1) − (t − 1)2 < ln t < (t − 1).

b) En déduire que lim
x→1,x	=1

f(x) existe et calculer cette limite.

c) La fonction f est-elle continue en x = 1 ?

4) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que f est
dérivable en x = 0 et en x = 1 et calculer les nombres f ′(0) et f ′(1).

5-a) Montrer que, pour x > 1, on a

x2 − x

2 lnx
< f(x) <

x2 − x

lnx
·

b) Que peut-on dire de
f(x)

x
lorsque x tend vers +∞ ?

6) Tracer le graphe de f. Ce graphe admet-il une asymptote lorsque x tend
vers +∞ ?

Exercice n◦49

Extrait de l’examen de mai 1994

On pose g(t) =
t2

t2 + sin2 t
pour t �= 0.

1) Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité en t = 0. On
notera encore g ce prolongement par continuité.

On considère la fonction définie pour tout x réel par f(x) =
∫ 2x

x

g(t) dt. Pour

x �= 0, on a donc f(x) =
∫ 2x

x

t2

t2 + sin2 t
dt. On ne cherchera pas à calculer cette

intégrale.

2) Montrer que f est impaire.

3) Calculer f ′(x) pour x �= 0, puis calculer f ′(0). Montrer que f est
croissante.

4) Justifier l’encadrement, pour x ≥ 0, :

∫ 2x

x

t2

t2 + 1
dt ≤ f(x) ≤

∫ 2x

x

dt.
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En déduire que la courbe représentative de f admet une asymptote quand
x tend vers +∞.
Préciser cette asymptote et la position de la courbe par rapport à
l’asymptote.

5) Etablir l’encadrement, pour x ≥ 0, : x − Arctan
√

2
4

≤ f(x) ≤ x.

Exercice n◦50

Extrait de l’examen de mai 1994

Pour tout réel x strictement positif, on pose f(x) =
∫ 2x

x

et

t
dt.

1) Montrer que f(x) est bien définie.

2) Montrer que la fonction f , définie sur ]0,+∞[ est dérivable et calculer,
pour x > 0, f ′(x). En déduire les variations de f.

3) En minorant très simplement
et

t
sur [x, 2x], montrer que

lim
x−→+∞

f(x) = +∞.

4) Calculer, pour x > 0, I =
∫ 2x

x

dt

t
·

En encadrant et sur [x, 2x], montrer que f admet une limite quand x tend
vers 0 par valeurs supérieures.

Exercice n◦51

Extrait de l’examen de novembre 1999
Soit F la fonction définie, pour tout x réel, par

F (x) =
∫ 2x

x

dt√
t4 + t2 + 1

·

1) Montrer que F est dérivable sur R et préciser sa dérivée.

2) Comparer F (x) et F (−x).

3) Utiliser une majoration de
1√

t4 + t2 + 1
pour déterminer la limite de F (x)

quand x tend vers +∞.

4) Montrer que F (x) = F (
1
2x

) pour tout x �= 0.

5) Déterminer la limite de
F (x)

x
quand x tend vers 0.
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