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ALBI - Feuille d’exercices sur les espaces hermitiens

Exercice 1

On définit, pour = = (z1, 22, 23) € C3
q(z) = |z1|> + 3|2o|® + 6|23]? +iTTae —i2, To + 20073 — 20 Ta 3 .
1. Vérifier qu’il existe une forme hermitienne f sur C3 telle que gq(z) =

f(z,x), et écrire la matrice de f dans la base canonique.

2. Montrer que f est un produit scalaire hermitien. (On pourra décomposer
q en carrés de modules en s’inspirant de l'algorithme de Gauss).

3. Construire une base orthogonale de C3 pour ce produit scalaire hermitien.

Exercice 2

On est dans C3 avec sa structure hermitienne standard. Soit F le plan d’équa-
tion x; — 3 + iz3. Déterminer I'orthogonal F+. Calculer la matrice de la pro-
jection orthogonale sur F'. Trouver une base orthogonale de F.

Exercice 3

Soit C,[X] le C-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1 2m i )
1. Vérifier que (P | Q) = Py / P(ei) Q(e™) dt définit un produit scalaire
T Jo

hermitien sur C,[X].

2. Est-ce que (1, X,...,X™) est une base orthonormale pour ce produit sca-
laire 7

3. Soit a € C. Montrer qu’il existe une base orthonormale (o, ..., p,) telle
que ¢1(a) = ... = pp(a) = 0, et donner un ¢y € C,[X] qui peut étre

complété en une telle base. (On pourra considérer le sous-espace F' des
P € C,[X] tels que P(a) =0.)

4. Trouver la borne supérieure des |P(a)| pour P € C,[X] avec || P| = 1.

Exercice 4

Est-ce que les matrices hermitiennes forment un sous-C-espace vectoriel de
M, (C)? Montrer qu’elles forment un sous-espace vectoriel réel, et calculer la
dimension (sur R) de ce sous-espace.

Exercice 5

Soit M € M, (C). Montrer qu’il existe un unique couple de matrices hermi-
tiennes (H, L) tel que M = H + iL. Montrer que M est normale (M* M =
M M*) si et seulement si HL=LH.



Exercice 6

Soit U une matrice unitaire de taille 2 telle que det(U) = 1. Montrer qu’il existe

des nombres complexes a et 3 avec |a|? + |3|? = 1 tels que U = ( @ _g >

3 a

4 7 —1
Soit A= | —i 4 1 |. Trouver une matrice unitaire U € U3(C) et une
11 4

matrice diagonale D telle que D = Ut AU.

Exercice 8

Soient cg, . ..,cp—1 des nombres complexes. On pose
Co ClT ... Cp-1
Ch—1 €Co ... Cpn—2
C =
C1 C2 Co

Soit ¢ = 7/,
1. Montrer que, si k est un entier, le vecteur (1,¢*,¢%*,...,¢("~Dk) est un
vecteur propre de C. Quelle est la valeur propre associée?
2. Montrer que, si n ne divise pas k, alors 1 + ¢F 4+ ¢2F + ... 4 ¢(»=DF =0,

3. En déduire que C posseéde une base orthogonale de vecteurs propres (pour
la structure hermitienne usuelle de C™).

4. Est-ce que C est normale ?



