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Résumé. Cette note présente les théorémes de comparaison des cohomologies p-adiques et le formalisme
général des anneaux de périodes et de la classification des représentations galoisiennes, en donnant un
panorama des résultats et conjectures principaux.

Notations. Soit K un corps discrétement valué complet de caractéristique 0, d’anneau d’entiers O, de
corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. Soit W = W (k) l'anneau des vecteurs de Witt de k,
o son endomorphisme de Frobenius, Ky son corps de fractions et e = [K : K| 'indice de ramification
absolu. Soit X une variété propre et lisse sur K.

1 Cohomologies

On attache & X des algébres graduées de cohomologie H*(X) = @; H:(X) qui sont des espaces
vectoriels sur un corps K, munis de structures supplémentaires, avec 7 € {HT, dR, cris, st, ét}.

1.1. La cohomologie de Hodge de X est définie par

Hipp(X) := @ H'7(X, ¥ o)
J

Nous utilisons la notation HT pour Hodge-Tate, en hommage au travail pionnier de Tate dans [Ta67].

Avec la graduation Gr/ Hij(X) = H' (X, Q&/K), espace Hi;p(X) est un objet de la catégorie

Gradg = {K—espaces vectoriels munis d’une Z—graduation}.

1.2. La cohomologie de de Rham de X est définie par
Hig (X) = H'(X, Q% x)-

Elle est munie de la filtration de Hodge Fil/ Hig(X) = im(H (X, Q?/K) — Hi(X, Q;(/K)) o

O =0 =00% -l —...) =cran j de la filtration béte de Q%

C’est donc un objet de la catégorie
Filg = {K -espaces vectoriels munis d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée}.

On peut noter qu’en fait, par dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham en caractéris-

tique 0 (voir par ex. Deligne [De68], th. 5.5), le morphisme H*(X, QiJ/K) — HY(X, QE(/K) est injectif,

de sorte que Fil/ Hip(X) = H(X, Q77 ). En prenant la suite exacte longue de cohomologie associée &

. : . X/K , .
0— Qij/;l — Q?/K — QJX/K[—j] — 0, on en déduit que le gradué associe de Hp(X) est Hjyp(X).



1.3. Lorsque X a bonne réduction, la cohomologie cristalline de X est définie par

Héris(X> = Ko Qw Hl (‘%/W>

cris
ot H' . (Zo/W) est la cohomologie cristalline relativement a W de la fibre spéciale d’un Og-modéle
propre et lisse 2" de X. D’aprés un résultat de Gillet et Messing (JGMS8T|, cor. B.3.6) le Ky-espace
vectoriel H' . (X) ne dépend pas de 2. Il est muni d’un endomorphisme bijectif o-semi-linéaire ¢ appelé

Frobenius, induit par le Frobenius absolu de 2. Par ailleurs, Berthelot et Ogus ([BOS83|, cor. (2.5)) ont
construit un isomorphisme canonique

Peris Héris(X) QKo K — H(ZiR(‘%.) Qox K = HéR(X)
(X) ®k, K la filtration de Hodge. Finalement H!

qui permet de transporter sur H' ¢ is(X) est un objet

cris
de la catégorie

ME?. — Ky-espaces vectoriels munis d’un Frobenius bijectif o-semi-linéaire, et dont
K I’extension & K est munie d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée

Les objets de MFY. sont appelés p-modules filtrés (une autre terminologie est isocristaur de Hodge :
un isocristal est un Ky-e.v. avec Frobenius bijectif, et le qualificatif de Hodge indique la présence d’une
filtration) et notés typiquement (D, ¢, Fil).

1.4. Plus généralement, si X a réduction semi-stable, sa cohomologie semi-stable est définie par
szt(X) = Ko Qw Hllog—cris(%/w)

ol Hf;g_cris(c% /W) est la cohomologie log-cristalline de la fibre spéciale d'un Ogx-modeéle propre semi-
stable 2~ de X, construite par Hyodo et Kato [HK89|. (Contrairement au cas de bonne réduction, on
ne sait pas vérifier directement que H (X) ne dépend pas de 2".) C'est un Ko-espace vectoriel muni
d’un Frobenius bijectif o-semi-linéaire ¢ et d’un opérateur de monodromie linéaire nilpotent N liés par
la relation
Ny = ppN.
Pour chaque choix d’uniformisante m de O, on dispose d’un isomorphisme
pr: Hyy(X) @ro K — Har(X)

dont la dépendance en 7 s’exprime par pr, = pr o exp(log(u)N), ou u € O} et log est le logarithme,
défini par projection sur les unités principales & ’aide du représentant de Teichmiiller puis par la somme
de la série usuelle. Lorsque X a bonne réduction, on a N = 0 et p;r = peris est indépendant de m. Via cet
isomorphisme, I'espace HY (X) récupére une filtration de Hodge indépendante de 7 et devient un objet
de la catégorie

Ky-espaces vectoriels munis d’un Frobenius bijectif o-semi-linéaire ¢ et
MF(;’{D’N) = ¢ d’un endomorphisme de monodromie nilpotent N tels que Ny = pp N, et dont
I’extension & K est munie d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée

Les objets de MF%’N) sont appelés (¢, N)-modules filtrés et notés typiquement (D, @, N, Fil).
1.5. La cohomologie étale p-adique de X est définie par

Hy(X) = Q, Oz, @Hét(Xf(a Z[p"Z).
C’est un objet de la catégorie

Rep(Gk) = {

Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une
action continue du groupe de Galois Gx = Gal(K/K) |~



2 Anneaux de périodes et théorémes de comparaison

Dans la situation comparable oit X est propre lisse sur K = Q, on dispose des variétés différentiables
réelles X (R) et X(C). La premiére peut étre « trop petite » (par exemple vide) ; regardons la deuxiéme,
qui est de dimension réelle 2dim(X). On sait comparer sa cohomologie de de Rham et sa cohomologie
singuliére (ou de Betti) grace a un isomorphisme de périodes :

Hiz(X(C),R) ®r C -~ HE . (X(C),Z) @7 C

sing

obtenu en intégrant les formes différentielles le long des cycles et en utilisant la dualité de Poincaré.
De plus, le groupe de Galois Gg = Gal(C/R) agit sur Hsiing(X((C),Z) via son action sur X (C); il agit
trivialement sur H’p (X (C),R), et par son action canonique sur C. Un instant de réflexion permet de se
convaincre que l’isomorphisme de périodes est Gr-équivariant, ce dont on déduit qu'on peut retrouver la
cohomologie de de Rham & partir de la cohomologie singuliére par la formule :

Hig(X(C),R) = (H!

sing

(X(C),Z) ®z C)%.

On souhaite comparer les cohomologies de la section précédente selon le méme modeéle. On observe
d’abord que la théorie de la cohomologie étale suggére qu’elle fournit le bon analogue algébrique de la
cohomologie de Betti. Ensuite, on note que dans 'exemple donné sur K = Q, il est bien str nécessaire
de passer & un sur-anneau qui contient les anneaux de scalaires des deux cohomologies & comparer pour
qu’existe un isomorphisme. Ces deux faits sont un guide pour la suite. Considérons maintenant 'une des
cohomologies 7 € {HT, dR, cris, st} et notons K, € {K, K, Ky, Ko} son corps de scalaires. Le formalisme
général imaginé par Fontaine consiste & construire une K -algébre intégre B, appelée anneau de périodes
ou anneau de Fontaine (le « B » est I'initiale de Barsotti), munie d’une action de Galois et de structures
supplémentaires correspondant & celles de 7, et d’essayer de construire un isomorphisme

tr: HY(X) ®k, Br — H(X) ®q, B-

compatible aux actions de Galois (sur le seul facteur B, a la source, et diagonale au but) et aux structures
suppplémentaires (structure produit tensoriel & la source, et sur le facteur B; au but). Fontaine veut aller
plus loin et déduire H:(X) de Hét(X ), la réciproque étant a priori problématique puisque les différentes
cohomologies ne transportent pas toutes autant d’information, comme on ’a vu (dans la section |1} les
cohomologies sont introduites par ordre croissant de raffinement). Pour cela, il est naturel de considérer
le foncteur sur les représentations V' € Rep(Gg) défini par

DT(V) = (V ®Qp BT)GKu

ot V ®q, Br est muni de 'action diagonale de G (le « D » est I'initiale de Dieudonné). On a le dessin :

Rep(Gk)
Dy A lml
\L/ pY
Gradg Filg MF?} MF%’N)

Partant d’un isomorphisme ¢, comme ci-dessus, il est clair que pour que le foncteur D, envoie 'espace
vectoriel sous-jacent & Hf (X) sur I'espace vectoriel H!(X), il suffira que ’on ait :



(APl) BTGK = K.

Par définition de D(V'), on dispose d’un morphisme o,y : By @k, D (V) = B, ®q, V, A®@z — Az
qui est candidat & fournir un isomorphisme ¢, pour les représentations dans la cohomologie de variétés
algébriques. Notons C; le corps de fractions de B;. Il est facile de montrer que sous la condition :

(APy) B.Sx = C.Ox,

'application a;y est injective, donc dimg, D (V) < dimg, V. (Ceci montre que D, tombe alors dans
la sous-catégorie des objets de dimension finie, ce qui n’était pas clair a priori. Cependant on est amené
a considérer aussi des objets de dimension infinie... par exemple 'anneau de périodes B, lui-méme!) La
condition que cette inégalité soit une égalité, évidemment nécessaire pour qu’existe un isomorphisme ¢,
donne naissance a une bonne classe de représentations galoisiennes :

Définition. Soit V € Rep(Gk). On dit que V' est B;-admissible si on a dimg_ D, (V) = dimg, V.

Enfin signalons une troisiéme condition importante dégagée par la théorie :
(AP3) Tout élément b € B; non nul et qui engendre une droite G g-stable est inversible.

Sous cette condition supplémentaire, on montre que 1’égalité de dimensions qui définit les représentations
admissibles est équivalente au fait que o,y soit un isomorphisme. Tous les anneaux de périodes vérifient
les trois conditions (AP;). La conjonction des deux derniéres est appelée (Q,, Gk )-régularité.

On dit plus simplement que V est de Hodge-Tate si elle est Bpr-admissible, de de Rham si elle
est Bgr-admissible, cristalline si elle est Beis-admissible et semi-stable si elle est Bg-admissible. Ces
représentations forment des sous-catégories pleines Repyr (G ), Repgr (G ), Repeis (G ), Repg (Gi) de
Rep(G ). Enfin on introduit la sous-catégorie Repy,.;s(G i) composée des représentations potentiellement
cristallines, qui sont celles qui se restreignent en une représentation cristalline de G pour une certaine
extension finie K'/K, et la catégorie Rep, (G ) des représentations potentiellement semi-stables définie
de maniére analogue. On définit aussi des foncteurs

Dperis : Repparis(Gr) = MESET9) ot Dyt Repy (Gic) — ME(PNOx)

a valeurs dans des catégories de modules filtrés avec action discréte de G (i.e. 'action se fait au travers
d’un quotient fini). Ces représentations sont bien siir utiles pour prendre en compte la cohomologie des
variétés ayant potentiellement bonne réduction, resp. potentiellement réduction semi-stable. En utilisant
la construction précise des anneaux de périodes, que nous ne voulons pas donner ici, on montre assez
facilement que ces catégories sont incluses les unes dans les autres selon le diagramme suivant :

Repst (GK)
¢
Repcris (GK) Reppst (GK) = Rede(GK) C 1%epHT (GK) - Rep(GK)
¢ C

1:{eppcris (GK)

Notons que la catégorie Rep(Gk) est une catégorie tannakienne; en particulier c¢’est une catégorie
abélienne possédant des quotients, des produits tensoriels, des Hom internes et des duaux. Toutes les



sous-catégories du diagramme sont des sous-catégories tannakiennes. Les catégories Gradg, Filg, MF7.,

MF(If’N)7 MF&?’N’GK) sont des catégories additives munies de sommes directes, produits tensoriels et
duaux (et donc de produits symétriques et alternés). Mise a part Gradg, elles ne sont pas abéliennes a
cause de la présence de filtrations : dans ces catégories, application canonique coimage — image qui
est une bijection linéaire n’est pas un isomorphisme car la filtration quotient sur la coimage ne coincide
pas en général avec la filtration induite sur I'image. Les foncteurs D, sont additifs, exacts et fidéles. En
restriction & Rep,(Gk), ils sont compatibles aux produits tensoriels et au passage au dual.

Le fait que I'inclusion Rep,(Gk) C Repgr(Gi) soit une égalité, appelé conjecture de monodromie
p-adique, est un résultat difficile sur lequel on reviendra plus loin. Toutes les autres inclusions sont
strictes. Par ailleurs, le carré est cartésien : une représentation semi-stable potentiellement cristalline est
cristalline. On peut maintenant énoncer les conjectures de Fontaine ([Fo82|, App.; [Ja89], p. 347 ; [Fo89],
6.2.7), chacune comportant deux parties, la seconde étant conséquence de la premiére avec des anneaux
de périodes (Qp, G )-réguliers, comme on I’a vu.

Conjecture Cyr (Faltings [Fa88|)
1) La cohomologie étale p-adique HZ (X) est de Hodge-Tate.
2) Il existe un ®-isomorphisme entre les foncteurs Dyt o Hgt et HﬁT.

Conjecture Cyr (Faltings [Fa89])
1) La cohomologie étale p-adique H (X) est de de Rham.
2) Tl existe un ®-isomorphisme entre les foncteurs Dy o Hgt et HQR.

Conjecture Cqis (Faltings [Fa89])
1) La cohomologie étale p-adique H, (X) des variétés ayant bonne réduction est cristalline.
2) 1l existe un ®-isomorphisme entre les foncteurs Deyis © Hgt et H éris'
Conjecture Cy; (Tsuji [Ts99])
1) La cohomologie étale p-adique HY (X) des variétés ayant réduction semi-stable est semi-stable.
2) 1l existe un ®-isomorphisme entre les foncteurs Dy, o HY, et HY.

Les énoncés complets de ces conjectures affirment en plus que les isomorphismes de foncteurs sont
compatibles aux applications classes de cycles.

Par la suite, des démonstrations alternatives de Ceis ont été données par Niziol|[Ni98|, Beilinson [Bel2],
Bhatt [Bhi2|. Des démonstrations alternatives de Cg ont été données par Faltings [Fa02], Niziot[Ni0§],
Beilinson [Bel3|, Bhatt [Bh12].

Terminons cette partie en répétant le fait fondamental qui découle de ces conjectures : la cohomologie
étale détermine les autres cohomologies.

3 Propriétés des foncteurs D,

Les conjectures C pour 7 € {HT,dR,cris,st} (qui sont maintenant des théorémes) montrent que
les foncteurs H?, définis sur des sous-catégories convenables de la catégorie Varyg des variétés propres
lisses sur K, se factorisent par le foncteur Hét Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés de
base des foncteurs D, (dans cette section) et Hf (dans la section suivante) : (pleine) fidélité et image
essentielle.



3.1 Pleine fidélité

Les foncteurs Dyt : Repyp(Gx) — Gradg et Dgr : Repgr(Gr) — Filg ne sont pas pleinement
fidéles, par exemple parce qu’ils ne voient pas la différence entre bonne réduction et potentiellement
bonne réduction, voir [BC09|, prop. 6.3.8. Ces foncteurs ne plongent donc pas les catégories Repyr(Grk)
et Repgr (G k) dans les catégories de modules filtrés appropriées. Pour les représentations de Hodge-Tate,
il n’y a pas grand’chose & y faire, mais on verra ci-dessous que pour les représentations de de Rham, le
probléme peut étre résolu en remplacant Dgr par Dpst.

Il est tout a fait remarquable que les foncteurs Dis et Dy (ainsi d’ailleurs que Dperis et Dpgt) sont
pleinement fidéles, induisant des équivalences de catégories sur leur image esssentielle. On dispose méme
de foncteurs quasi-inverses explicites Vs et Vi Dans le cas cristallin, il s’agit du théoréme 5.2 de [Fo82]
avec pour quasi-inverse :

Veris(D) = Fil%(D @k, Beris) ¥~ "
:={v € D ®k, Beris, v = 0,0 € FilO(D QK Beris) }-

Dans le cas semi-stable, il s’agit des théorémes 5.3.5 et 5.6.7 de [Fo89] avec pour quasi-inverse :

Vae(D) = Fil"(D @k, By)¥= =0
= {v € D ®k, By, pv =v,Nv = 0,v € Fil’(D @ By)}.

On peut maintenant revenir aux représentations de de Rham, dont la nature est éclairée par le résultat
suivant, répondant par laffirmative & une supputation de Fontaine ([Fo89], 6.2.2) :

Conjecture de monodromie p-adique (Berger-André/Kedlaya/Mebkhout [Be02][An02][Ke04][Me02])
Toute représentation de de Rham est potentiellement semi-stable, i.e. Rep,y(Gk) = Repar(G k).

Cette conjecture a été prouvée par les efforts conjoints de Berger [Be02|] qui a montré que la conjecture
se déduit d’'une conjecture de monodromie p-adique de Crew portant sur des équations différentielles p-
adiques, puis André [An02], Kedlaya [Ke04] et Mebkhout [Me02] qui ont démontré la conjecture de Crew
simultanément et indépendamment. De nouvelles preuves ont été données par Colmez [Co08| puis par
Fargues-Fontaine [FE11].

Compte tenu de la conjecture de monodromie p-adique (qui est un théoréme!), on peut donc plonger
Repgr(Gk) dans une catégorie de modules filtrés via Dipgt.

3.2 TImage essentielle

La situation dans les cas (potentiellement) cristallin et semi-stable est favorable au point que 'on
parvient & décrire 'image essentielle des foncteurs D, correspondants. Décrivons ici le cas semi-stable;
il suffit de faire N = 0 pour obtenir les énoncés du cas cristallin. Soit d’abord D un (¢, N)-module filtré
de dimension 1 et notons :

— tn(D) la valuation (normalisée par v(p) = 1) de (d)/d, pour un quelconque d € D non nul;
— tg(D) le plus grand entier i € Z tel que Fil' D # 0.

Si D est un (¢, N)-module filtré de dimension 7, on pose ty(D) = tN(A"D) et tg(D) = tg(A"D).
Les fonctions tx et ¢y sont additives sur les suites exactes courtes. On dit qu'un (¢, N)-module filtré D
est admissible 8’1l est dans 'image de Dg, et faiblement admissible s'il vérifie la condition :



tg(D) =tn(D), et tg(D") < tn(D') pour tout sous-objet D' C D.

On vérifie assez facilement qu’admissible implique faiblement admissible, et...

Conjecture faiblement admissible implique admissible (Colmez-Fontaine [CF00])
Tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible est admissible.

Par la suite, des démonstrations alternatives de cette conjecture ont été données par Colmez [Co02],
Berger [Be0§|, Kisin [Ki06], Fargues-Fontaine [FE11].

4 Propriétés du foncteur H,

4.1 Pleine fidélité

La cohomologie des variétés est loin de refléter toutes leurs propriétés; elle constitue une version
linéarisée de la catégorie hautement non linéaire Varg. Il n’est donc pas surprenant que le foncteur Hj, =
<) Hét ne soit pas pleinement fidéle.

On va préciser ce fait, en montrant de plus que les notions de « bonne réduction » (ou de caractére
cristallin) et de « réduction semi-stable » ne sont pas tout a fait les mémes pour les variétés et pour les
représentations galoisiennes. Les conjectures Cgs et Cgt affirment que la cohomologie étale de variétés
qui posseédent de bonnes propriétés de réduction posséde de bonnes propriétés arithmétiques. Cependant
les énoncés réciproques sont faux, car il existe des variétés X n’ayant pas réduction semi-stable mais dont
la cohomologie étale est cristalline. Par exemple, supposons que X est un torseur non trivial sous une
K-courbe elliptique F ayant bonne réduction, et que le corps résiduel k est fini ou séparablement clos.
Alors X n’a pas bonne réduction, car sinon sa réduction lisse aurait un point rationnel (lorsque k est fini,
c’est vrai pour tout torseur sous un groupe connexe par un théoréme de Lang, [La56] ou [Se75], chap. VI,
§1, no. 4) qui se reléverait par le lemme de Hensel en un point rationnel de X. Il s’ensuit que X n’a pas
non plus réduction semi-stable, car il a potentiellement bonne réduction. Or la cohomologie étale de X
est isomorphe a celle de F : le H? est trivial, le H' est le dual du module de Tate de la jacobienne, et
le H? est un twist de Tate par dualité de Poincaré. On en déduit que H 5 (X)) est cristalline et aussi que
I'application Hom(F, X)) — Hom(H (F), H}, (X)) n’est pas surjective.

Comme on vient de le voir, les choses coincent déja pour les torseurs sous les variétés abéliennes. 11
est remarquable que pour les variétés abéliennes elles-mémes, exemple historique, la situation est plus
agréable au moins en ce qui concerne la bonne réduction. Pour une K-variété abélienne A et un nombre
premier £, on sait que 'algébre de cohomologie étale f-adique est I’algébre extérieure sur H, é}t et il suffit
donc de considérer le degré 1. Il suffit également de considérer la représentation duale, qui est le module
de Tate (-adique Ty(A). Si £ # p, le critére de Néron-Ogg-Safarevic (démontré dans le cas général par
Serre et Tate [ST68]) affirme que A a bonne réduction ssi Ty(A) est non ramifié. Si { = p, Coleman
et Tovita [CI99] ont prouvé (trente ans aprés) que A a bonne réduction si et seulement si Tp(A) est
cristallin. Ceci illustre le fait, mis en avant par Grothendieck, que le bon analogue du caractére non
ramifié pour £ £ p est le caractére cristallin pour ¢ = p. Enfin citons un invariant plus fin attaché & A :
son groupe ¢-divisible A[¢*°]. Si £ # p, cet objet est équivalent au module de Tate, en revanche, si £ = p le
groupe p-divisible contient beaucoup plus d’information sur la variété A et sur sa réduction. A son sujet,
Grothendieck a montré le résultat remarquable suivant ([SGAT.1], Exp. IX| cor. 5.10) : pour tout ¢ (égal
4 p ou non, mais le cas vraiment intéressant est £ = p), la variété abélienne A a bonne réduction si et
seulement si son groupe ¢-divisible a bonne réduction, c’est-a-dire qu’il s’étend en un groupe ¢-divisible
sur Og. Il n’y a pas & ma connaissance de résultats semblables & ceux de ce paragraphe dans le cas de
réduction semi-stable.



4.2 Image essentielle

Les conjectures C;, & commencer par la « plus facile » d’entre elles Cy, montrent que les représenta-
tions galoisiennes issues de la cohomologie des variétés algébriques sont trés contraintes et en particulier
que les foncteurs D, ne sont pas essentiellement surjectifs.

Plus précisément, la conjecture Cyt implique que I'image essentielle de H, ét est incluse dans la caté-

gorie Repyr(Gk) qui est relativement facile a décrire. Notons Z,(1) = Y&nupn(K ) le module de Tate
p-adique de Gy, sur lequel Gk agit par le caractere cyclotomique p-adique x : Gx — Z,; via o(() = ¢x(@)
pour ¢ € Zp(1). Cest un Zy-module libre de rang 1. On définit Z,(r) pour tout r € Z de la maniére
habituelle, et le twist de Tate V(r) := V ®z, Zy(r) pour tout Z,-module galoisien. Utilisant la descrip-
tion précise de l’allneau Byr et le calcul par Tate-Sen des invariants Cg ()% des twists de Tate du

complété Cx := K, on montre que les représentations de Hodge-Tate sont les représentations V telles
que V ®q, Ck est une somme directe finie de twists C (7).

On aimerait avoir une idée plus précise de 'image essentielle de Hét Cela semble malheureusement trés
difficile, notamment car la cohomologie des variétés ayant (par exemple) bonne réduction doit satisfaire
diverses contraintes arithmétiques, telles que celles données par les conjectures de Weil, portant sur les
valeurs propres de Frobenius agissant sur la cohomologie. Il n’existe donc pas de conjecture décrivant
cette image essentielle. En revanche, les choses sont mieux comprises (au moins conjecturalement) pour les
représentations p-adiques qui s’étendent en des représentations globales du groupe de Galois absolu Gy
d’un corps de nombres M : c’est l'objet de la conjecture de Fontaine-Mazur [FM93]. Disons qu’une
représentation de Gps dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie est géométrigue si elle est non-
ramifiée en dehors d’un nombre fini de places de M (c’est-a-dire triviale sur le sous-groupe d’inertie
de la place), et si sa restriction au sous-groupe de décomposition de toute place non-archimedienne est
potentiellement semi-stable. (Ramakrishna [Ra00] a construit des exemples de représentations ramifiées
en un nombre infini de places.) Disons qu’une représentation irréductible de G s provient de la géométrie
si elle est sous-quotient d'un groupe de cohomologie étale p-adique HZ (X, Qp(r)) & coefficients dans un
twist de Tate, pour une certaine M-variété algébrique X (de maniére équivalente, par la résolution des
singularités : pour une certaine M-variété algébrique propre lisse). On a alors :

Conjecture de Fontaine-Mazur (Kisin [Ki09] pour M = Q et n = 2, ouverte en général)
Une représentation p-adique irréductible de dimension n du groupe de Galois absolu d’un corps de
nombres Gy est géométrique si et seulement si elle provient de la géométrie.

En quelque sorte, cette conjecture repose sur l'idée miraculeuse que pour la cohomologie des variétés
définies sur un corps de nombres, les contraintes arithmétiques mentionnées plus haut sont forcées par
les deux conditions assez naturelles de non-ramification en dehors d’un nombre fini de places (condition
globale) et de potentielle semi-stabilité (condition locale).
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