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Chapitre 1

Cohomologie

Dans ce chapitre nous rappelons les dé�nitions principales sur la cohomologie
des faisceaux et le complexe de �eche. Notre objectif sera montrer que sous
des conditions appropriées sur un schéma X et un faisceau F sur X, nous
pouvons calculer les groupes de cohomologie de F comme les groupes de
cohomologie de �ech de F .

1.1 Foncteurs dérivés

Soit {A•, d•} un complexe dans une catégorie abélienne A, nous dé�nissons
le i-ème module d'homologie H i(A•) par

H i(A•) =Kerdi/imdi−1

Un object I de U s'appelle injectif si le foncteur Hom(., I) est exact. Une
résolution injective d'un object A de A c'est un complexe I• dé�ni en grades
positifs avec un morphisme ε : A→ I0 telle que la suite

0→ A
ε−→ I0 → I1 → ...

est exacte.
Si tout object de A est isomorphe à un sous-objet injectif de A, donc on dit
que A a assez d'objets injectifs, et si A a la dernière propriété, donc tout
objet a une résolution injectif. De plus, si on a deux résolutions injectifs d'un
objet A il existe toujours une équivalence homotopie entre eux.
�nalement, si A c'est une catégorie abélienne avec assez d'objets injectifs et
F : A→ F c'est un foncteur covariante. Donc nous construisons les foncteurs

2



1.2. Cohomologie de faisceaux et des schémas noethériens a�nes. 3

dérivés à droite RiF , i ≥ 0, de F comme suite. Pour chaque objet A de
A, nous choisissons une résolution injectif I• de A, et on dé�nit RiF (A) =
H i(F (I•)).

1.2 Cohomologie de faisceaux et des schémas
noethériens a�nes

1.2.1 Dé�nition. Soit X un espace topologique. Soit Γ(X, .) le foncteur
sections globales de la catégorie des faisceaux de groupes abéliennes sur X,
Ab(X), à la catégorie des groupes abéliennes Ab. Nous dé�nissons les fonc-
teurs de cohomologie H i(X, .) comme les foncteurs dérivés à droite du fonc-
teur sections globales Γ(X, .).

1.2.2 Proposition. Soit I un module injectif sur un anneau noethérien A.
Alors le faisceau Ĩ sur X = Spec A est �asque

1.2.3 Théorème. Soit X = Spec A le spectre d'un anneau noethérien.
Alors pour tout faisceau quasi-cohérent F sur X, et pour tout i > 0, on a
H i(X,F ) = 0.

Démonstration. Soit F un faisceau quasi-cohérent sur X et M = Γ(X,F ).
Nous savons que le foncteur M → M̃ c'est une équivalence des catégories
entre la catégorie de A−modules de type �ni et la catégorie de OX−modules
cohérents, et sont inverse c'est le foncteur sections globales. Cette propriété
nous donne une suite exacte des faisceaux sur X

0→ F → Ĩ•. (1.1)

Par la proposition 1.3.2 nous savons que chaque Ĩ i est �asque et par consé-
quence en appliquant le foncteur Γ(X, .) sur la suite 1.1 et l'observation
donnée au début nous obtenons H0(X,F ) = M et H i(X,F ) = 0 pour tout
i > 0.

1.2.4 Corollaire. Soit X un schéma noethérien et F un faisceau quasi-
cohérent sur X. Alors il existe un faisceau �asque et quasi-cohérent G tel
que F c'est un sous-faisceau de G

Démonstration. Soit Ui = spec Ai un recouvrement �ni par des ouverts
a�nes, F |Ui

= M̃i et Ii Ai- modules injectifs telles que Mi ⊂ Ii. Donc si
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f : Ui → X c'est l'inclusion, les morphismes des faisceaux injectifs F |Ui
→ Ĩi

induisent un morphisme F → f∗(Ĩi) et an prenant la somme directe on
obtient un morphisme injectif F →

⊕
i

f∗(Ĩi).

1.3 Cohomologie de �ech

Soit X un espace topologique et U = {Ui}i∈I un recouvrement ouvert de
X. Pour tout ensemble �ni d'indices i0, ..., ip ∈ I on dénote l'intersection
Ui0 ∩ ...Uip par Ui0...ip .
Soit F un faisceau de groupes abéliennes surX. Nous dé�nissons un nouveau
complexe de groupes abéliennes, C•(U ,F ), de la manière suivante. Pour
chaque p ≥ 0, soit

Cp(U ,F ) =
∏

i0<...<ip

F (Ui0...ip).

Et, on dé�nit le morphisme d : Cp → Cp+1 en prenant

(dα)i0...ip =

p+1∑
k=0

(−1)kαi0...̂ik...ip+1
|Ui0...ip+1

1.3.1 Remarque. Nous supposerons αi0.,,,.ip = 0 s'il existe un indice répété,
et si σ c'est une permutation qui préserve l'ordre donc αi0,...,ip = (−1)σασi0,...,σip

1.3.1 Dé�nition. Soit X un espace topologique et soit U un recouvrement
ouvert de X. Pour tout faisceau de groupes abéliennes F sur X nous dé�nis-
sons le p−ème groupe de cohomologie de �ech, par rapport au recouvrement
U par

Ȟp(U ,F ) = Hp(C•(U ,F )).

Soit V ⊆ X un sous-ensemble ouvert de X avec f : V → X l'inclusion et
U , F comme dans la dé�nition ci-dessus. On construit un complexe des
faisceaux C •(U ,F ) sur X de la manière suivante. Pour chaque p ≥ 0, soit

C p(U ,F ) =
∏

i0<...<ip

f∗(F |Ui0...ip
)
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et les morphismes d : C p → C p+1 comme ci-dessus.

Les suivantes résultats peuvent être consultés dans [1].

1.1 Lemme. Pour tout triplet X, U , F comme ci-dessus nous avons Ȟ0(U ,F ) '
Γ(X,F )

1.2 Lemme. Pour tout F ∈ Ab(X) il existe un morphisme naturel ε : F →
C 0 tel que la suite des faisceaux

0→ F
ε−→ C 0 → C 1 → ...

est exacte.

1.3.2 Proposition. Pour tout triple X, U , F comme ci-dessus, mais avec
F un faisceau �asque, nous avons Ȟp(U ,F ) = 0 pour tout p > 0.

1.3 Lemme. Pour tout p ≥ 0, il existe un morphisme fonctoriel dans F ,

Ȟp(U ,F )→ Hp(X,F ).

Démonstration. Soit 0→ F → I • une résolution injectif de F . L'acyclicité
donnée dans la proposition 1.3.2 nous dit qu'il existe un unique morphisme
(sauf des homotopies) de complexes C • → I •.

1.3.3 Théorème. Soit X un schéma noethérien et séparé, soit U un recou-
vrement a�ne de X, et soit F un faisceau quasi-cohérent sur X. Alors pour
tout p ≥ 0 les morphismes naturels donnés par la proposition précédente sont
des isomorphismes.

Démonstration. Pour p = 0 c'est le lemme 1.1. Pour le cas général, le corol-
laire 1.2.4 nous donne une suite exacte

0→ F → G → R → 0,

où R c'est le quotient. comme X est séparé, les intersections Ui0...ip sont des
ouverts a�nes et le théorème 1.2.3 nous dit que la suite

0→ F (Ui0...ip)→ (Ui0...ip)→ R(Ui0...ip)→ 0

est exact et par conséquence nous obtenons un suite exacte des complexes de
�ech

0→ C•(U ,F )→ C•(U ,G )→ C•(U ,R)→ 0.



1.3. Cohomologie de �ech. 6

Dans la suite exacte longue en cohomologie la proposition 1.3.2 nous donne
un suite exacte

0→ Ȟ0(U ,F )→ Ȟ0(U ,G )→ Ȟ0(U ,R)→ Ȟ1(U ,F )→ 0,

et le cas p = 0 nos dit que Ȟ1(U ,F ) ' H1(X,F ). Comme R est quasi-
cohérent on obtient le résultat par induction.
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Chapitre 2

Théorème du changement base

Dans ce chapitre notre objectif sera montrer le théorème suivant

Teorema 1. Soit f : X → Y un morphisme propre des schémas noethériens
avec Y = Spec A un schéma a�ne, et F un faisceau cohérent sur X, plat sur
Y . Alors il existe un complexe �nite K• : 0 → K0 → K1 → ... → Kn → 0.
de A−modules projectifs de type �ni et un isomorphisme de foncteurs

Hp(X ×Y spec(B),F ⊗A B) ' Hp(K• ⊗A B), (p ≥ 0)

sur la catégorie de A−algèbres.

2.0.4 Dé�nition. Soit f : X → Y un morphisme de schémas et F un
faisceau quasi-cohérent sur X. On dit que F c'est un faisceau plat sur Y ou
f − plat si pour tout x ∈ X, Fx c'est un OY,f(x)−module plat.

2.0.2 Remarque. La dé�nition précédente est équivalente a montrer que si
U ⊂ X, V ⊂ Y sont des ouverts a�nes avec f(U) ⊂ V , donc F (U) c'est
un OY (V )−module plat.

Nous aurons besoin des suivants lemmes dont démonstration se trouve dans
[2].

2.1 Lemme. Soient A un anneau noethérien et C• un complexe de A−modules
tel que les groupes de cohomologie H i(C•) sont A−modules de type �ni et tel
que Cp 6= 0 seulement si 0 ≤ p ≤ n. Alors il existe un complexe K• de
A−modules de type �ni tel que Kp 6= 0 seulement si 0 ≤ p ≤ n, Kp est libre
si 1 ≤ p ≤ n et un morphisme de complexes φ : K• → C• tel que φ induit un
isomorphisme H i(K•)→ H i(C•), pour tout i. De plus si tous les A−modules
Cp sont plats, donc K0 sera un A−module plat aussi.
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2.2 Lemme. Soient C•, K• complexes �nis de A−modules plats, et soit
K• → C• un morphisme de complexes qui induit des isomorphismes Hp(K•)→
Hp(C•) pour tout p. Alors pour toute A−algèbre B les morphismes Hp(K•⊗A
B)→ Hp(C• ⊗A B) sont des isomorphismes.

Démonstration du Théorème 1. Soit U = {Ui}i∈I un recouvrement de X
par des ouverts a�nes. Comme f c'est un morphisme propre et Y c'est un
schéma a�ne donc X c'est un schéma séparé et par conséquence toutes les
intersections Ui0,...,ip sont des ouverts a�nes. De plus, par la remarque 2.0.2
(en prenant U = Ui0,...,ip et V = Y ) les A−modules F (Ui0,...,tp) sont plats
et le théorème 1.3.3 nos dit que les groupes de cohomologie du complexe
de �ech C• = C•(U ,F ) = ⊕Cp(U ,F ) sont isomorphes aux groupes de
cohomologie Hp(X,F ).
Par ailleurs, pour toute A−algèbre B, {Ui×Y Spec B} c'est un recouvrement
par des ouverts a�ne du produit �bré X×Y Spec B, et C•(U ,F )⊗AB c'est
le complexe de �ech de F ⊗A B par rapport à ce recouvrement.
Finalement, comme f : X → Y c'est un morphisme propre entre schémas
noethériens, nous avons la propriété d'être séparé par changement base et en
appliquant le raisonnement donné dans le premier paragraphe nous obtenons

Hp(X ×Y Spec B,F ⊗A B) ' Hp(C• ⊗A B)

pour toute A−algèbre B. Ce qui est fonctoriel en B comme conséquence de
la fonctorialité dans le lemme 1.3.
En appliquant le lemme 2.1, nous avons un complexe K•, et des morphismes
K• → C• tels que

Hp(K•)→ Hp(C•) ' Hp(X,F ), pour tout p,

et le lemme 2.2 nous donne le résultat.

Or, soit f : X → Y un morphisme de schémas. Nous dénotons par Xy

la �bre de f sur y (c'est-à-dire, le produit �bré X ×Y k(y)), et pour tout
faisceau quasi-cohérent sur X, on dénote par Fy le faisceau F ⊗OY

k(y) sur
Xy.

2.0.5 Corollaire. Soient X, Y , f comme dans le théorème (sauf que c'est
pas nécessaire que Y soit a�ne). Alors on a :

(a) Pour tout p ≥ 0, la fonction Y → Z dé�nie par
y → dimk(y)H

p(Xy,Fy)
est semi-continue supérieurement
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(b) La fonction Y → Z dé�nie par

y → χ(F ) =
∞∑
p=0

(−1)pdimk(y)H
p(Xy,Fy)

est localement constante sur Y .

Démonstration. (a) La nature local du problem nous dit qu'on peut consi-
dérer Y comme un schéma a�ne Y = spec A.
Soit {K•, d•} le complexe donné par le théorème 1 ; en localisant sur un idéal
premier de A, nous pouvons supposer que K• c'est un complexe libre. Par le
théorème du rang nous avons

dimk(y)H
p(Xy,Fy) = dimk(y)[Ker(d

p ⊗A k(y))] (2.1)
−dimk(y)[Im(dp−1 ⊗A k(y))]

= dimk(y)[K
p ⊗ k(y)]− dimk(y)[Im(dp ⊗ k(y))]

−dimk(y)[Im(dp−1 ⊗A k(y))].

Comme le premier terme est constante, nous voudrons montrer que pour
tout p ≥ 0, la fonction ρp(y) = dimk(y)[Im(dp ⊗ k(y))] est semi continue
inférieurement sur Y .
Soit r ≥ 0 un entier quelconque, et dpr : ∧rKp → ∧rKp+1 le morphisme induit
par dp, nous avons

{y ∈ Y |; ρp(y) < r} = {y ∈ Y |dpr ⊗ k(y) = 0}, (2.2)

et de plus, comme dpr c'est un morphisme de modules libres de type �ni, il
est donné par une matrice dans A et par conséquence l'ensemble 2.2 c'est
l'ensemble de zéros communs à toutes les coe�cients de la matrice A.
(b) Dans l'égalité 2.2, nous prenons la somme alternante sur p pour obtenir
la somme alternante des dimensions des espaces vectorielles Kp⊗A k(y) avec
y ∈ Y . En considérant un recouvrement a�ne de Y nous avons le résultat.
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