
On étudie dans ce mémoire un article de P.E. Chaput et M. Romagny où les auteurs dé-
montrent plusieurs résultats sur le quotient adjoint sur une base quelconque.

On se donne un groupe de Chevalley semi-simple déployé G sur un schéma de base S et on
note g son algèbre de Lie. Le quotient adjoint g/G est le schéma a�ne sur S dont le faisceau
structural est formé des fonctions sur g invariantes sous l'action adjointe de G. Chevalley a
montré que sur le corps des complexes, le quotient adjoint est un espace a�ne.
Soit T un tore maximal d'algèbre de Lie t et W le groupe de Weyl. L'action adjointe induit
une action de W sur t et l'inclusion t ⊂ g induit un morphisme π : t/W → g/G appelé le
morphisme de Chevalley.
Springer et Steinberg ont montré que sur un corps algébriquement clos dont la caractéristique
est première à l'ordre de W , π est un isomorphisme.

Pour une base S quelconque, les auteurs obtiennent notamment le résultat suivant :

Théorème 1 Soit G un groupe de Chevalley simple sur un schéma de base S avec G 6= Sp2n.
Alors le morphisme de Chevalley est un isomorphisme.

La stratégie des auteurs consiste à montrer, sous l'hypothèse ci-dessus, la non-annulation
des di�érentielles des racines. Ils s'appuient pour cela sur une analyse précise des systèmes de
racines.

Pour le cas G = Sp2n, les auteurs ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 2 Si G = Sp2n, le morphisme de Chevalley est un isomorphisme si et seulement
si la base n'a pas d'éléments de 2-torsion. Dans ce cas, ce morphisme est seulement schéma-
tiquement dominant.

On exposera aussi le calcul de l'anneau des fonctions invariantes sur g dans le cas G = SO2n

et dans le cas exceptionnel G = Sp2n.

Après des rappels sur les schémas en groupes et les groupes de Chevalley en particulier, on
exposera la démonstration du résultat principal de l'article, avant de développer les exemples.
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1 Schémas en groupes
Soit S un schéma. On note Sch/S la catégorie des S-schémas. Les produits désignent les

produits �brés au-dessus de S. On note Ens la catégorie des ensembles, Gr celles des groupes,
A−Alg celle des A-algèbres.

1.1 Dé�nitions et exemples
1.1.1 Dé�nition par morphismes

Soit G dans Sch/S et π : G → S son morphisme de structure. On note ∆ : G → G × G
le morphisme diagonal. On dit que G est un S-schéma en groupes quand on s'est donné des
S-morphismes
m : G×G → G (loi de G), eG : S → G et inv : G → G tels que :

a) Associativité : Le diagramme suivant est commutatif.

G×G×G
1G×m//

m×1G

²²

G×G

m

²²
G×G m

// G

b) Elément neutre : Chaque triangle du diagramme suivant est commutatif.

G

1G

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK G× S
1G×eG// G×G

m

²²

S ×G

eG×1G

²²
G×G

m // G

c) Inverse : Les diagrammes suivants sont commutatifs.

G×G
inv×1G// G×G

m

²²
G

∆

OO

eG◦π // G

G×G
1G×inv// G×G

m

²²
G

∆

OO

eG◦π // G

1.1.2 Dé�nition fonctorielle
Par application du lemme de Yoneda, on véri�e que la dé�nition précédente est équivalente

à :
G est un un S-schéma en groupes quand pour tout S-schéma T , l'ensemble G(T ) := HomS(T, G)
est muni d'une structure de groupe telle que : pour tout S-morphisme T ′ → T , l'application
G(T ) → G(T ′) correspondante est un morphisme de groupes.
Ainsi, un S-schéma en groupes est un foncteur représentable de la catégorie Sch/S dans Gr.
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1.1.3 Homomorphismes
Soit G et G′ des S-schémas en groupes de lois repectives m et m′.

On dit qu'un S-morphisme f : G → G′ est un morphisme de S-schémas en groupes si le
diagramme suivant est commutatif.

G×G
f×f //

m

²²

G′ ×G′

m′
²²

G
f // G′

Du point de vue fonctoriel, cela revient à dire que pour tout T dans Sch/S, le morphisme
G(T ) → G′(T ) correspondant est un morphisme de groupes.

Dans la suite, on note Gr/S la catégorie des S-schémas en groupes.

1.1.4 Noyaux
Soit f : G → G′ un morphisme de Gr/S. Soit ker(f) le S-foncteur en groupes qui à T

associe ker(G(T ) → G′(T )). La propriété universelle du produit �bré montre alors que ker(f)
est représentable par le S-schéma donné par le diagramme suivant.

H = G×G′ S
p2 //

p1

²²

S

eG′
²²

G
f // G′

H est appelé le noyau de f .

1.1.5 Exemples
Soit G un Z-foncteur en groupes, représentable par un Z-schéma encore noté G. G peut

être vu comme un S-foncteur en groupes, noté GS , qui est alors représentable par GS :=
G ×Z S. Dans les exemples qui suivent, on dé�nit des Z-schémas en groupes, qu'on étend
par changement de base pour dé�nir les groupes correspondants sur S. En particulier, si
G = Spec(Z[Xi]/I) alors GS = SpecS(OS [Xi]/I).
On note BT la Z-algèbre BT := Γ(T, OT ).

a) Le groupe additif.
Soit Ga le Z-foncteur qui à T associe le groupe (BT , +).
Il est représentable par Ga = Spec(Z[u]) = A1.

b) Le groupe multiplicatif.
Soit Gm le Z-foncteur qui à T associe le groupe (B∗

T ,×).
Il est représentable par Gm = Spec(Z[u, u−1]).

c) Le groupe linéaire.
Soit GLn(n ≥ 1) le Z-foncteur qui à T associe le groupe GLn(BT ) des matrices inversibles
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d'ordre n à coe�cients dans BT .
Il est représentable par GLn = Spec( Z[Xi,j ,Y ]

Y.(det(Xi,j))−1).

d) Les groupes diagonalisables.
Soit X un groupe abélien. Soit Z[X] son algèbre de groupe. On rappelle que si A est un an-
neau, G1 et G2 sont des groupes alors A[G1 ×G2] = A[G1]⊗A[G1].
Soit D(X) le Z-foncteur qui à T associe le groupe HomAb(X,B∗

T ) = HomZ−Alg(Z[X], BT ). Il
est représentable par Spec(Z[X]).
Si X = Z alors Z[X] = Z[u, u−1], via la �èche 1 7→ u. Donc D(Z) = Gm. D'après le rappel, on
a alors D(Zn) = Gm

n.
Si X = Z/nZ(n ≥ 1) alors HomAb(X,B∗

T ) = {b ∈ BT | bn = 1}. Le schéma D(X) est alors
noté µn et est appelé le schéma des racines niemes de l'unité.
Soit en�n X un groupe abélien de type �ni. X est alors un produit �ni de groupes cycliques
(éventuellement in�nis). D(X) est donc isomorphe à un produit �ni de copies de Gm et de µn.
Un S-schéma en groupes isomorphe à un D(X)S , où X est un groupe abélien de type �ni, est
appelé groupe diagonalisable.

e) Le groupe G = Spec(Z[u, 1
1+2u ]).

Soit G le Z-foncteur qui à T associe G(T ) := {b ∈ BT | 1 + 2b ∈ B∗
T }. Pour b, b′ ∈ G(T ),

on pose b ∗ b′ := b + b′ + 2bb′. Véri�ons que (G(T ), ∗) est un groupe d'élément neutre 0.
Pour b, b′ ∈ G(T ),on a 1 + 2b ∗ b′ = 1 + 2(b + b′ + 2bb′) = (1 + 2b)(1 + 2b′) ∈ G(T ). On
véri�e l'associativité par un calcul direct. En�n, on a b ∗ b′ = 0 ⇔ b′ = −b/(1 + 2b) et
1 + 2[−b/(1 + 2b)] = 1/(1 + 2b) ∈ G(T ).
Donc G est un Z-foncteur en groupes. Il est représentable par G := Spec(Z[u, 1

1+2u ]).

1.2 Actions et Quotients
1.2.1 Dé�nitions

a) Un S-schéma en groupes G agit sur un S-schéma X quand on s'est donné un S-
morphisme σ : G×X → X tel que les diagrammes suivants sont commutatifs.

G×G×X
1G×σ //

m×1X

²²

G×X

σ

²²
G×X σ

// Y

X
1X // X

S ×X
eG×1X

// G×X

σ

OO

b) Soit σ une action de G sur X dans Sch/S
On dit que (Y, p), où Y est dans Sch/S et p un S-morphisme p : X → Y , est un quotient
catégorique de X par G quand :

b.1.) Le diagramme suivant est commutatif

G×X
σ //

p2

²²

X

p

²²
X p

// Y
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b.2.) Pour tout (Z, f), où Z est dans Sch/S et f un S-morphisme
f : X → Z tel que f ◦σ = f ◦p2, il existe un unique S-morphisme f : Y → Z tel que f = f ◦p

Une autre notion naturelle de quotient dans Sch/S est le quotient géométrique (on montre
que s'il existe alors il est un quotient catégorique).
Dans la suite, tous les quotients seront des quotients catégoriques.

1.2.2 Quotients et catégories
On peut plonger la catégorie Sch/S dans diverses catégories.

Exemples :

i) Par dé�nition, elle se plonge dans la catégorie Ann des espaces annelés.

ii) Par le lemme de Yoneda, elle se plonge dans la catégorie Hom((Sch/S)◦, Ens) des
foncteurs contravariants de Sch/S dans Ens

Si C est une catégorie dans laquelle on plonge Sch/S, on cherche un quotient dans C.
Autrement dit, on cherche un objet X/G de C et un morphisme p : X → X/G dans C tels
que tout morphisme G-équivariant de C se factorise à travers X/G via p.

a) Les espaces annelés
On plonge Sch/S dans Ann.

Désignons par |X| l'espace topologique sous-jacent à X, par p la projection canonique
p : |X| → |X| /G et par OG

X le faisceau des fonctions G-invariantes de X.

Alors on véri�e que l'espace annelé (|X| /G, p∗(OG
X)) est un quotient X/G dans Ann.

Cependant, ce n'est pas en général un schéma. Il faut donc chercher d'autres catégories.

b) Un exemple

Voyons un exemple illustrant le fait que le quotient dépend de la catégorie dans laquelle
on plonge Sch/S.

Soit k un corps, C la catégorie des schémas quasi-a�nes de type �ni sur k et D la catégorie
des schémas quasi-projectifs de type �ni sur k.
Soit X = An

k et G = Gm. G agit sur X par homothétie.
On démontre alors que dans D, on a X/G = Pn

k tandis que dans C, on a X/G = Spec(k)

1.2.3 Quotient fpqc

On rappelle qu'un diagramme d'ensembles A
f // B

g,h // C est dit exact si f induit une
bijection de A sur l'ensemble des b de B tels que g(b) = h(b).

a) Dé�nitions
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i) On appelle préfaisceau d'ensembles sur Sch/S un foncteur F : (Sch/S)◦ → Ens.

ii) On dit qu'un tel préfaisceau F est un faisceau pour la topologie de Zariski si pour tout
T de Sch/S et tout recouvrement ouvert (Ui) de T le diagramme canonique suivant est exact
F (T ) //

∏
i F (Ui) //

∏
i,j F (Ui ∩ Uj) et si F transforme isomorphismes en isomorphismes.

On rappelle qu'un S-morphisme f : T ′ → T est �dèlement plat et quasi-compact (fpqc)
si :
- f est surjectif et plat (�dèlement plat)
- l'image réciproque de tout ouvert a�ne de T est réunion d'un nombre �ni d'ouverts a�nes
de T ′ (quasi-compact)

iii) On dit qu'un préfaisceau F sur Sch/S est un faisceau fpqc si F est un faisceau pour la
topologie de Zariski et si, pour tout S-morphisme fpqc f : T ′ → T , le diagramme canonique
suivant est exact :

F (T ) // F (T ′) // F (T ′ ×T T ′)

b) Quotient, représentabilité

A présent, on plonge Sch/S dans Hom((Sch/S)◦, Ens) et on identi�e X dans Sch/S au
foncteur hX : T 7→ HomS(T,X).

Le théorème suivant permet �nalement de plonger Sch/S dans la catégorie des faisceaux
fpqc.

Théorème 1 Pour tout X dans Sch/S, le préfaisceau hX est un faisceau fpqc sur Sch/S.

La théorie générale des faisceaux sur Sch/S dit alors que le quotient existe dans la caté-
gorie des faisceaux fpqc. Plus précisément, à tout préfaisceau F sur Sch/S on peut associer
un faisceau fpqc, unique à unique isomorphisme près. Le faisceau quotient qu'on note X̃/G
est alors le faisceau associé par ce procédé au préfaisceau F : T 7→ X(T )/G(T ).

En�n, le théorème qui suit ([Ray]) permet d'obtenir un quotient dans Sch/S, ayant des
propriétés satisfaisantes :

Théorème 2 Soit X dans Sch/S et G un S-schéma en groupes �ni et plat sur S agissant
sur X via un morphisme σ : G×X → X.
On suppose :
i) G agit fortement librement sur X i.e. le morphisme p2 × σ : G × X → X × X est une
immersion fermée.
ii) Toute orbite sous G est contenue dans un ouvert a�ne de X.
Alors, le faisceau quotient fpqc X̃/G est représentable par un S-schéma X/G.

De plus, si S = Spec(R), X = Spec(A) et G = Spec(B), alors X/G = Spec(A0) où A0 est
le sous-anneau des éléments G-invariants de A.
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En appliquant le lemme de Yoneda, on obtient que le S-schéma X/G ainsi obtenu est un
quotient catégorique dans Sch/S.

1.3 Algèbres de Lie
1.3.1 Dé�nitions et premières propriétés

Soit X un schéma sur S. Le faisceau des di�érentielles Ω1
X/S est alors un OX -module loca-

lement libre. Soit Y un X-schéma et u son morphisme de structure. On note Y [ε] le schéma
Y [ε] := SpecY (OY [ε]) et i l'immersion fermée i : Y → Y [ε] dé�nie sur les faisceaux par ε 7→ 0.

Lemme 1 Soit TX le �bré tangent de X. TX est le X-foncteur dé�ni par

TX(Y ) = {f : Y [ε] → X | f ◦ i = u}

Alors TX est représentable par le �bré vectoriel V(Ω1
X/S).

Démonstration : Soit f ∈ TX(Y ). En se restreignant aux ouverts a�nes de Y , il est clair
que i est un homéomorphisme donc la composante topologique de f est celle de u. Alors f
est déterminé par le morphisme f ] : OX → u∗OY [ε] = u∗OY ⊕ εu∗OY . Ainsi f ] = u] ⊕ εδ et
la donnée de f est alors équivalente à celle de δ. Un calcul standard montre que δ est une
dérivation. Donc

TX(Y ) = Der(OX , u∗OY ) = HomOX−Mod(Ω1
X/S , u∗OY )

i.e.

TX(Y ) = HomOX−Alg(Sym(Ω1
X/S), u∗OY ) = HomX−Sch(SpecX(u∗OY ),SpecX(Sym(Ω1

X/S)))

Or tout morphisme de Y dans un spectre relatif sur X se factorise de façon unique à travers
son enveloppe a�ne Y aff := SpecX(u∗OY ). Donc TX(Y ) = HomX−Sch(Y,V(Ω1

X/S)). ¤

Soit à présent G un schéma en groupes lisse sur S. On dé�nit le S-foncteur en groupes
Lie(G/S) par :

Lie(G/S)(Y ) = ker(G(Y [ε]) → G(Y ))

Donc Lie(G/S) est représentable par le S-schéma Lie(G/S) = TG ×(G,eG) S, tel que le
diagramme suivant soit cartésien.

Lie(G/S) //

²²

TG

²²
S

eG // G

Comme G est lisse sur S, ω1
G/S := e∗GΩ1

G/S est un OS-module localement libre. Or on
a Lie(G/S) = TG ×(G,eG) S = V(e∗GΩ1

G/S). Donc Lie(G/S) = V(ω1
G/S) est un �bré vec-

toriel de rang n = dim(G/S). On note L ie(G/S) le faisceau de ses sections. On a donc
L ie(G/S) = ω1

G/S
∨ := H omOS

(ω1
G/S , OS).
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Etudions la fonctorialité de la formation de l'algèbre de Lie.
Soit f : G → H un morphisme de Gr/S. On a un diagramme commutatif

G(Y [ε]) //

²²

G(Y )

²²
H(Y [ε]) // H(Y )

Donc f induit un morphisme de foncteurs, et donc de S-schémas Lie(f) : Lie(G/S) →
Lie(H/S). On en déduit un morphisme de OS-modules L ie(f) : L ie(G/S) → L ie(H/S).

Pour �nir ce paragraphe, montrons que la formation de l'algèbre de Lie commute au chan-
gement de base. Soit f : S′ → S un morphisme, G′ := G ×S S′ et p1 : G′ → G la première
projection. Alors, on a Ω1

G′/S′ = p∗1Ω
1
G/S . En appliquant e∗G′ , on obtient ω1

G′/S′ = e∗G′p
∗
1Ω

1
G/S =

f∗e∗GΩ1
G/S = f∗ω1

G/S . Donc V(ω1
G′/S′) = SpecS′(Sym(f∗ω1

G/S)) = SpecS(Sym(ω1
G/S)) ×S S′.

On a bien alors : Lie(G′/S′) = Lie(G/S)×S S′.

Dans la suite, on note g le schéma Lie(G/S) et par abus de notation, on note aussi g le
OS-module L ie(G/S). Le sens de g sera parfois précisé, selon le contexte.
En particulier, si S = Spec(A) alors g est un schéma a�ne. Dans ce cas, la A-algèbre Γ(g, Og)
est une algèbre de polynômes qu'on note A[g].

1.3.2 Action adjointe et quotient adjoint
Soit T un S-schéma. Alors g ∈ G(T ) dé�nit Int(g) qui est la conjugaison par g dans

G(T [ε]). Comme Int(g) préserve g(T ) ⊂ G(T [ε]), on en déduit un morphisme de groupes
G(T ) → Aut(g(T )). On dé�nit alors une représentation G(T ) × g(T ) → g(T ) puis par le
lemme de Yoneda un morphisme Ad : G× g → g.

Soit u le morphisme de structure u : g → S. Une fonction f sur g est une section globale
de u∗Og ou encore un S-morphisme f : g → A1

S . On considère le diagramme suivant.

G× g
Ad //

p2

²²

g

f
²²

g
f // A1

S

Une fonction sur g est G-invariante si le diagramme correspondant de faisceaux est commutatif.
Dans la suite, on appelle quotient adjoint le schéma SpecS(f∗OG

g ) où OG
g est le faisceau des

fonctions invariantes de g sous l'action adjointe. En particulier si S = Spec(A) alors le quotient
adjoint est Spec(A[g]G).

2 Groupes de Chevalley
Comme on le verra ci-dessous, un groupe de Chevalley G sur S est, par dé�nition, a�ne

sur S au sens où son morphisme de structure est a�ne. Décrivons alors les objets dans le cas
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où S = Spec(A) :

G et son algèbre de Lie g sont des schémas a�nes : G = Spec(B). G peut être vu comme
un foncteur représentable (covariant) de la catégorie des A-algèbres dans celle des groupes
puisque HomS(T, Spec(B)) = HomA−alg(B, Γ(T, OT )).

2.1 Structure des groupes de Chevalley
Soit (V, Φ) un système de racines.

On note Q(R) le réseau des racines i.e. le sous-Z-module de V engendré par les racines et
P (R) le réseau des poids i.e. P (R) := {v ∈ V | ∀α ∈ R, 〈α∨, v〉 ∈ Z}.

2.1.1 Rappels sur les groupes sur un corps algébriquement clos
Dans ce paragraphe, k désigne un corps algébriquement clos. Les groupes considérés sont

a�nes sur k. On les voit comme des foncteurs covariants de k −Alg dans Gr.
Lie(G) est alors le foncteur dé�ni par : Lie(G)(R) = ker( G(R[ε]) ε7→0 // G(R) ). On note g la
k-algèbre de Lie Lie(G)(k) et on a alors Lie(G)(R) = g⊗k R.

Un groupe a�ne lisse et connexe est dit réductif (resp. semi-simple) quand il ne possède
pas de sous-groupe distingué lisse connexe et unipotent (resp. résoluble) non trivial.
Un groupe réductif est dit déployé s'il contient un tore maximal déployé i.e. isomorphe à
un produit de Gm sur k. Les tores maximaux sont conjugués de sorte qu'on peut en �xer un,
qu'on note T . Le groupe X(T ) = Homk(T,Gm) est alors un Z-module libre, indépendant de T .

Dans la suite de ce paragraphe, on �xe un groupe réductif déployé G sur k, T un tore
maximal et Z son centre.
T agit sur GLg par restriction de l'action adjointe. Comme T est un groupe diagonalisable on
a une décomposition : g = g0 ⊕

⊕
α gα où g0 est le sous-espace sur lequel T agit trivialement

et gα celui sur lequel il agit par la caractère α.
Ainsi, gα = {v ∈ g | ∀R, t ∈ T (R),Ad(t).(v ⊗ 1) = α(t).(v ⊗ 1)}. Les caractères non nuls qui
apparaissent dans cette décomposition sont appelés les racines de G relativement à T .

G est dit de plus simple s'il n'a pas de sous-groupe distingué de dimension strictement
positive. Soit V = X(T )⊗Z R et Φ l'ensemble des racines de G relativement à T .

Si G est simple alors on montre que (V,Φ) est un système de racines irréductible et réduit.

2.1.2 Dé�nitions sur une base quelconque
On rappelle que les �bres géométriques d'un S-schéma X sont les Xs̄ := X ×S Spec(k(s))

où k(s) est une clotûre algébrique de k(s).

Par dé�nition, G est un groupe réductif sur S quelconque s'il véri�e les conditions sui-
vantes :
- G est a�ne et lisse sur S.
- Pour tout s ∈ S la �bre géométrique correspondante est un groupe connexe et réductif.
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G est dit déployé s'il contient un tore maximal déployé i.e. isomorphe à un produit de Gm.

Dans la suite, on considère un groupe de Chevalley G déployé simple (au sens où ses �bres
géométriques sont simples) sur S. Soit T un tore maximal et X(T ) := HomS(T,Gm) son
groupe des caractères.
On dit qu'un caractère r ∈ X(T ) est une racine de G relativement à T si et seulement si pour
tout s ∈ S, rs̄ ∈ Hom

k(s)
(Ts̄,Gm,s̄) est une racine de Gs̄ relativement à Ts̄.

On a encore que (V, Φ) est un système de racines irréductible et réduit, où V = X(T )⊗Z R et
Φ l'ensemble de ces racines.

2.1.3 Théorème de rigidité
Comme la formation de l'algèbre de Lie est compatibilite au changement de base, le résultat

qui suit permet de se ramener au cas où G est dé�ni sur Z.

Théorème 3 Soit G un groupe de Chevalley déployé simple sur S. Alors il existe un unique
groupe de Chevalley déployé simple G0 sur Z tel que G = G0 ×Z S.

2.1.4 Classi�cation
Le résultat qui précède montre aussi qu'il su�t de classi�er les groupes de Chevalley

déployés simples sur Z. On a déjà :

Théorème 4 Pour tout système de racines irréductible et réduit R, il existe un unique (à
isomorphisme près) Z-groupe de Chevalley déployé simple G̃(R), dont le système de racines
est R et dont le centre Z̃ a pour groupe de caractères P (R)/Q(R).

Pour chacun de ces systèmes de racines, on véri�e directement qu'un groupe connu convient.
Par exemple pour An, SLn+1 convient.

Plus précisément, on peut décrire tous les groupes de Chevalley déployés simples sur Z de
système de racines donné, de façon à obtenir une classi�cation :
Soit G est un tel groupe et T un tore maximal. On lui associe alors son système de racines R
et son groupe de caractères M = X(T ), qui est un réseau tel que Q(R) ⊂ M ⊂ P (R).
Réciproquement, soit R un système de racines irréductible et réduit, et M un réseau tel que
Q(R) ⊂ M ⊂ P (R). On leur associe le groupe G(R, M) := G̃(R)/N où N est l'intersection
des noyaux connexes des caractères Z̃ → Gm qui sont dans M/Q(R) ⊂ P (R)/Q(R).

On véri�e alors que ces �èches sont réciproques l'une de l'autre. Ainsi, les groupes de
Chevalley déployés simples sont paramétrés par leur type : la donnée de leur système de racines
et d'un réseau intermédiaire entre celui des racines et celui des poids.

2.2 Non-annulation des di�érentielles des racines pour G 6= Sp2n

2.2.1 Un lemme combinatoire
Lemme 2 Soit R un système de racines irréductible et réduit. On note Q(R) le réseau des
racines et P (R) le réseau des poids. Supposons qu'il existe α ∈ R, λ ∈ P (R), l ∈ N tels que
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α = lλ avec l ≥ 2. Alors l = 2, et R est soit de type A1, soit de type Cn et α est une racine
longue.

Démonstration : Supposons que R soit un des systèmes de racine dé�ni dans [BLie, Planches
I à IX] dont on reprend les notations et les résultats. Notamment, on �xe une base (εi) ortho-
normée pour un produit scalaire ( | ) invariant par le groupe de Weyl.
Si R est de type A1 alors les racines sont α = ε1−ε2 et −α. Comme ε1−(ε1+ε2)/2 = (ε1−ε2)/2
est un poids, α est bien le double d'un poids. Supposons à présent que R soit de rang supérieur
strict à 1.
Comme λ est un poids, l'hypothèse entraîne que :

∀β ∈ R, 〈β∨, α〉 = l〈β∨, λ〉 ∈ lZ (1)

Soit β une racine.
Si α et β ont même longueur, l'étude de la position relative de deux racines montre que
〈β∨, α〉 ∈ {−1, 0, 1}. Si on sait aussi que 〈β∨, α〉 6= 0 alors (1) est impossible car l ≥ 2.
Sinon, on rappelle que toute racine est l'image par un élément du groupe de Weyl d'une racine
simple. Donc (1) reste vraie pour une racine simple dans l'orbite de α et on peut supposer que
α en est une. Alors comme l ≥ 2, dans le diagramme de Dynkin de R, les arêtes contenant le
sommet correspondant à α sont multiples.
Les seuls cas possibles sont donc : Bn(n ≥ 2), Cn(n ≥ 2), F4 et G2. Le cas F4 est impossible.
Si R est de type Bn avec n ≥ 3 alors α doit être égal à αn. Or αn−1 = εn−1 − εn, αn = εn

donc 〈α∨n−1, αn〉 = 2 (αn−1|αn)
(αn−1|αn−1) = −1, ce qui contredit (1) pour β = αn−1.

Si R est de type Cn(n ≥ 2) alors α doit encore être égal à αn, qui est une racine longue dans
ce cas. Or αn = 2εn donc α est bien le double d'un poids. Comme B2 = C2, le cas B2 est
traité.
Si R est de type G2 alors P (R) = Q(R). Mais comme R est supposé réduit, il est impossible
qu'une racine soit multiple d'un poids. ¤

2.2.2 Corollaire
Lemme 3 Soit G un groupe de Chevalley déployé simple sur un corps k. Soit T un tore
maximal, M := X(T ) son groupe des caractères et t son algèbre de Lie. On suppose que
G 6= Sp2n(n ≥ 1) ou p := car(k) 6= 2.
Alors il existe une extension �nie K de k et un point t ∈ tK telle que ∀α ∈ R, dα(t) 6= 0.

Démonstration : On identi�e t à t(k). Or l'espace des formes linéaires sur t s'identi�e à
M ⊗Z k. Donc la forme linéaire dα est nulle si et seulement si α ∈ pM . Comme G 6= Sp2n

ou p 6= 2, le lemme précédent implique que cela ne se produit pas. Donc ∀α ∈ R, dα est non
nulle. En prennant éventuellement une extension �nie K/k, tK n'est pas union des hyperplans
{dα = 0}, qui sont en nombre �ni. D'où le résultat. ¤

2.3 Eléments réguliers
2.3.1 Dé�nition et premières propriétés

Soit g une algèbre de Lie de dimension n sur un corps k. Pour tout x ∈ g on note
χ(x) = tn + c1(x)tn−1 + · · ·+ cn−1(x)t + cn(x) le polynôme caractéristique de adx. Les coe�-
cients de χ(x) sont des polynômes homogènes en les coordonnées de x dans une base de g.
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Le rang de g est le plus petit entier l tel que cd−l 6= 0, et on pose δ := cn−l. Un élément
x ∈ g est dit régulier si le nilespace g0(adx) := ker(adx)n de g relativement à x est de dimen-
sion minimale l. Un élément x est régulier si et seulement si δ(x) 6= 0.

Exemple :
Soit g = sl2. Un élément x ∈ g s'écrit x =

(
a b
c −a

)
. Alors χ(x) = t3 − 4(bc + a2)t. Ainsi si

car(k) 6= 2, x est régulier si et seulement si bc + a2 6= 0.

Considérons à présent le cas d'une base quelconque.
On traite le cas a�ne S = Spec(A) où A est un anneau, le cas général s'en déduit par recolle-
ment. g est donc l'algèbre de Lie d'un S-schéma en groupes connexe lisse G de dimension n.
On identi�e g à L ie(G/S)(A) qui est un A-module libre de rang n. Comme dans le cas d'un
corps, pour tout x ∈ g, adx dé�nit un A-endomorphisme de g, de polynôme caractéristique
χ(x). De même que précédemment, les coe�cients de χ(x) sont des polynômes homogènes en
les fonctions coordonnées Xi sur g. En particulier, δ dé�nit un élément de A[g] = A[Xi] qui
est invariant sous l'action adjointe.

On note Sing(g) le sous-schéma fermé de Lie(G/S) des éléments singuliers, dé�ni par
l'équation δ = 0 et Reg(g) son complémentaire, le sous-schéma ouvert des éléments réguliers.
On note encore Sing(t) et Reg(t) les sous-schémas correspondants de t.

On appelle lieu singulier de g le sous-schéma fermé Sing(g).

2.3.2 Le lieu singulier est un diviseur de Cartier relatif
On appelle diviseur de Cartier relatif d'un S-schéma X un diviseur de Cartier e�ectif dans

X qui est plat sur S.

Lemme 4 Soit G un groupe de Chevalley déployé simple sur S, avec G 6= Sp2n, n ≥ 1.
Soit s : Sing(g) → S le morphisme de structure du lieu singulier de g. Alors s∗OSing(g) est un
OS-module libre, et en particulier Sing(g) est un diviseur de Cartier relatif de g sur S.

Démonstration : On rappelle que G = G0 ×S Z où G0 est dé�ni sur Spec(Z). Comme la
formation de tous ces objets est compatible avec le changement de base, on peut supposer que
S = Spec(Z).

Alors Z[g] est une algèbre de polynômes et Sing(g) : δ = 0 a pour anneau de fonctions
Z[g]/(δ), dont il s'agit de montrer que c'est un Z-module libre. Or δ est un polynôme homo-
gène donc cet anneau est gradué. Il su�t alors de montrer qu'il est plat sur Z car alors ses
composantes homogènes seront plates et comme elles sont de type �ni, elles seront libres sur
Z et par suite Z[g]/(δ) aussi. Il su�t donc de prouver que Z[g]/(δ) est plat sur Z.
D'après le corollaire au théorème 22.6 de [Ma], il su�t de montrer que l'idéal engendré par les
coe�cients de δ contient 1 i.e. qu'ils sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Il s'agit donc de voir que δ est une fonction non nulle modulo chaque nombre premier p. On
peut donc supposer que S = Spec(k) où k est un corps de cractéristique p et aussi algébri-
quement clos. Soit T un tore maximal et t son algèbre de Lie. D'après le corollaire au lemme
combinatoire, il existe t ∈ tk tel que ∀α ∈ R, dα(t) 6= 0. Alors δ(t) est le produit des dα(t), au
signe près. Donc δ n'est pas la fonction nulle. ¤
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3 Le morphisme de Chevalley
On se donne toujours un groupe de Chevalley simple déployé G sur S. T est un tore maxi-

mal. Leurs algèbres de Lie respectives sont notées g et t. On note W le groupe de Weyl.
Le morphisme canonique t ⊂ g induit un morphisme π : t/W → g/G appelé le morphisme de
Chevalley.

Donnons un résultat préliminaire ; il s'agit du théorème 11.10.9. dans [EGA].

Théorème 5 Soit X et Y des S-schémas avec X plat sur S et Y de présentation �nie sur S.
Soit f : X → Y un morphisme de S-schémas tel que pour tout s ∈ S le k(s)-morphisme
fs : Xs → Ys est schématiquement dominant.
Alors f est universellement schématiquement dominant i.e. pour tout S-schéma S′, le S′-
morphisme fS′ : XS′ → YS′ est schématiquement dominant.

3.1 Un isomorphisme fondamental
Théorème 6 Soit S un schéma et G un groupe de Chevalley simple déployé sur S avec
G 6= Sp2n. L'action adjointe dé�nit par restriction et quotient un morphisme
b : G/T × Reg(t) → Reg(g) qui induit un morphisme b̄ : (G/T ×Reg(t))/W → Reg(g).
Alors b̄ est un isomorphisme.

Démonstration : Comme la formation de tous ces objets est compatible avec le changement
de base, on peut supposer que S = Spec(Z).

On procède en plusieurs étapes.

i) b est surjectif
Soit c = Ad : G × Reg(t) → Reg(g). Si x ∈ Reg(g) alors son centralisateur z(x) est une
sous-algèbre de Cartan de g. Or celles-ci sont conjuguées sous G donc ∃g ∈ G tel que
(Ad g)(t) = z(x). Ainsi ∃y ∈ t tel que (Ad g)(y) = x et y ∈ Reg(t). Donc c = Ad est
surjectif. Comme b ◦ (p× idReg(t)) = c, b est surjectif.

ii) b est étale
a) b est lisse
Soit c = Ad : G× Reg(t) → Reg(g)
Source et but de c sont lisses sur S, donc en particulier plats. Alors, le critère de lissité �bre
à �bre s'applique et il su�t de montrer que pour tout s ∈ S, le morphisme cs = c × idk(s)

est lisse. La lissité étant stable par changement de base, source et but de cs sont encore lisses.
Comme ce sont de plus des schémas sur le corps résiduel k(s) de s, il su�t de montrer que la
di�érentielle dcs de cs est surjective en chaque point.

Soit s ∈ S. On pose k = k(s). Comme la formation de l'algèbre de Lie commute au change-
ment de base, on a Lie(Gk) = (Lie(G))k. On la note gk. Par homogénéité, il su�t de montrer
que la di�érentielle de cs est surjective en un point (1,t) avec t ∈ Reg(t). Calculons alors
ψ = dc(1,t) : gk × tk → gk.
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Par dé�nition, on a Ad(1 + x) = Ad(1) + ad(x) à l'ordre 1. Donc c(1 + x, t + τ) =
(Ad(1 + x))(t + τ) = Ad(1)(t + τ) + ad(x)(t + τ) et c(1 + x, t + τ) = t + τ + [x, t] + [x, τ ] (par
dé�nition du crochet).
Or, toujours à l'ordre 1, on a c(1+x, t+τ) = c(1, t)+dc(1,t)(x, τ) Comme c(1, t) = Ad(1)(t) = t
et [x, τ ] est d'ordre 2, on obtient : ψ(x, τ) = dc(1,t)(x, τ) = τ + [x, t].

On rappelle que gk = tk ⊕
⊕

α∈R gα et ∀t ∈ tk ∀x ∈ gα on a [t, x] = dα(t)x. D'après le
corollaire au lemme combinatoire, on peut choisir t ∈ tk tel que ∀α ∈ R, dα(t) 6= 0. Pour un
tel t on a alors ψ(gk × {0}) =

⊕
α[gα, t] =

⊕
α gα. Clairement, on a ψ({0} × tk) = tk. Donc ψ

est surjective.

b) Conclusion
On a dim(G/T ) = dim(G) − dim(T ) et dim(Reg(g)) = dim(g) = dim(G) car Reg(g) est
ouvert dans g et G est lisse. De meme dim(Reg(t)) = dim(T ). Alors dim((G/T ) × Reg(t)) =
dim(G/T ) + dim(Reg(t)) = dim(g). Donc b étant lisse de dimension relative nulle, b est étale.

iii) W agit transitivement sur les �bres de b.
Soit (ḡ, x) et (h̄, y) ayant même image par b avec x, y ∈ G/T et x, y ∈ Reg(t).
Ainsi (Ad g)(x) = (Adh)(y), où g (resp.h) est un représentant de ḡ (resp.h̄), et si on pose
w = h−1g alors (Ad w)(x)=y. Or (Adw)(z(x)) = z((Adw)(x)) (car Ad est une représentation).
Donc (Adw)(z(x)) = z(y). Mais alors z(x) = z(y) = t car x et y sont des éléments réguliers et
�nalement (Ad(w))(t) = t.

Comme T est l'unique tore maximal d'algèbre de Lie t, w normalise T . Par conséquent, w
dé�nit un élément du groupe de Weyl W = NG(T )/T .

iv) b est étale donc l'action de W sur ses �bres est libre. ([SGA1], ChV, �2, corollaire 2.4.)
De plus cette action est transitive et b est surjectif donc b̄ : (G/T ×Reg(t))/W → Reg(g) est
un isomorphisme. ([SGA1], ChV, �2, proposition 2.6.) ¤

3.2 Le morphisme de Chevalley est schématiquement dominant
Théorème 7 Soit S un schéma et G un groupe de Chevalley simple déployé sur S avec G 6=
Sp2n.
Alors le morphisme de Chevalley π : t/W → g/G est schématiquement dominant.

Démonstration : La question est locale sur S. Donc on peut supposer que S = Spec(A). On
doit alors montrer que le morphisme π∗ : A[g]G → A[t]W est injectif.

Soit ϕ : G× t → g le morphisme obtenu par restriction de l'action adjointe.

On suppose d'abord que S = Spec(Z). Les schémas G× t et g sont plats sur Z (car lisses).
De plus, d'après la preuve de l'isomorphisme fondamental, ϕ est lisse donc schématiquement
dominant dans les �bres au-dessus de Spec(Z). Donc le théorème 11.10.9. de [EGA] assure que
ϕ est universellement schématiquement dominant.

Soit S = Spec(A) avec A quelconque. Comme dans la démonstration de l'isomorphisme
fondamental, on peut supposer que S = Spec(Z). Donc d'après le cas S = Spec(Z), ϕ est
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schématiquement dominant. Ainsi, le morphisme ϕ∗ : A[g] → A[G]⊗A A[t] est injectif.

Soit f ∈ A[g]G tel que f|t = 0. On fait agir G sur lui-même par translation à gauche,
trivialement sur t et par l'action adjointe sur g. Alors ϕ est G-équivariant (car Ad : G → Glg est
un morphisme de groupes). Donc ϕ∗(f) ∈ (A[G]⊗AA[t])G = A[G]G⊗AA[t] = A⊗AA[t] = A[t].
Par conséquent, ϕ∗(f) = 1⊗ f|t = 0. Comme ϕ∗ est injectif, on en déduit que f = 0. ¤

3.3 Le morphisme de Chevalley est un isomorphisme
On veut montrer que π : t/W → g/G est un isomorphisme. On peut alors supposer que

S = Spec(A) : On veut montrer que toute fonction W -invariante sur t se prolonge de façon
unique en une fonction G-invariante sur g.
Le point clef de la preuve est de montrer que si a ∈ A[g]G, alors δ|t | a|t implique δ | a où δ
est l'équation du lieu singulier dans g. Le lemme qui suit permet de réduire au cas où A est
local et complet.

Lemme 5 Soit k un corps et V un k-espace vectoriel. On fait agir G trivialement sur V et
par l'action adjointe sur k[g]. On considère le k[g]-module V [g] := V

⊗
k[g] muni de l'action

donnée par le produit tensoriel. Soit d ∈ k[g] et a ∈ V [g] tels que d est G-invariant et la classe
de a modulo dV [g] est G-invariante. Alors d|t | a|t implique d | a.

Démonstration : On peut supposer que V = k en considérant les coordonnées de a dans
une base de V , puis que k est algébriquement clos. g est un �bré vectoriel sur Spec(k) ; on
l'identi�e au k-espace vectoriel g(k) et G au groupe G(k). Précisons aussi que k[g] est une
k-algèbre de polynômes.

Montrons un résultat préliminaire : Si x ∈ g(k) véri�e d(x) = 0 alors a est constante sur
l'adhérence de l'orbite de x, (qu'on appellera l'orbite fermée de x), notée G.x.
a est invariant modulo d donc ∀g ∈ G,∃r ∈ k[g] | g−1a = a+dr i.e. a(gx) = a(x)+d(x)r(x) =
a(x). Ainsi, a est constante sur G.x et donc sur G.x par continuité.

Dans la suite, on �xe une base du système de racines et on considère la sous-algèbre de
Borel b = t⊕ ⊕

α>0 gα.

a) Supposons d'abord que d est sans facteurs carrés.
Montrons que si x ∈ g véri�e d(x) = 0, alors a(x) = 0. Le théorème des zéros de Hilbert et le
fait que l'idéal (d) est radical assureront que d | a.
On peut supposer que x ∈ b. En e�et, les sous-algèbres de Borel de g sont conjuguées et
leur union est g donc il existe g ∈ G tel que x′ := gx est dans b. Or d est G-invariant donc
d(x′) = d(x) = 0. Alors a(x′) = a(x) d'après le résultat préliminaire.
Pour x ∈ b on a x = τ +

∑
α>0 xα où τ ∈ t et xα ∈ gα. On va montrer que τ ∈ G.x et en

déduire que a(x) = 0. En e�et, on peut choisir un élément ω∨ dans le réseau des coracines tel
que nα := 〈ω∨, α〉 est positif pour toute racine positive α . On lui associe un sous-groupe à un
paramètre X : Gm → T tel que α(X(t)) = tnα pour tout α > 0.

Ainsi X agit par X(t).x = τ+
∑

α>0 tnαxα. On en déduit que τ est dans l'orbite fermée de x.

Alors d(τ) = d(x) = 0 car d est G-invariante et continue. D'après le résultat préliminaire,
a(x) = a(τ). Or d|t | a|t donc d(τ) = 0 implique a(τ) = 0 d'où a(x) = 0. Ainsi le lemme est
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démontré pour d sans facteurs carrés.

b) Supposons d quelconque.
On a d = d1d2 où d1 est le produit des facteurs premiers de d de multiplicité 1. Alors d1 est
sans facteurs carrés. Comme d est invariant, pour tout g ∈ G on a gd1.gd2 = d1d2 donc gd1

est sans facteurs carrés. Or k[g] est factoriel donc pour tout g ∈ G on a gd1 = λ(g)d1 où λ est
un caractère de G. Puisque G est connexe, λ = 1 donc d1 est G-invariant.

Or d|t | a|t donc (d1)|t | a|t et d1 | a d'après a) et il existe alors a2 ∈ k[g] tel que a = d1a2.
Si (d1)|t = 0 alors d1 = 0 par invariance et donc a = 0, ce qui prouve le lemme.
Sinon, on a a|t = d1|ta2|t. Or il existe P tel que a|t = d|tP = d1|td2|tP donc (d2)|t | a2|t car k[g]
est intègre. Une récurrence sur le degré de d permet alors de conclure. ¤

Lemme 6 Soit A un anneau local complet et a, d ∈ A[g]G. Alors d|t | a|t implique d | a.

Démonstration : g est un �bré vectoriel sur S = Spec(A) donc A[g] est une algèbre de
polynômes sur A. Soit M l'idéal maximal de A et k = A/M . Pour tout j on a A[g]/M j [g] =
A/M j [g] donc lim←−A[g]/M j [g] = A[g] car A est complet. On construit alors par récurrence un
système projectif (bj) tel que pour tout j, a ≡ bjd modulo M j [g] et deg(bj) ≤ deg(a). Les (bj)
se dé�nissent alors en b ∈ A[g] tel que a = bd car a ≡ bjd modulo M j [g] pour tout j.

Pour a ∈ A[g] on note ā son image dans k[g]. L'action de G sur A[g] induit une action sur
k[g] puis sur k[g]/d̄k[g], commutant par dé�nition aux passages aux quotients des coe�cients
A[g] → k[g] → k[g]/d̄k[g].

Construisons b1 :
Puisque d et a sont G-invariants, d̄ ∈ k[g] l'est aussi, ainsi que la classe de ā modulo d̄k[g].
Or par hypothèse, d|t | a|t donc d̄|t | ā|t car la restriction à t commute au passage au quotient
modulo M . Donc le lemme précédent appliqué à V [g] = k[g] fournit b1.

Supposons bj ∈ A[g]/M j [g] construit :
On va appliquer le lemme précédent au k-espace vectoriel M j/M j+1. On note b′j un représen-
tant de bj dans A[g]. Soit a− b′jd la classe de a−b′jd ∈ M j [g] dans le k[g]-module M j/M j+1[g].

D'une part, la classe de a− b′jd modulo d̄ est G-invariante car a l'est.

D'autre part, on a un diagramme commutatif :

M j [g] //

²²

M j [t]

²²
M j/M j+1[g] // M j/M j+1[t]

Alors, (a− b′jd)|t = (a− b′jd)|t. Or d|t | (a − b′jd)|t car d|t | a|t par hypothèse. Donc
d|t | (a− b′jd)|t i.e. d|t | (a− b′jd)|t

D'après le lemme précédent, il existe c̄ ∈ M j/M j+1[g] tel que a− b′jd = d̄c̄ i.e.
a− b′jd − dc = 0 dans M j/M j+1[g] i.e. a − b′jd − cd ∈ M j+1[g]. On pose alors b′j+1 := b′j + c
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où c ∈ M j [g] est un représentant de c. Si on note bj+1 la classe de b′j+1 modulo M j+1[g], alors
a ≡ (bj+1)d modulo M j+1[g] et bj+1 7→ bj par A/M j+1[g] → A/M j [g] ¤

Lemme 7 Soit A un anneau. Soit δ l'équation du lieu singulier dans g. Soit a ∈ A[g]G tel que
δ|t | a|t. Alors δ | a.

Démonstration : Soit A0 ⊂ A la Z-algèbre de type �ni engendrée par les coe�cients de a et
δ. Il su�t de montrer le résultat pour A0 donc on peut supposer que A est noethérien.

Soit D = Sing(g) = {δ = 0} le lieu singulier et p : D → S = Spec(A) le morphisme de
structure.
Montrons que la condition δ | a dé�nit un sous-schéma fermé de S. D'après un lemme déjà
vu, l'algèbre p∗OD est localement libre sur S. Comme le problème est local, on peut supposer
qu'elle est libre. Soit ai les composantes de a|D sur une base du A-module libre Γ(D,OD) =
OD(p−1(S)).
Soit F : Sch/S → Ens le foncteur tel que pour T ∈ Sch/S :
F (T ) = {∗} si aT |DT

= 0 où {∗} est l'ensemble à un élément et F (T ) = ∅ sinon
On a noté aT (resp.DT ) le pullback de a (resp.D) donnés par le diagramme ci-dessous :

DTÄ _

²²

// DÄ _

²²
gT //

²²

g

²²
T // S

Comme D est un diviseur de Cartier relatif, DT l'est aussi et la formation des ai commute
au changement de base. Ainsi, F (T ) = {∗} ⇔ δT | aT ⇔ ∀i, (ai)T = 0 dans B[g]/(δT ) où
B = Γ(T, OT ) ⇔ le morphisme A → B se factorise à travers B/I où I est l'idéal engendré par
les ai. Donc F est représentable par le sous-schéma fermé S0 = Spec(A/I).

Montrons que S0 = S i.e. que I = 0. Pour s ∈ Spec(A) on note as l'image de a dans As[g].
Comme la restriction à t commute à la localisation des coe�cients, δ|t | a|t ⇒ δs|t | as|t. De
plus, ∀s, δs | as ⇒ ∀s, IAs = 0 ⇒ I = 0. Donc on peut supposer que A est local.
On note â l'image de a dans la complétion Â de A. Or δ|t | a|t ⇒ δ̂|t | â|t dans Â[g]. Donc on
peut supposer que A est complet et local. Alors le lemme précédent permet de conclure que
δ̂ | â.

On note I(δ, a) l'idéal I tel que Spec(A/I) est le sous-schéma fermé dé�ni par la condition
δ | a. Alors I(δ̂, â) = 0 car δ̂ | â. Or I(δ̂, â) = I(δ, a)Â -car la formation de I(δ, a) commute aux
changements de base- i.e. I(δ, a)⊗A Â = 0. Donc I(δ, a) = 0 car A étant supposé noethérien,
Â est �dèlement plat sur A. Alors δ | a. ¤

Théorème 8 Soit S un schéma et G un groupe de Chevalley simple déployé sur S avec
G 6= Sp2n. Alors le morphisme de Chevalley π : t/W → g/G est un isomorphisme.
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Démonstration : La question est locale sur S. Donc on peut supposer que S = Spec(A). On
sait déjà que le morphisme π∗ : A[g]G → A[t]W est injectif. Montrons qu'il est surjectif.

Soit f ∈ A[t]W et f1 la fonction sur G/T × t dé�nie par f1(g, x) = f(x). Le fait que f est
W -invariante entraîne que f1 l'est. Donc elle induit une fonction f2 sur (G/T × t)/W .

On utilise l'isomorphisme fondamental b̄ : (G/T ×Reg(t))/W → Reg(g) pour prolonger f
à g.

Soit h := f2 ◦ b̄−1. On a h : Reg(g) b̄−1
// (G/T × Reg(t))/W

f2 // A1
A .

Or Reg(g) = Spec(A[g]δ) donc h = k
δm où k ∈ A[g] n'est pas divisible par δ et m est un

entier.
Par dé�nition de b, on a h|t = f et il su�t de prolonger h à g.

Supposons alors que m > 1. On remarque que k est G-invariante puisque h l'est et que Reg(g)
est un ouvert schématiquement dense de g.

De plus, on a h|t = f donc k|t = f.δm
|t . Comme f est dé�nie sur t on en déduit que δ|t | k|t.

Le lemme précédent assure alors que δ | k ce qui contredit l'hypothèse m > 1. Ainsi
h ∈ A[g]G et π∗(h) = f . ¤

4 Le groupe SO2n

4.1 Dé�nition de SO2n

On dé�nit SO2n sur Z.

Soit E le Z-module libre de rang 2n. On dé�nit la forme quadratique standard q de E :
Pour v = (x1, y1, ..., xn, yn),

q(v) = x1y1 + ... + xnyn

Elle est non-dégénérée au sens où {q = 0} ⊂ P(E) est lisse sur Z. La forme polaire de q est
dé�nie par

〈v, v′〉 = q(v + v′)− q(v)− q(v′) = x1y
′
1 + x′1y1 + ... + xny′n + x′nyn.

Le groupe orthogonal O2n est l'ensemble des P ∈ GL2n tels que Ψ(P ) = 0 où Ψ est le
morphisme de GL2n dans l'espace des formes quadratiques sur E dé�ni par Ψ(P ) = q ◦P −P .
Son algèbre de Lie o2n est le sous-schéma de gl2n formé des matrices M tels que dΨId(M) = 0
où dΨId(M)(v) = 〈v, Mv〉. On véri�e alors que O2n est lisse sur Z.

On montre qu'il existe un unique élément δ ∈ Z[O2n] tel que det = 1 + 2δ.
Soit G le groupe introduit dans les exemples de schémas en groupes : G = Spec(Z[u, 1

1+2u ]).
Alors on a δ(P1P2) = δ(P1) + δ(P2) + 2δ(P1)δ(P2) car det(P1P2) = det(P1) det(P2).
Ainsi, δ dé�nit un morphisme de schémas en groupes δ : O2n → G.

On dé�nit alors SO2n comme étant le noyau de δ ; il est lisse sur Z.
Le sous-groupe des matrices diagonales dans SO2n est un tore maximal dont on note t l'algèbre
de Lie et Xi les fonctions coordonnées sur t.
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4.2 Invariants du groupe de Weyl
On note encore W l'image du groupe de Weyl dans le groupe des automorphismes de A[t].

Alors W est engendré par les permutations des coordonnées et les ré�exions εi,j qui envoient
Xi et Xj sur leurs opposées et laisse les autres coordonées invariantes. On note σk les fonctions
symétriques élémentaires en n variables.

On calcule alors l'anneau des invariants A[t]W :

Lemme 8 Soit A un anneau. Alors A[t]W est engendré par X1...Xn, σk(Xi
2), et xσk(Xi) où

k < n et x parcourt l'idéal de 2-torsion de A.

Démonstration : Soit F un polynôme invariant. Un monôme sera dit bon si ses exposants
en les Xi ont même parité : il s'agit d'un monôme en les Xi

2 ou d'un produit de X1...Xn par
un monôme en les Xi

2. Il sera dit mauvais sinon.
F s'écrit de manière unique comme somme de sa bonne et de sa mauvaise partie :

F (X1, ..., Xn) = F1(Xi
2, X1...Xn) + F2(Xi).

Or W préserve cette décomposition donc F1 et F2 sont aussi invariants. Ils sont donc
invariants par permutations des coordonnées, d'où

F (X1, ..., Xn) = G1(σk(Xi
2), X1...Xn) + G2(σk(Xi)).

En faisant agir les εi,j , on obtient que les coe�cients de G2 sont dans l'idéal de 2-torsion
de A.

¤

4.3 Le quotient adjoint pour SO2n

On rappelle qu'il existe une unique fonction sur so2n, appelée le pfa�en telle que
det(M) = (−1)n(pf(M))2. De plus, pf est une fonction invariante pour l'action adjointe.

Soit M la matrice universelle de so2n, χ son polynôme caractéristique et pf son pfa�en.
On montre alors que χ est un polynôme pair. On note c2k(1 ≤ k ≤ n) ses coe�cients ; ce
sont des fonctions invariantes sous l'action adjointe. En particulier, le coe�cient constant est
c2n = det(M) = (−1)n(pf(M))2.

4.3.1 Des invariants issus de la caractéristique 2
Soit F2 le corps à deux éléments. En caractéristique 2, la forme polaire est alternée donc les

homothéties sont antisymétriques. On peut alors dé�nir le polynôme caractéristique pfa�en :

πF2(t) = pf(t Id−MF2)

On a : χF2(t) = (πF2(t))
2.

On considère un relèvement particulier de πF2 à Z.

Soit σ : F2 → Z dé�ni par σ(0) = 0 et σ(1) = 1. Soit π le polynome de Z[so2n][t] dé�ni par

π(t) = tn + π1t
n−1 + ... + πn−1t + πn
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où πn := pf(M) et les πi(1 ≤ i ≤ n− 1) sont les images via σ des coe�cients correspondants
de πF2 .

Soit A un anneau et x un élément de 2-torsion de A. On montre alors que tout monôme
x(π1)α1 ...(πn−1)αn−1 dé�nit bien une fonction sur so2n,A, indépendante du relèvement de πF2

à Z choisi. De plus il s'agit d'une fonction invariante.

4.3.2 L'anneau des invariants
Théorème 9 Soit A un anneau, G = SO2n,A et g = so2n,A. Alors

A[g]G = A[c2k; pf;x(π1)ε1 ...(πn−1)εn−1 ]

où 1 ≤ k ≤ n− 1, x parcourt l'idéal de 2-torsion de A et εi = O ou 1, non tous nuls.

Démonstration : Soit B = A[c2k; pf;x(π1)ε1 ...(πn−1)εn−1 ].
G 6= Sp2n donc π∗(A[g]G) = A[t]W = A[σk(Xi

2), X1...Xn, xσk(Xi)].
D'autre part c2k, pf et xπk se restreignent respectivement en ±σk(Xi

2), X1...Xn et xσk(Xi).
De plus, comme π2

k = c2k en caractéristique 2, on a xπ2
k = xc2k.

Donc π∗(B) = A[t]W et �nalement A[g]G = B. ¤

5 Le groupe Sp2n

5.1 Dé�nition de Sp2n

On dé�nit Sp2n sur Z.

Soit E le Z-module libre de rang 2n. On considère la forme alternée ϕ sur E dé�nie par :
Pour v = (x1, ..., xn, xn+1, ..., x2n) et v′ = (y1, ..., yn, yn+1, ..., y2n),

ϕ(v, v′) = x1yn+1 − xn+1y1 + ... + xny2n − x2nyn.

Sp2n est le sous-groupe de GL2n des matrices P qui préservent ϕ. Il est donc dé�ni par les
équations P tJP = J où J =

(
0 In

−In O

)
.

En dérivant, on obtient que son algèbre de Lie sp2n est le sous-schéma de gl2n des matrices
M telles que M tJ + JM = 0. On véri�e alors par un calcul de dimension que Sp2n est lisse
sur Z.

5.2 Le morphisme de Chevalley est toujours schématiquement dominant
On donne quelques notations, suivis de deux lemmes préliminaires.

Soit b ⊂ sl2 la sous-algèbre des matrices triangulaires supérieures.
Soit L (resp.S) l'ensemble des racines longues (resp. courtes) de sp2n.
Soit h ⊂ sp2n la somme t⊕⊕

α∈L sp2n,α.
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Lemme 9 Soit k un corps.
Alors les morphismes bk : (SL2)k × bk → (sl2)k et ck : (Sp2n)k × hk → (sp2n)k obtenus par
restriction de l'action adjointe sont schématiquement dominants.
De plus, h est isomorphe en tant qu'algèbre de Lie à sl2

⊕n.

Démonstration : L'assertion sur bk résulte du fait que sur un corps algébriquement clos,
toute matrice est conjuguée à une matrice triangulaire supérieure.

Pour la seconde assertion, on procède comme pour la démonstration de l'isomorphisme
fondamental. Il su�t de voir que c est lisse et on peut supposer que k est algébriquement clos.
Puis par homogénéité, il su�t de montrer que la di�érentielle de ck en un point de la forme
(1, t) est surjective. ψ = dck(1,t) est dé�nie par (x, τ) 7→ [x, t] + τ .
Or il résulte du lemme combinatoire que les racines courtes ne sont pas multiples entières
d'un poids, donc on peut choisir t ∈ tk tel que dα(t) 6= 0 pour toute racine courte α. Alors⊕

α∈S sp2n,α ⊂ ψ((sp2n)k × {0}). Comme ψ({0} × hk) = hk, l'image de ψ contient
hk ⊕

⊕
α∈S sp2n,α = (sp2n)k. Ainsi ψ est surjective.

La dernière assertion résulte d'un calcul explicite dans l'algèbre de Lie sp2n. ¤

Lemme 10 Soit S = Spec(A) et g = sl2. Alors le morphisme de restriction A[b]T → A[t]W

est injectif.

Démonstration : On fait un calcul explicite pour voir qu'un élément T -invariant de A[b]
s'identi�e à sa restriction à t. ¤

On peut alors démontrer le théorème :

Théorème 10 Soit S un schéma. Soit G = SL2 ou G = Sp2n(n > 1). Alors le morphisme
π : g/G → t/W est encore schématiquement dominant.

Démonstration : La question est locale sur S donc on peut supposer que S = Spec(A). Soit
π∗ : A[g]G → A[t]W le morphisme induit par π. On pose H = SL2

n, qui agit sur h = sl2
⊕n.

Pour SL2, π∗ se décompose en deux morphismes de restriction : A[g]G → A[b]T → A[t]W .
Pour Sp2n(n > 1), π∗ se décompose en : A[g]G → A[h]H → A[t]W .

Les morphismes bk et ck ci-dessus étant schématiquement dominants, on raisonne comme
dans la preuve du théorème pour G 6= Sp2n pour montrer que les morphismes A[g]G → A[h]H

et A[g]G → A[b]T sont injectifs.
Le lemme précédent permet alors de conclure pour SL2.
Pour Sp2n(n > 1), on a h = sl2

⊕n par le premier lemme ci-dessus. Puisque H = SL2
n et que

le théorème est démontré pour SL2, il l'est aussi pour Sp2n.
¤
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5.3 Le quotient adjoint pour SL2

On commence par SL2, pour lequel on va voir que le morphisme de Chevalley n'est pas
un isomorphisme. Soit π∗ : A[g]G → A[t]W le morphisme de restriction.

Soit
(

a b
c −a

)
la matrice universelle de sl2. Alors A[a] est l'anneau des fonctions sur t

sur A. Le calcul de A[t]W est analogue à celui qui précède.

Lemme 11 Soit A un anneau. Alors A[t]W = A[a2] ⊕ aA[2][a2] où A[2] désigne l'idéal de
2-torsion de A.

On pose det(a, b, c) = −a2 − bc.

Lemme 12 Soit A un anneau. Alors A[sl2]SL2 = A[det].

Démonstration : La matrice
(

u 0
0 u

)−1

agit sur les fonctions coordonées comme suit :

a 7→ a, b 7→ u2b et c 7→ u−2c. Donc un polynôme invariant est un polynôme en a et bc.

La matrice
(

1 t
0 1

)
agit comme suit : a 7→ a + tc, b 7→ b− 2ta− t2c et c 7→ c.

Montrons q'il ne peut exister de polynôme homogène invariant non nul de degré impair
2n + 1. Un tel polynôme s'écrit af(a2, bc) où f est homogène de degré n.
Comme f est invariant, on a l'identité

af(a2, bc) = (a + tc)f((a + tc)2, (b− 2ta− t2c)c).

Pour a = 0 on tire tcf(t2c2, bc− t2c2) = 0 soit f(t2c2, bc− t2c2) = 0. Après le changement
de coordonnées d = b− t2c, on a f(t2c2, cd) = 0 = cnf(t2c, d) par homogénéité. Donc f = 0.

Donc π∗(A[sl2]SL2) ⊂ A[a2].
Comme det est invariant et se restreint en −a2, on a π∗(A[det]) = A[a2].
L'injectivité de π∗ permet �nalement de conclure que A[sl2]SL2 = A[det]. ¤

5.4 Le quotient adjoint pour Sp2n

Le sous-groupe de Sp2n formé des matrices diagonales de la forme diag(t1, ..., tn, t1
−1, ..., tn

−1)
est un tore maximal T . On note t son algèbre de Lie et Xi les coordonnées sur t.

On note encore W l'image du groupe de Weyl dans le groupe des automorphismes de A[t].
Alors W est engendré par les permutations des Xi et par les ré�exions εi qui envoient les Xi

sur leurs opposées et laisse invariantes les autres coordonnées.

Le calcul de A[t]W est analogue à ceux qui précèdent.

Lemme 13 Soit A un anneau. Alors A[t]W est engendrée par les σk(X2
i ) et les xσk(Xi), où

k < n et x parcourt l'idéal de 2-torsion de A.

Soit E la représentation naturelle de Sp2n. On a donc un morphisme Sp2n → GLE , qui
induit un morphisme sp2n → gl(E). Soit M la matrice universelle sur gl(E), et χ son polynôme
caractéristique. Les coe�cients de χ sont des fonctions invariantes sous l'action adjointe.
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Théorème 11 Soit A un anneau et G = Sp2n,A. Alors le morphisme de Chevalley
π : t/W → g/G est un isomorphisme si et seulement si A n'a pas de 2-torsion.
De plus, A[g]G = A[c2, c4, ..., c2n] où les c2k sont les coe�cients de χ.

Démonstration : Soit G = Sp2n,A et g = Lie(G). Soit π∗ : A[g]G → A[t]W le morphisme
induit par π. Comme π est schématiquement dominant, A[g]G est un sous-anneau de A[t]W et
A[t]W = A[σk(X2

i );xσk(Xi)] d'après le lemme précédent. On sait de plus que A[g]G est aussi
un sous-anneau de l'image de A[h]H dans A[σk(X2

i );xσk(Xi)] = A[t]W . Or cette image est
A[σk(X2

i )]. Donc π∗(A[g]G) ⊂ A[σk(X2
i )].

Mais c2k ∈ A[g]G s'envoie par π∗ sur ±σk(X2
i ). Ainsi, π∗(A[c2k]) = A[σk(X2

i )] et l'injectivité
de π∗ permet de conclure que A[g]G = A[c2k]. ¤
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