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Résumé

Ce mémoire a été réalisé dans le cadre d’'un M2 de mathématiques fondamentales
a I'Université Paris VI (Pierre et Marie Curie). Il a été réalisé sous la direction de
Matthieu Romagny. Le but est de construire le champ algébrique M, selon Deligne
et Mumford [DM]. Les sources principales pour la premiére partie sont [H|, pour le
cas d’'une courbe lisse sur un corps algébriquement clos, et [Mi|, pour les calculs. Les
sources principales pour la deuxiéme partie sont [Ed| qui a pour but d’expliquer [DM],
et [V]. Je tiens particuliérement & remercier Matthieu pour son aide trés soutenue lors
de I’élaboration de ce mémoire et Diane pour son soutien moral.
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Introduction

0.1 Notations et conventions

Dans ’ensemble de ce mémoire :

xS désigne un schéma noethérien donné et S la catégorie des S-schémas.
x Ens désigne la catégorie des ensembles.

*x B désignera systématiquement un S-schéma.

Sauf si le contexte le spécifie, les diagrammes sont lus comme des énoncés. Pour un
diagramme noir, il faut lire : le diagramme noir est commutatif. Pour un diagramme
bicolore noir et rouge (pointillés) : si le diagramme noir alors diagramme noir et rouge
(pointillés). Les diagrammes dont les fléches sont en gras sont des diagrammes commu-
tatifs de S-groupoides au sens de la définition 2.1.7. Les diagrammes cartésiens sont
indiqués comme tels explicitement.

0.2 Classification des courbes lisses

En géométrie algébrique, la classification est une question centrale. Lorsque 1’on étu-
die certains objets d'une catégorie, il est toujours souhaitable de pouvoir les classer selon
différents critéres, de facon a pouvoir distinguer si possible chaque classe d’isomorphisme
dans cette catégorie. Et la classification la plus convenable est une paramétrisation par
des coordonnées.

Le probléme de classification que 'on étudie dans cet exposé est celui des courbes
lisses.

Définition 0.2.1. Une courbe lisse de genre g sur un corps k algébriquement clos est
un k-schéma X, intégre de dimension 1, de genre g, lisse et propre sur k.

Définition 0.2.2. Une courbe projective lisse de genre g sur B est un morphisme

projectif lisse m : Z — B dont les fibres géométriques Zy = Z x g Spec(k(b)) sont des
courbes lisses de genre g sur k(b) au sens de la définition précédente.

On s’intéresse ici uniquement aux courbes projectives lisses de genre g > 2. Le cas
g = 0 n’a pas d’intérét en terme de classification, il n’y a qu'une seule courbe complexe



de genre nul, c’est la sphére de Riemann. Le cas ¢ = 1, quant a lui, constitue une
théorie a part entiére, c’est I’étude des courbes elliptiques. Ce cas ne peut étre intégré
au raisonnement qui est présenté ici, la condition g > 2 se révélant nécessaire par la
suite.

Dans le premier chapitre, on montre que 'on peut envoyer une courbe projective
lisse de genre g sur B via une immersion fermée vers P?_6. Les sous-schémas fermés de
P%g_ﬁ étant classifiés via le schéma de Hilbert, on obtient le résultat souhaité, i.e. une
classification des courbes lisses de genre g.

Cependant, cette classification n’est pas idéale car elle n’est ni complétement ca-
nonique, ni universelle. On cherche donc a 'améliorer pour obtenir une solution plus
universelle a ce probléme de classification. Cela passe par la construction de ’espace de
modules des courbes lisses (de genre g).

0.3 Espaces de modules

Les espaces de modules sont des solutions élégantes aux problémes de classification.
Si 'on considére un certain type d’objet que I'on regroupe en classes d’isomorphismes,
un espace de modules permet non seulement de paramétriser chacune de ces classes,
mais aussi de conserver une structure trés agréable sur cette paramétrisation.

Les espaces de modules apparaissent comme une solution tout a fait adaptée aux
problémes posés en géométrie algébrique. Un exemple fondamental, développé en 1961
par Grothendieck [FGA4d|, est le schéma de Hilbert d’'un schéma X donné : Hilbx.
C’est un schéma qui paramétrise les sous-schémas fermés de X. On ne le construit pas
dans ce mémoire mais on l'utilise. Quelques résultats le concernant sont énoncés en
annexe.

0.3.1 Schéma de modules fin

Définition 0.3.1. Soit F' : S — Ens un foncteur qui associe a tout S-schéma B
une famille du type choisi d’objets de base B, i.e. l’ensemble des Z — B wvérifiant
une certaine propriété modulo isomorphisme. Alors on dit que F' est un probléme de
modules.

Définition 0.3.2. On dit que M est un schéma de modules fin si c’est un S-schéma
qui représente F'.

Cette solution est la solution idéale. En effet, si 'on trouve un S-schéma M qui
représente F', alors on sait, en particulier, que F'(M) est isomorphe & Homg(M, M).
On peut alors déterminer une famille universelle Z,; — M image de id,;. Une famille
de base B est alors déterminée par changement de base.
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Elle a pourtant un gros défaut : la définition de schéma de modules fin est souvent
vide de contenu. En effet, un schéma de modules fin n’existe pas a priori et, a posteriori,
trés rarement dans les cas qui intéressent les mathématiciens.

Heuristiquement, cet échec provient du fait que les objets que 'on souhaite étudier
sont équipés de nombreux automorphismes naturels. En effet, on sait que si X est un S-
schéma, son foncteur de point est un faisceau fpqc sur S (Grothendieck th. 2.55 [FAG]).
Mais la présence d’automorphismes non triviaux en grand nombre empéche que 1'on
équipe F' d’une structure de faisceau, méme pour la topologie de Zariski.

0.3.2 Schéma de modules grossier

On peut envisager plusieurs solutions pour contourner ce probléme. La premiére
consiste a ignorer les objets qui possédent des automorphismes non triviaux. Cette
solution n’est pas réellement envisageable puisque 1’on supprime alors trop d’objets. La
deuxiéme solution est la construction d’'un schéma de modules grossier. La troisiéme
solution est de redéfinir le probléme en terme de champs algébriques.

Définition 0.3.3. Soit F' un probleme de modules comme en 0.3.1. Un schéma de
modules grossier est un schéma M ainsi qu’un morphisme ¢ du foncteur F wvers le
foncteur hyy, représenté par M (i.e. hy(B) = Homg(B, M) ), tel que

1. pour tout corps algébriquement clos k, F(Spec(k)) =~ hy/(Spec(k)),

2. cette solution est universelle.

Le schéma de modules grossier n’est pas équipé, comme ’est le schéma de modules
fin, d’une famille universelle. Par contre, méme si son existence n’est pas assurée a
priori, il peut exister un schéma de modules grossier alors qu’il n’existe pas de schéma
de module fin.

La derniére solution est la plus moderne. On en traite de maniére extensive dans le

deuxiéme chapitre de ce mémoire.

0.3.3 Espaces de modules des courbes projectives lisses

Le probléme de modules des courbes projectives lisses de genre g est donné par le
foncteur F': Sch/Z — Ens des courbes lisses de genre g modulo isomorphisme, i.e.

F(B) = {Classes d’isomorphismes de courbes 7 : Z — B lisses de genre g}.
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Ce probléme ne posséde pas de solution sous forme d’un schéma de modules fin. En
effet, on montre dans ce cas que F' n’est pas un faisceau étale.

Soit k = Q et k' = Q(7). Le morphisme Spec(k’) — Spec(k) est étale (on est dans le
cas d’une extension finie séparable). Soit C} = P} et Cy = {X? +Y? + Z?} C P2. Ces
courbes lisses ne sont pas isomorphes sur k& mais sont isomorphes sur £’. Le foncteur F’
ne peut donc étre un faisceau étale et ainsi, il ne peut étre représenté par un schéma.

Mumford a démontré, en 1965, 'existence d’un schéma de modules grossier répon-
dant au probléme de modules des courbes lisses |GIT]. Il a ensuite montré avec Deligne
que 'on pouvait construire un nouvel objet, i.e. un champ algébrique, qui permettait
de construire une solution au probléme de modules des courbes en 1969 [DM]. C’est
cette deuxiéme construction, sous une forme simplifiée, qui va étre 'objet du second
chapitre de ce mémoire. On montre d’ailleurs que cette solution englobe, en quelques
sortes, la solution précédente.



Chapitre 1

Plongement tricanonique

On s’intéresse, dans ce chapitre, a 'existence et & la construction d’un plongement
particulier d'une courbe lisse X de genre g > 2 sur un corps k algébriquement clos
vers [P, puis a sa généralisation dans le cas d'une courbe lisse de genre g > 2 sur S
plus généralement. Il s’agit du plongement tricanonique (cette appellation se justifiera
d’elle-méme par la suite).

L’avantage de ce plongement est qu’il est relativement simple d’en démontrer 1’exis-
tence et de le construire. Son premier défaut est de n’étre « que » tricanonique et non
canonique. Le facteur trois semble en effet relever ici d’un choix assez arbitraire. Son
deuxiéme défaut est d’étre lié au choix d'une base de P;. C’est pour cela que 'on
s’intéresse & une solution de classification plus universelle dans le chapitre suivant. On
remarque d’ailleurs que le premier défaut disparait lorsque 1’on cherche a résoudre le
deuxiéme.

La premiére section de ce chapitre est consacrée a 'existence théorique du plonge-
ment tricanonique. La deuxiéme section concerne la construction effective de ce plon-
gement dans un cas pratique donné. La troisiéme section traite de la généralisation de
ce résultat.

1.1 Existence
On commence d’abord par poser quelques notations pour la suite.

X désigne une courbe lisse sur un corps k algébriquement clos. Plus précisément, il
s’agit d’'un schéma intégre de dimension 1, lisse et propre sur k. D désigne un diviseur
de X (on utilisera principalement la caractérisation de Weil de ces diviseurs bien que,
dans le cas présent, les diviseurs de Weil et les diviseurs de Cartier soient confondus).
On note £(D) le faisceau associé au diviseur D et I(D) = dimy(I'(X, £(D))). Enfin on
désignera par K un diviseur dans la classe d’équivalence linéaire associée au faisceau
des 1-formes différentielles wy.



La démonstration de I'existence du plongement tricanonique passe par deux résultats
importants ainsi que leur corollaire. Le premier, c’est le théoréeme de Riemann-Roch. Le
second est une proposition qui donne une caractérisation dimensionnelle des diviseurs
trés amples de X.

1.1.1 Théoréme de Riemann-Roch

Théoréme 1.1.1 (Riemann-Roch). Soit D un diviseur de X, alors
(D) —l(K — D) =deg(D)+1—g.

Démonstration. Le diviseur K — D correspond au faisceau inversible wy ® £(D)". Mais
comme X est projectif (puisque projectif équivaut a propre dans le cas présent, 11.6.7.
[H]) on peut appliquer la dualité de Serre. H*(X,wx ® £(D)") est donc le dual de
HY (X, £(D)). Tl suffit alors de montrer que x(£(D)) = degD + 1 — g ou x est la
fonction caractéristique d’Euler définie par x(£) = dim H°(X, £) — dim H' (X, £).

On démontre cette formule par récurrence.

On commence par le cas D = 0. La formule devient alors x(Ox) = 1 —g. Mais on a
H°(X,Ox) = k pour toute variété projective et la dualité de Serre permet de dire que
dim H'(X,Ox) = dim H°(X,wx) = g, ce qui établit le résultat dans ce cas.

On montre maintenant que pour tout diviseur D et pour tout point P, la formule
est vraie pour D si et seulement si elle est vraie pour D + P, ce qui permettra de
conclure par récurrence. On considére P comme sous-schéma fermé de X. Son faisceau
structurel est un faisceau « Dirac » k au point P, que l'on note k(P) et son faisceau
idéal est L(—P). On a donc la suite exacte suivante :

0— L(—-P) — Ox — k(P) —0
En tensorisant par £(D + P), on obtient la nouvelle suite exacte :
0— L(D) — L(D+ P) — k(P) —0
Or la fonction caractéristique d’Euler est additive sur les suites exactes courtes et

x(k(P)) =1, dou x(L(D+ P)) = x(L(D)) + 1. De plus deg(D + P) = deg(D) + 1. Ce

qui permet de conclure. O
Le théoreme de Riemann-Roch posséde plusieurs corollaires que I'on utilise ici.
Le premier est le calcul de la valeur du dégré du diviseur canonique.

Corollaire 1.1.2. Le diviseur canonique a pour degré 2g — 2.



Démonstration. En effet, appliqué & K, le théoreme de Riemann-Roch permet de dire
que [(K)—1(0) = deg K +1—g. Mais [(K) = g et [(0) = dimy H*(X,Ox) = dimy, k = 1,
doug—1=degK +1—g, puis deg K = 2g — 2. O]

Le second est le calcul de la valeur de [(D) en fonction de deg D. Ce résultat passe
par un lemme facile.

Lemme 1.1.3. Soit D un diviseur de X. St (D) # 0 alors deg D > 0.

Démonstration. En effet, si [(D) # 0 alors |D| est non vide, donc D est linéairement
équivalent & un diviseur effectif. Comme le degré passe au quotient dans C(X), on a
deg D > 0. [

Corollaire 1.1.4. Soit D un diviseur de X tel que degD > 2g — 2 alors [(D) =
degD+1—g

Démonstration. En effet, si deg D > 2¢g—2 alors par le corollaire 1.1.2., deg(K — D) < 0.
Ainsi, par le lemme précédent on a (K — D) = 0. Ceci implique le résultat par le
théoréme de Riemann-Roch. O

1.1.2 Caractérisation des diviseurs trés amples

Afin de prouver l'existence du plongement tricanonique, il suffit de montrer que
le diviseur tricanonique, i.e. 3K, est trés ample. Pour ce faire, on utilise une certaine
caractérisation dimensionnelle des diviseurs trés amples.

On commence par une proposition plus générale qui caractérise les systémes linéaires
complets sans points de bases que l'on affinera par la suite.

Proposition 1.1.5. Soit D un diviseur sur une courbe X. Alors le systéme linéaire
complet |D| n’a pas de points de base si et seulement si pour tout point P € X,

dim |D — P| = dim |D| — 1.

Démonstration. On considére la méme suite exacte que dans la démonstration du théo-
réme de Riemann-Roch, tensorisée ici par £(D) :

0— L(D—-P)— L(D) — k(P)—0

Comme I'" est un foncteur exact & gauche, on obtient, en passant aux sections globales,
la suite exacte suivante :

0 —I(X,L(D—-P) —I(X,L(D) —k—0

Cette suite exacte dit que soit dim |D — P| = dim |D], soit dim |D — P| = dim |D| — 1.
De plus, l'application ¢ qui envoie un diviseur E de |D — P| vers E + P de |D| est
une application linéaire, clairement injective. Mais la dimension de ces deux systéemes
linéaires est égale si et seulement si ¢ est surjective. Or ¢ est surjective si et seulement
si P est un point de base de |D|, ce qui prouve la proposition. ]
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La démonstration de la proposition de caractérisation des diviseurs trés amples
s’appuie sur le critére de séparation des points et des vecteurs tangents en terme de
systémes linéaires que 'on énonce sans démonstration (11.7.8.2. [H]).

Soit ¢ un systéme linéaire sur X sans points de base. Soit ¢ : X — P} le morphisme
correspondant & 0. Alors ¢ est une immersion fermée si et seulement si :

1. 0 sépare les points, c’est-a-dire que pour tout deux points fermés distincts P et
Q) de X, il existe D € ¢ tel que P € Supp D et @ ¢ Supp D,

2. 0 sépare les vecteurs tangents, c’est-a-dire étant donné un point fermé P de X
et un vecteur tangent t € Tp(X), il existe un D € ¢ tel que P € Supp D, mais

t ¢ Tp(D).

Proposition 1.1.6. Soit D un diviseur sur une courbe X. Alors D est trés ample si
et seulement si pour tout point P, Q € X non nécessairement distincts,

dim|D — P — Q| = dim |D| — 2.

Démonstration. On peut supposer ici que |D| n’a pas de points de base. En effet, si D
est trés ample c’est le cas. Réciproquement, si D vérifie la condition de la proposition,
alors la condition de la proposition 1.1.5. est nécessairement remplie. Ainsi |D| n’a pas
de points de base. Maintenant, comme |D| n’a pas de points de base, il détermine un
morphisme ¢ : X — P} donc il suffit de montrer qu’il s’agit d’'une immersion fermée.
C’est pour cela que 'on utilise le critére sur la séparation des points et des vecteurs
tangents. La séparation des points implique que pour tout deux points distincts P,
Q) € X, @ n'est pas un point de base de |D — P|, ce qui implique dim |D — P —
Q)| = dim |D| — 2 par la proprosition précédente. La séparation des vecteurs tangents
implique que VP € X, 3D’ € |D| tel que P apparait avec multiplicité 1 dans D', car
dimTp(X) =1et dimTp(D’) = 0 si P a multiplicité 1 dans D’ ou alors dim Tp(D’) = 1
si P a une plus grande multiplicité dans D’. Or ceci montre que P n’est pas un point
de base de |D — P| d’out par la proposition 1.1.5, dim |D — 2P| = dim |D| — 2 et on a
le résultat. ]

Cette proposition permettant de caractériser les diviseurs trés amples d’une courbe
X est la clé du probléme. On en déduit que le diviseur tricanonique, i.e. 3K, est trés
ample via le corollaire qui suit.

Corollaire 1.1.7. Soit D un diviseur de X tel que deg D > 2g + 1 alors D est tres
ample.

Démonstration. En effet, si deg D > 2g + 1 alors VP, () points fermés de X, deg D >
2g—2 et deg(D—P—Q) > 2g—2 donc par le corollaire 1.1.4 et comme [(D) = dim | D|+1,
onadim|D—P—-Q|—dim|D|=1(D—-P—-Q)—I(D) =deg(D—P—Q)—deg D = —2.
Ainsi par la proposition précédente, D est trés ample. O

Le résultat que 'on cherche & montrer est alors immeédiat.



Proposition 1.1.8. Le diviseur tricanonique est trés ample pour tout g > 2.

Démonstration. On a tout simplement deg3K = 3deg K =69 — 6 > 29 + 1, Vg > 2.
On conclut donc via le corollaire précédent. O

On remarque de méme que le diviseur bicanonique est trés ample pour tout g > 3,
ou encore que tout diviseur n-canonique avec n > 3 est trés ample pour tout g > 2.
C’est en cela que I'on peut caractériser ici d’arbitraire le choix du facteur 3.

Pour ce qui est du plongement tricanonique, c’est tout simplement une immersion
fermée correspondant au diviseur treés ample 3K ou plutot au faisceau tres ample qui lui
est associé, i.e. w}@}?’. Cette immersion n’est unique qu’apreés avoir défini des générateurs
de ce faisceau et une base de ’espace projectif d’arrivée.

On termine par une petite précision sur la dimension de I'espace d’arrivée.
" , : : 59—6
Proposition 1.1.9. Un plongement tricanonique envoie X dans P27 .

Démonstration. 11 suffit pour cela de calculer [(3K). Le théoréme de Riemann-Roch
donne [(3K) — [(—2K) = deg(3K) + 1 — g, mais [(—2K) = 0 par le lemme 1.1.3. Ainsi
[(3K)=3(29g—2)—g+1="5(9— 1), ce qui donne le résultat. O

1.2 Cas pratique

Pour illustrer ce qui a été démontré dans la section précédente, on va construire le
plongement tricanonique pour un exemple de courbe lisse X donné. Plus précisément, on
va s’intéresser a I’équation de Fermat et a la courbe projective lisse complexe associée.

On considére donc la courbe C' de P4 définie par I'équation F(z : y : z) = 0 avec
F(z,y,z) = 2" +y" — z". Cette courbe est recouverte par ses intersections avec les
ouverts principaux usuels D, (z), D, (y) et D, (z). On peut d’ailleurs se limiter aux
intersections avec Dy (x) et D, (y) (si x et y sont nuls alors (z : y : z) ne peut étre un
point de C'). On commence par le calcul de H%(C, Qlc/(c) que 'on note 2.

Calcul de (2

Pour cette premiére partie des calculs, I’équation particuliéere donnée pour F' n’est
pas importante, il suffit qu’il s’agisse d’un polynéme homogeéne de degré r qui définit
une courbe lisse de PZ.

Sur D, (z), on pose s = y/x et t = z/x. La courbe C, = C' N D (x) est définie par
I'équation f(s,t) =0 ou f(s,t) = F(1,s,t). L’espace vectoriel des sections globales de
Qlcx /> hoté ., est donné par un résultat classique :

_ Ads @ Adt

Q, = —an " A =Cls,t]/(f)



On définit alors la forme méromorphe

_ds  —dt
~ Of/ot  Of/0s

Wo

Ceci ayant bien un sens par ’équation df = 0 et étant bien défini sur C, par lissité de
C (0f/0s et Of /Or ne peuvent étre simultanément nulles). On peut alors écrire

Q, ={w=p(s,t)wy, p € A}

On étend, maintenant, un élément w de €2, a €. Pour cela, on s’intéresse a 'ouvert
principal D, (y). Sur cet ouvert, on pose u = x/y et w = z/y. La courbe est ici définie
par I'équation g(u,v) = 0 avec g(u,v) = F(u,1,v). Et on obtient un résultat similaire
au cas précédent avec

du

0, = {w=dtw o)z 0 € B} ou B = Clual/lo

En intersectant les deux cas, on remarque d’une part

F(5,8) = F(1,5,t) = §'F (1, 1 E) _ vy (1, £>

S S S S

Ce qui en dérivant par rapport a ¢ donne

of _ r@(g z)_ 1 0y

ot~ 7 u\s's ur—la(u’v)
D’autre part, on a ds = —du/u?. On peut donc écrire
ds u"tdu 1 v\ du du
= p(s,t) = = —p(5,8) == = —u" Pp [ =, - =
w=ps, )(9f/0t p(s; )u2(99/8v (u7 u) dg/ov Q(“’”)ag/av

On a donc recollement si et seulement si deg(p) < r—3 (le degré dans A étant vu comme
le degré dans C[s, t] via l'injection de C-espaces vectoriels qui associe & un élément de
A son représentant de plus petit degré en t).

Q = {w =p(s,t)wo, p € A et deg(p) <r -3}

Comme deg(f) = r > r — 3, on peut identifier cet espace a l'espace analogue défini
pour p € C[s, t]. La dimension de cet espace (c’est le genre de la courbe C') est donc

(r—1)(r—2)

9= 5

10



Calcul de O®3

On s’intéresse maintenant au calcul de l'espace vectoriel des sections globales de
(Q/c)®?, noté Q5.

Soit w € Q®3. Par ce qui a précédé, on peut écrire

ds®3
w=p(s,t)—=———=—=oupe Aet de <3r—9
p( )(8f/8t)3 P g(p) <
Comme p est dans A, on peut utiliser I’équation 1+ s" —¢" = 0 pour écrire p comme un
polynome de degré en t inférieur ou égal & » — 1. Mais ’espace vectoriel des polynomes
p de Cls, t] de degré total inférieur ou égal & 3r — 9 et de degré en ¢ inférieur ou égal a
r — 1 a une dimension égale a
5d(d — 3)

(3r—8)+(3r—9)+...+(2r—7):T:5g—5

Ce qui est conforme a celle donnée par le théoréme de Riemann-Roch pour Q3. ainsi

23 d8®3
Q = p(S,t)W,pE A et deg(p) S 3r—9

ds®3
= {p(s,t)W, p € Cls, t], deg(p) < 3r —9 et deg,(p) <r— 1}

Plongement dans P ~°

Comme on I’a souligné précédemment, le plongement tricanonique n’est pas univer-
sel. Il faut, pour le définir, choisir des bases. C’est ce choix des bases que ’on fait passer
au quotient dans la construction que 'on détaille dans le chapitre suivant.

En reparamétrisant les éléments de Q%3 par x, y et z, puis en homogénéisant, on
obtient facilement un candidat potentiel. En voici un :

X -2 pyo

(z:y:2) — @27y 7) o<i<r
0<5<3r—9
On propose de regarder I'image de X par ce morphisme dans le cas particulier de
r = 4, i.e. le plus petit r pour lequel le raisonnement que l'on a fait s’applique. On
obtient alors g = 3.

On considére le morphisme ¢ définit précédemment en ordonnant la base de P2 de
la maniere suivante :

($:y:z)r—>(m3:$22:xz2:z3:yz2:xyz:x2y:xy2:y3:y2z)
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Dans ces conditions, I'image de X par ¢ est le sous-schéma fermé de P2 = Clzy : ... : xg]
défini par les équations

Torg — 23 =0

Tors — T122 = 0

ToTs — T125 = 0

Toly — T1Xg = 0

T3Xg — Tylg = 0

Telg — x% =0

ToX3T7 — X1T4Tg = 0
rory + rirg — rixg =0

\

Ce schéma est bien évidemment non universel et toute transformation de celui-ci
par un élément du groupe projectif linéaire est également un choix valide.

1.3 Généralisation aux courbes projectives lisses

Pour 'instant, on n’a traité ici que les courbes lisses sur un corps algébriquement
clos. On souhaite maintenant généraliser le résultat aux courbes projectives lisses sur
B, au sens de la définition 0.2.2.

Le passage du résultat précédent au résultat sur les courbes projectives lisses sur B
se fait via un résultat de Grothendieck que l'on énonce ici sans démonstration (cette
proposition est issue de 0, §5 |GIT| d’aprés 3, §7 [EGA3b|, puis généralisée par des
résultats de §8 [EGA4c|).

Proposition 1.3.1. Soit X Ly un morphisme propre et de présentation finie de
schémas. Soit L un faisceau cohérent sur X, plat surY . On suppose que pour touty € Y,
HY(X,,L,) = 0. Alors f.(L) est faisceau localement libre sur'Y et la formation de f.

commute au changement de base. En particulier, pour touty € Y, on a f.L ® k(y) ~

HO(Xy, Ly).

On s’intéresse ici au cas particulier, appliqué a la courbe projective lisse 7 : Z — B

. . . ®3 , ®3
et au faisceau tricanonique wy /B> noté w<”.

__ Comme les fibres géométriques de la courbe sont des courbes lisses de genre g sur
k(b), on peut appliquer les résultats de la section 1.1. aux fibres. En particulier, la dualité
de Serre et le lemme 1.1.3. donnent la condition de la propriété. On en déduit donc que
m.(w®3) est un faisceau localement libre et que m,(w®) ® k(b) ~ H°(Xj,w® ® Ox,).
w®3 est donc un faisceau inversible. Son degré est donné par la proposition 1.1.9. par

un calcul sur les fibres. Il vaut 5g — 5. Ainsi, on obtient un morphisme f : Z — ]P’5Bg_6.

Pour montrer que ce morphisme est une immersion fermée, on utilise le lemme
suivant.
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Lemme 1.3.2. Soit f : X — Y un morphisme fini entre deux B-schémas de présenta-
tion finie, tel que X est plat sur B. On suppose que pour toutb € B, f, : X, — Y, est
une immersion fermée, alors f : X — Y est une immersion fermée.

La section 1.1. permet de dire que chacun des f;, est une immersion fermée. Ainsi,
par ce lemme, f est une immersion fermée.

La démonstration du lemme utilise le résultat suivant que 'on admet : la formation
de I'image schématique d’un morphisme de B-schémas f : X — Y, fini et non ramifié,
commute aux changements de bases de B. Pour montrer ce résultat, on remarque qu’il
est de nature local sur X et Y et qu’il suffit de le montrer dans le cas ou X, Y et B
sont affines. Il s’agit alors d’un résultat d’algebre commutative dont la démonstration
passe par l'utilisation des idéaux de Fitting.

Démonstration. Soit f : X — Y vérifiant les hypotheses du lemme. Soit y € Y et b
I'image de y par le morphisme structurel de Y. Alors on a le diagramme

Comme f, est une immersion fermée, X, — Spec(k(y)) est une immersion fermée, donc
non ramifié. Ainsi f est non ramifié. Puisqu’il est fini par hypothése, on peut appliquer
le résultat évoqué précédemment. Soit Z I'image schématique de f et f: X — Z
le morphisme induit. Alors f, et f, sont isomorphes. De plus f, est un isomorphisme
(puisque f, est une immersion fermée). Ainsi, f, est un isomorphisme et donc plat. Ceci
étant vrai pour tout b, f est plat par le critére de platitude par fibres (11.3.10 [EGA4c]),
applicable ici puisque X et Y sont de présentation finie. Mais comme f est fini, plat et
de présenation finie, il est localement libre. Son degré se calcule dans les fibres et vaut
1, c’est donc un isomorphisme et f est une immersion fermée. O
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Chapitre 2

Espace de modules des courbes

On s’intéresse, dans ce chapitre, a la construction d’une solution au probléme d’es-
pace de modules des courbes évoqué en introduction, mais sous une forme légérement
modifié. La solution que 'on construit maintenant est un champ algébrique.

On commence par introduire la théorie des champs algébriques. Puis, on montre
quelques résultats intéressants en ce qui concerne les quotients. On utilise ensuite ces
résultats pour construire un champ algébrique de modules fin des courbes. Enfin, on
montre qu’il « englobe »le schéma de modules grossier des courbes construit par Mum-

ford dans |GIT].

2.1 Champs algébriques

La théorie des champs algébriques permet, via une certaine généralisation de la
théorie des schémas, d’obtenir des propriétés assez intéressantes en particulier en ce qui
concerne les quotients. Les champs algébriques ont été introduits en 1969 par Deligne
et Mumford [DM] afin de construire I’espace de modules fin de courbes. Aujourd’hui, la
notion de champ algébrique peut avoir différentes significations, on 'utilise ici au sens
de champ algébrique de Deligne-Mumford.

2.1.1 Groupoides sur S
Premiéres définitions

Définition 2.1.1. Une S-catégorie est la donnée d’une catégorie F ainsi que d’un
foncteur covariant pr : F — S.

Définition 2.1.2. Soit (F,pr) et (G,pg) deux S-catégories. Un morphisme de S caté-
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gories est un foncteur p, compatible avec la structure de S-catégorie, i.e. tel que

F P g
AN /

pPF pg

NS
)

Un morphisme p est un isomorphisme si c’est une équivalence de catégorie.

Définition 2.1.3. Un groupoide sur S est une S-catégorie (F,p) telle que :

X' -390 - X
1. » ;‘; ot f morphisme dans S et ¢ morphisme dans F.
! !
B —f— B
) ' IV . X!
AN /
@ p
NS
X
2. P JD p  ou h morphisme dans S et ¢, 1 morphismes dans F.
1
B
/ N
() ()
/ N
B —— h=p(x) — B”

Dans cette définition, 2. implique que ¢ : X’ — X est un isomorphisme si et
seulement si p(¢) : B — B en est un. En effet, la premiére implication est immédiate
et 'implication inverse est donné par ¢! = y dans le diagramme

idp p(9)

B — p¢)" ' =p(x) = B’
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Définition 2.1.4. On note F(B) la sous-catégorie composée des objets X tels que
p(X) = B et des morphismes f tels que p(f) = idp.

Par ce qui précéde, F(B) est un groupoide, i.e. une catégorie dont tous les mor-
phismes sont des isomorphismes (d’ou le nom de S-groupoides).

De plus, 2. implique I'unicité de X’ dans 1. & isomorphisme canonique prés, via le
diagramme

B/ — idp =p(x) — B/

X' est donc vu comme un pull-back de X via f et noté f*X. On peut alors définir
pour tout morphisme f : B’ — B de S-schémas un foncteur induit f*: F(B) — F(B’)
via

X f*s Yy
AN /S
¢ »
N /
X —s5s-Y
\ \
p p p p
l l
B -idg -~ B
e AN
f f
/ AN
B’ idpr B’

Groupoide associé a un schéma

Une classe intéressante de groupoides est celle des groupoides définis par des fonc-
teurs contravariants.

Soit F : 8§ — Ens un foncteur contravariant. On peut définir un groupoide dont
les objets sont des couples (B, ) oit B est un objet de S et 5 € F(B). Un morphisme
(B',5') — (B,B) est un S-morphisme f : B — B tel que F(f)(8) = /. On note
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ce groupoide F comme le foncteur et on remarque d’ailleurs que F(B) au sens du
groupoide est le méme que F(B) au sens du foncteur.

En particulier, si X est un S-schéma, on peut appliquer la construction précédente a
son foncteur de points. On note alors X le groupoide associé. Cette nouvelle structure
s’identifie, en tant que catégorie, a la catégorie des X-schémas. Le foncteur px est
simplement un foncteur d’oubli qui voit des X-schémas comme S-schémas.

Maintenant, on peut voir les morphismes de S-schémas comme des morphismes de
S-groupoides associés a des schémas (les notions de morphismes et d’isomorphismes de
S-groupoides étant identiques a celles pour les S-catégories).

En effet, tout morphisme de S-schéma f : X — Y induit naturellement un mor-
phisme de S-groupoides p : X — Y. Il suffit de voir les X-schémas et les morphismes
de X-schémas comme des Y schémas et des morphismes de Y-schémas.

Réciproquement, si p : X — Y est un morphisme de S-groupoides, alors il est induit
par un certain morphisme de S-schémas f. En effet, p préserve la projection sur S donc
plidx) = f : X — Y pour un morphisme f, mais alors le lemme de Yoneda permet de
conclure que p est induit par le morphisme f en question.

Cette construction naturelle permet donc de considérer les groupoides comme une
extension de la notion de schéma (c’est ce 'on voulait). Elle permet également de
conserver les isomorphismes.

Proposition 2.1.5. Soit X et Y des S-schémas. Alors le morphisme de S-schémas
f X = Y est un isomorphisme si et seulement si le morphisme de S-groupoides
induit p: X — Y est un isomorphisme.

Démonstration. En effet, si f est un isomorphisme alors le foncteur induit p est une
équivalence forte de catégorie : le foncteur ¢ induit par f~! vérifie pg = idy et gp = idx.

Réciproquement, soit p : X — Y un isomorphisme de S-groupoides de quasi-inverse
q:Y — X. Alors p et ¢ sont induits par f et g respectivement et on a gp(idx) = gf.
Comme ¢ et p sont des équivalences de catégorie, il en est de méme pour ¢p et idx est
isomorphe & gf comme X-schémas. Ainsi gf est un automorphisme. Un raisonnement
symétrique donne que fg est un automorphisme. f est donc bien un isomorphisme. []
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Produit fibré

La notion de profuit fibré est un peu différente de la notion usuelle (celle que I'on
utilise pour les schémas) car on travaille ici avec des 2-catégories.

Définition 2.1.6. Soit Fi, F5 et G des S-groupoides. Si fi == F, = G et fo . =Fy — G
sont des morphismes de groupoides alors on définit le produit fibré Fi xgFo comme étant
le S-groupoide dont les objets sont des triplets (xq1, 22, @), ot x1 et xo sont des objets
de F, et Fy respectivement et ¢ est un morphisme de G, et les morphismes sont les

(a1, q0) @ (21,72, 0) = (Yy1,Y2,7), tels que

f1(961)\\

PQ\
i

g

fi

B

f2

\

~
p1
g

~
p2

~

—

fi(aa)

xlfcu—»yl

p1(a1) = p2(a2)

x2—0{2—)y2

f2(932

)

/

~
P1
~

P2
~

\

fi

C
-

fa

fi(y1)
//

Pg

Pg

— N\

J2(a2)

f2(y2)

B et C étant des S-schémas. La projection étant la projection naturelle.

Une écriture plus classique donne :

1. Les objets sont des triplets (z1, 9, ¢) ot (x1,x2) € F1(B) x F2(B) pour un certain
S-schéma B (i.e. pi(z1) = p2(x2)) et ¢ := fi(x1) — fao(x2) est un morphisme de
G(B) (i.e. sa projection sur S est idg).

Soit (y1, Y2, ) un second objet lié & un S-schéma C. Un morphisme de (x1, z2, ¢)
vers (Y1, Y2, %) est une paire (q, az) de morphismes avec «; : z; — ¥y; se projettant
sur un méme morphisme s : B — C (i.e. pi(aq) = pa(az) = s) telle que ¢ o

filar) = fa(az) 0 ¢.

C’est parce que les S-groupoides forment une 2-catégorie que l'on ne défnit pas le
produit fibré de la maniére usuelle. En effet, le diagramme

Fi Xg Fo —rp— F
\ \
q f1
1 \

.FQ fo—> G

ne commute pas a priori. En effet, on a fi(p(z1,22,0)) = fi(z1) et fo(q(z1, 22, 9)) =
fo(a), les objets fi(x1) et fo(zo) n’étant pas nécessairement égaux, simplement iso-
morphes. On résoud ce probléme en redéfinissant quelques notions pour les groupoides.
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Définition 2.1.7. On dit qu’un diagramme de morphismes de S-groupoides

F——f—¢G
\ /
g h
NV
H

commute s’il est donné un isomorphisme de foncteurs g ~ ho f.

Maintenant, si on a un diagramme commutative de S-groupoides

H_)fl

|

./T"Q_)G

il existe un unique morphisme H — JF; X¢g F3 & isomorphisme canonique prés. Si c’est
un isomorphisme on dit que le diagramme est cartésien.

On remarque que la notion de produit fibré pour les groupoides est bien compatible
avec la notion de produit fibré pour les schémas au sens ot X Xz Y est isomorphe a
X Xz Y pour tous S-schémas X, Y et Z.

2.1.2 Champs algébriques
Champs

Maintenant que 1’on a défini les groupoides, on souhaite affiner cette définition afin
d’y intégrer les caractéristiques d’un faisceau.

Définition 2.1.8. Soit (F,p) un S-groupoide. B un S-schéma, X etY dans F(B).
On définit un foncteur contravariant Isog(X,Y) : (Sch/B) — Ens qui associe & un
morphisme f : B' — B l'ensemble des isomorphismes de F(B') entre f*X et f*Y.

La construction de Isoz(X,Y)(B') = Isog(X,Y)(B") associé a B” — B’ se fait de
maniére naturelle. En effet, on considére le diagramme de B-schémas

B//

h—— B’
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Alors la construction du pull-back donne des isomorphismes canoniques ¥ x et ¥y

h* X X

N
Vx /
N

idpr !

Ce qui permet de définir Isog(X,Y)(B') — Isop(X,Y)(B") par
* ¢ * * w;(l * Lk h*¢ 1« px Yy *
(fX—>fY>»—> GX U5 g x Py Y gty

Définition 2.1.9. Soit (F,p) un S-groupoide. On dit que c’est un champ si
1. Pour tout B, X etY, Isog(X,Y) est un faisceau pour la topologie étale.

2. Soit {B; — B} est un recouvrement étale de B. Soit X; € F(B;) munis d’isomor-
phismes dans F(B; X p Bj)

vérifiant la condition de cocyle. Alors, il existe un objet X € F(B) ainsi que des
isomorphismes X, ~ X; tels que

¢ij = (wﬂBiXBBj) © (¢j|BiXBBj)_1

Un groupoide associé & un foncteur est un champ si et seulement si c’est un faisceau
pour la topologie étale. En particulier, X est un champ pour tout S-schéma X.

On montre également que si Fy, F2 et G sont des champs, alors F; xg Fo est un
champ. Il suffit de remarquer que par unicité du pull-back, po f* = f*op pour tout mor-
phisme p de S-groupoides. Ceci donne, pour X = (x1, 29, 0), f*X = (f*x1, ffza, f*0)
et f* commute avec f; et fy. On vérifie alors que la condition 1. pour F; xg F» est
donnée par les trois conditions 1. pour Fi, F2 et G. La condition 2. pour F; Xg F» se
déduit directement des conditions 2. pour Fi, F; et G.

Champs algébriques

Définition 2.1.10. Un morphisme de champs f : F — G est dit représentable si pour
tout S-schéma B et tout morphisme B — G le produit fibré F Xg B est isomorphe a un
champ associ€ a un schéma.
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Définition 2.1.11. Soit P une propriété de morphismes de schémas stable par chan-
gement de base et f : F — G un morphisme représentable de champs. On dit que f a P
st pour tout S-schéma B et tout morphisme B — G, le morphisme de schéma associé
a Fx¢gB—BaP.

Définition 2.1.12. Un champ F est dit algébrique si
1. la diagonale Ax : F — F Xg F est représentable, quasi-compacte et séparée,

2. il existe un schéma U et un morphisme étale surjectif, appelé atlas, U — F.

La définition a un sens car U — F est bien représentable par 1. via le lemme qui
suit.

Lemme 2.1.13. La diagonale A est représentable si et seulement si tout morphisme
U — F, ou U est un S-schéma est représentable.

Démonstration. On suppose que A est représentable. Soit f: X — Fetg:Y — F des
morphismes avec X et Y des S-schémas. On pose U = X Xg Y. On a un morphisme
(f,g9) : U — FxgF.Comme A est représentable F X ry U est isomorphe & un champ
associé a un schéma. Mais F Xy o7 X Xs Y ~ F Xry 7 X Xs Y Xz F >~ X x5 Y.
Donc X x 7Y est isomorphe & un champ associé & un schéma ce qui montre que f est
représentable.

Réciproquement, on suppose que pour tout S-schéma U, tout morphisme U — F
est représentable. Soit f : U — F et g: U — F. f et g sont représentables. On pose
h = (f,g) (tout morphisme U — F x g F peut s’écrire de cette fagon). Premiérement,
on voit que U X zU (le produit étant défini par f et g) est isomorphe a un champ associé
a un schéma. Deuxiémement, on a comme précédemment F Xy s U Xs U ~ U xr U
et U Xz U est le produit fibré de F et U xs U (défini par A et f x g). Derniérement, h
se factorise en (f X g)od ou ¢ est la diagonale § : U — U xsU. Le diagramme cartésien
de schémas définissant le produit fibré F Xz, 7 U se factorise donc pour donner le
diagramme cartésien de champs suivant

FXpxggU——— U XU ——F

| | :

U s » U XsgU —fxg—> F xXg F

Finalement, F X ry,r U est isomorphe a un champ associé & un schéma puisque c’est
le produit fibré de tels champs. La diagonale A est bien représentable. O
Théoréme 2.1.14. Soit F' un champ sur S tel que

1. A est représentable, quasi-compacte, séparée et non ramifiée,

2. il existe un schéma U de type fini sur S et un morphisme surjectif lisse de S-
schémas U — F
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Alors F est un champ algébrique.

Ce théoréme posseéde une pseudo-réciproque. En effet, on peut montrer que la dia-
gonale d’un champ algébrique est non ramifiée (7.15. [V]). On admet la démonstration
du théoréme. Elle est détaillée dans [Ed] (théoréme 2.1) pour le cas noethérien et dans
[LMB| (théoréme 8.1) pour le cas général.

2.2 Champs algébriques et quotients

Une des raisons qui justifie de I'utilisation des champs algébriques est leur bon com-
portement en matiére de quotients. Aprés avoir défini la notion de groupoide quotient,
on va donner des conditions suffisantes pour qu’il s’agisse d’'un champ ou encore d'un
champ algébrique. Ceci permet de montrer, par la suite, que ’espace de module fin que
I’on construit est un champ algébrique.

Les définitions, notations et résultats utilisés concernant les notions de schémas en
groupe sont donnés en annexe.

Définition 2.2.1. Soit G un S-groupe fppf agissant sur un S-schéma X. Le groupoide
quotient [X /G| est défini comme ayant pour objets les G-fibrés principauz C — B,
munis d’un morphisme G-équivariant C — X . Un morphisme ¢ de (C" — B',C' — X)
vers (C'— B,C — X)) est un diagramme cartésien

C'"—¢— C C’ ¢ C
[ [ tel que ¢ équivariant et \ /
B —— B X

La projection vers S envoie ¢ vers B.

On peut remarquer que tout morphisme de [X/G] entre objets de [X/G|(B) (pas
nécessairement morphisme de [X/G](B)) est un isomorphisme. En effet, soit ¢ un mor-
phisme de ¢ = (C — B,C — X) vers d = (D — B,D — X), on suppose dans un
premier temps que c et d sont des G-fibrés triviaux avec C'= D = G X g B. Dans ce cas,
la premiére condition sur ¢ donne ¢ = (u(idg X f),idg) pour un certain morphisme
f: B — G et on obtient ¢! = (u(idg x (Bo f)),idg) qui est bien compatible avec les
morphismes vers X puisque ¢ l'est. Mais comme les G-fibrés sont localement triviaux,
on a le résultat voulu.

On construit un morphisme naturel de S-groupoides p : X — [X/G] de la maniére
suivante. Si s : B — X est un objet de X (B) alors p(s) est le G-fibré principal GxgB —
B ou G agit par translation a gauche sur lui-méme et trivialement sur B, ainsi que le
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morphisme G xg B — X G-équivariant o o (idg X s) ou o représente 'action de G sur
X.Si f: B'— B est un morphisme dans X alors p(f) est le diagramme

Gx B —idegxf— G X B

B’ f B

Proposition 2.2.2. Soit G un S-groupe affine et lisse agissant sur un S-schéma X.
Alors le groupoide quotient [ X /G| est un champ.

Démonstration. Soit f: B’ — B un morphisme de S-schémas. Soit ¢ = (C' — B,C —
X)etd= (D — B,D — X) des objets de [X/G](B). On s’intéresse a l'’ensemble
des isomorphismes de [X/G] entre ¢ et d. Par ce qui a été dit précédemment, c’est
exactement l'ensemble des morphismes de [X/G] entre ¢ et d. Si I'on regarde la question
de maniére ensembliste, on voit qu'un tel morphisme est identifiable & un élément de
C xXp D Xxx,x X quotienté par le produit des actions de G sur X, C' et D. En effet,
soit a € C, un morphisme de G-fibrés est déterminé par I'image ¢(a) € D et le couple
(a,¢(a)) est dans C'x g D. Le fait que ce morphisme soit compatible avec les morphismes
G-équivariants vers X se traduit par le fait qu'il existe un z tel que (a, ¢(a),x) soit
dans C' xp D X xxox X. Et le choix de a passe au quotient et (a, b, z) définit le méme
morphisme que (0¢(g,a),0p(g,b),0x(g,x)) d’ou le résultat. Maintenant, comme les
morphismes que ’on considére sont des morphismes de schémas, que 1’on peut recoller
des morphismes de schémas munis d’'une donnée de descente, et que, pour f : B’ — B,
ffe=(CxpB — B',CxgB — X), Isog(c,d) est bien un faisceau pour la topologie
étale.

Soit {B; — B} un recouvrement étale de B. Soit ¢; des objets de [X/G|(B;) et des
isomorphismes satisfaisant les conditions de 2. On ne s’intéresse d’abord qu’au G-fibrés
principaux C; — B; et aux isomorphismes induits. Alors comme G — S est affine,
chacun des C; — B; est affine et la théorie de la descente donne un unique C — B et
des isomorphismes C' X g B; ~ C; induisant les isomorphismes précédents (Exp.VIII 2.1.
[SGA1|). C — B est un G-fibré principal par définition. Enfin, le recollement C' — X
des C; — X est équivariant car les C; — X le sont. On a donc montré le point 2. [

Lemme 2.2.3. Soit G un S-groupe affine et lisse agissant sur un S-schéma X. Alors
la projection naturelle associée p : X — [X/G] est représentable.

Démonstration. Soit B un S-schéma et ¢ : B — [X/G] un morphisme de champs. Il
s’agit de montrer que le produit fibré B x|x/q X, défini par p et ¢, est isomorphe a C'
pour un certain S-schéma C'.

Comme ¢ est un morphisme de champs, il conserve les projections structurelles. Le
G-fibré principal ¢(idpg) est donc de la forme ¢ = (C' — B,C' — X). Si f : B’ — B est
un morphisme de S-schémas alors ¢(f) = (f*C — B/, f*C — X).
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Maintenant, on considére les objets de B X[x/5 X. Par la définition du produit
fibré et par les définitions des projections structurelles de B et X, il s’agit des triplets
(B’ ER B, B’ — X, ¢) tels que ¢ est un isomorphisme entre ¢(B’ EN B) et p(B — X).
Mais cette condition signife que G xg B’ ~ f*C. A cet objet, on peut donc associer
l'objet de C donné par la composée B' — G xg B’ ~ f*C — C, ou la premiére fleche
est e X idg. Réciproquement, soit B" — C un objet de C, alors (B’ — C — B, B’ —
C— X,GxgB LA f*C') est un objet de B X[x/5 X, puisque ¢ est un morphisme entre
objets de [X/G](B’) donc un isomorphisme. Le morphisme p est donc représentable.

m

Proposition 2.2.4. Soit G un S-groupe affine lisse de type fini sur S agissant sur un
S-schéma X noethérien de type fini, tels que les stabilisateurs des points géométriques
de X sont réduits et finis. Alors [X/G] est un champ algébrique.

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on va utiliser le théoréme 2.1.14. de la section
précédente.

On a montré dans le lemme précédent que le morphisme p : X — [X/G] est re-
présentable. En utilisant les mémes notations que dans la démonstration précédente, le
morphisme de schéma associ¢ au morphisme de champs B x|x/q X — B est le mor-
phisme C' — B donné par ¢(idg). Mais comme C' — B est un G-fibré principal ce
morphisme est surjectif. De plus la lissité (et le caractére affine d’ailleurs) de G — S
se transmet aux G-fibrés. Donc p est un morphisme surjectif lisse au sens de la défini-
tion 2.1.11. ce qui remplit la condition 2. du théoréme puisque X est de type fini par
hypothése.

On va, a nouveau, utiliser le lemme précédent ainsi que le lemme 2.1.13. pour mon-
trer que la diagonale A est représentable. Soit B et B’ des S-schémas, ¢ : B — [X/G]
et ¢ : B — [X/G] des morphismes de S-groupoides. Par la démonstration du lemme,
on a des S-schémas C et (" tels que B X(x/q X ~ C et B’ Xx/q X ~ C’. On ob-
tient donc un diagramme cartésien de S-groupoides, donné par la composition des trois
diagrammes cartésiens des produits fibrés.

Cxxy ' — B' Xy X —— B’

! l |

Bxixg X — X ¢
B Xixja1 X S~ l
\

B q > [X/G]

Ainsi B X[x/q B’ ~ C xx C’ ce dernier étant naturellement associé au schéma C' x x C".
La diagonale est alors représentable par le lemme 2.1.13.

On peut vérifier dans les conditions de la proposition 2.2.2. que Isog(c,d) est un
schéma et que Isog(c,d) — B est un G-fibré principal. On peut également vérifier que
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si la diagonale A est réprésentable alors il est équivalent de dire que A a une propriété
P, que de dire que pour tout B et pour tout ¢ et d dans [X/G](B), Isog(c,d) — B a
la propriété P. Mais si G — S est affine, alors tout G-fibré principal est affine donc A
est affine, donc a fortiori quasi-compacte et séparée.

Enfin, on veut montrer que A est non ramifiée, i.e. que Isoz(c,d) — B est non
ramifié. Comme ceci se vérifie sur les fibres on peut supposer que B = Spec(k) pour un
corps k et on peut méme prendre k algébriquement clos. En effet si k est une cloture
algébrique de k, alors Spec(k) — Spec(k) est fidélement plat et donc, par théorie de la
descente, tout C' — Spec(k) est non ramifié si et seulement si le morphisme obtenu par

changement de base C' — Spec(k) est non ramifié.

De plus, on a une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphismes de [X/G](B)
et 'ensemble des orbites des points géométriques B — X (la démonstration de ce
point précis est faite dans la démonstration de la proposition 2.4.2.). Ainsi, si ¢ et
d ne correspondent pas a la méme orbite, alors Isog(c,d) est vide donc, a fortiori,
non ramifié. Par contre, si ¢ et d correspondent a la méme orbite, alors Isogz(c,d) est
isomorphe au stabilisateur de c. Comme les stabilisateurs sont finis et réduits, Isog(c, d)
est fini et réduit sur k. Mais, sur un corps algébriquement clos, fini réduit signifie étale
et implique donc non ramifié, ce qui était le résultat souhaité. ]

2.3 Champ algébrique de modules des courbes

On dispose enfin de tous les outils nécessaires pour construire le champ algébrique
de modules des courbes projectives lisses de genre g. On commence par le définir en
tant que groupoide, puis on utilise les résultats précédents pour montrer qu’il s’agit
d’un champ algébrique.

Dans cette section, S désigne le schéma affine Spec Z.

Définition 2.3.1. Le groupoide de modules des courbes projectives lisses de genre g est
le S-groupoide M, dont les objets sont les courbes projectives lisses de genre g et les
morphismes entre Z — B et Z' — B’ sont des diagrammes cartésiens

7 —— 7

|

B"—— B

Le foncteur de projection M, — S envoie une courbe Z — B vers sa base B.

Ce groupoide n’est pas le groupoide associé au foncteur F' définissant le probléme
de modules des courbes projectives lisses en 0.3.3. En effet, un si Z7 — B est une courbe
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équipée d’automorphismes non triviaux alors M, (B) possédent des morphismes non
triviaux et ne peut coincider avec F'(B) définit en introduction qui est un ensemble, i.e.
tous ses morphismes sont des identités.

Le groupoide associé a ce foncteur F' n’est d’ailleurs pas un champ (donc a fortiori
un champ algébrique) puisqu’il n’est pas un faisceau pour la topologie étale (cf. 0.3.3).

Le groupoide M, par contre, est un champ algébrique. Pour montrer ce résultat,
on va utiliser la proposition 2.2.4. La premiére étape est donc de montrer que M, est
isomorphe & un groupoide quotient approprié.

On explique, en annexe, qu’il existe un sous-schéma, noté Hs, du schéma de Hilbert
Hilbpss—s, tel que H3(B) corresponde aux courbes projectives lisses de genre g plongées
tricanoniquement dans ]P>5Bg_6. De plus, on dit que PGL(5g — 5) agit naturellement sur
Hj3. On peut done définir un champ quotient [Hs /PGL(5g —5)] via la proposition 2.2.2.

Théoréme 2.3.2. M, ~ [H;/PGL(59 — 5)]

Démonstration. On va construire un morphisme de S-groupoides de ¢ : [H3/PGL(5g —
5)] = M, et montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, i.e. une équivalence de catégorie.
Pour cela, on montre qu’il est pleinement fidéle et essentiellement surjectif. Dans la
suite, on note G pour signifier PGL(5g — 5).

Soit ¢ = (C' > B,C % Hj) € [H3/G]. Alors C - Hj est un objet de H;3(C), on
peut donc le voir comme un triangle commutatif

ZC —f— ]P)z‘?_ﬁ

AN /
tel
N

C

ol m¢ est un morphisme projectif lisse. De plus, on remarque que le fait que le mor-
phisme t soit G-équivariant est équivalent au fait que mo soit G-équivariant pour les
actions induites naturellement et qu’il définisse une donnée de descente pour le mor-
phisme fppf s. Mais alors on obtient un morphisme 7 : Z — B qui est projectif lisse
par descente fppf, comme illustré dans le diagramme cartésien

ZC —7mc— ('

|
|
77— B

Le morphisme Z — B est un objet de M (B). On définit ¢(B) comme étant cet objet.

Maintenant, si ¢ est un morphisme de [Hs/G] de ¢ vers ¢ = (C' % B',C" 5
Hj3), alors on a la donnée de deux diagrammes cartésiens, le premier étant celui de
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la définition de ¢ et le deuxiéme traduisant le fait que ¢ commute aux morphismes
équivariants.

' —s—C —
‘ \ ‘ \
s’ s et ., ™
1 ! ¢ Iy
B —— B C'—o— C

qui induissent, a leur tour, un diagramme cartésien

Z—— 7
| |
1 l
B——B

Ce diagramme cartésien est, ainsi, un morphisme de M, de ¢(c’) vers ¢(c). On définit
q(¢) comme étant ce morphisme.

On vérifie immédiatement que le morphisme ¢ ainsi défini est pleinement fidele. Pour
ce faire, il suffit de raisonner sur le diagramme suivant.

/ ]P59 6

[

B’ P2y~

Pour montrer qu’il est essentiellement surjectif, il suffit de construire, pour tout
7 Z — B dans M(B), un G-fibré principal s : C — B adapté.

En effet, m,(w} / B) est localement libre de degré 5g — 5. On définit donc s : C' — B
comme le G-fibré principal qui est localement trivial pour toute telle localisation de B.
Le tiré en arriére de 7 par s donne alors ¢ : Z¢ — C' qui définit bien un morphisme
G-équivariant. On a donc bien le résultat souhaité. H

Corollaire 2.3.3. M, est un champ algébrique.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 2.2.4. En effet, toute courbe lisse de
genre g > 2 sur un corps algébriquement clos & un schéma en groupe d’automorphismes
fini et réduit. Cela signifie exactement que les stabilisateurs des points géométriques
sont réduits et finis. O]
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2.4 Schéma de modules grossier

Dans cette section on montre que la construction précédente de M, contient, d'une
certaine facon, le schéma de modules grossier M, construit par Mumford en 1965. Pour
cela, on admet entiérement I'existence et la construction de M.

On commence par redéfinir la notion de schéma de modules grossier d'un foncteur
en terme de champs algébriques. La définition ici n’est pas exactement la méme que
la définition en introduction puisqu’un champ algébrique n’est pas nécessairement un
foncteur. En particulier, on rappelle que M, n’est pas un foncteur. Mais on l'adapte
en fonction.

Définition 2.4.1. Soit F un champ algébrique. Le schéma de modules grossier de F
est un schéma M ainsi qu’un morphisme ¢ : F — M, tel que

1. pour tout corps algébriquement clos k, les classes d’isomorphismes d’objets de
F(Spec(k)) sont en bijection avec M (Spec(k)),

2. cette solution est universelle au sens ou, si N est un schéma, tout morphisme
F — N se factorise via un morphisme M — N.

On donne une condition suffisante pour qu’un schéma soit le schéma de modules
grossier d'un champ algébrique, sous des hypothéses restrictives sur ce champ algé-
brique, mais qui correspondent au cas auquel on s’intéresse.

Proposition 2.4.2. Soit G et X comme en proposition 2.2.4. On considére le champ
algébrique quotient [X/G|. Soit f : X — Y un quotient géométrique de X par G. Alors
Y est le schéma de modules grossier du champ algébrique [X/G].

Démonstration. Soit k un corps algébriquement clos. On pose B = Spec(k). On com-
mence par montrer que l'ensemble des classes d’isomorphismes de [X/G](B) est en
bijection avec ’ensemble des orbites de G(k) dans X (k).

Soit ¢ = (C' % B,C % X) un objet de [X/G](B), alors on définit une application
i telle que i(c) = t(C(k)) € X (k). Alors i(c) est une orbite de G(k) dans X (k). De
plus cette application passe au quotient quand on considére les classes d’isomorphismes
de [X/G](B) par la définition d’un morphisme dans [X/G]. i est surjective. En effet,
si O est une orbite non vide de G(k) dans X (k), alors on peut choisir un représentant
k-rationnel z : B — X de O (car X est de type fini). Maintenant O est I'image par i
de ¢ = (G x5 B— B,G xg B — X) ou la premiére fléche est le G-fibré trivial et la
deuxiéme vaut p o (idg X ). i est injective. En effet, on suppose que i(c) = i(d) = O
pour un objet d = (D — B, D — X)), alors z se factorise via un point v € C' et 6 € D.
Soit ¢ 'unique morphisme équivariant qui envoie v sur . ¢ définit un morphisme de
[X/G] entre ¢ et d, donc un isomorphisme de [X/G](B). On a bien le résultat souhaiteé.

On s’intéresse maintenant au caractére universel de la solution. On remarque d’abord
que, par définition, r = (G xg X B X, G xg X 5 X) et y = (X EN Y, X i X) sont
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des objets de [X/G] et o ('action de G sur X) est un morphisme de [X/G] qui envoie
x sur y. De plus si ¢ est un élément de [X/G] avec les notations usuelles, il existe
un morphisme ¢ de [X/G] qui envoie ¢ sur z, il suffit de prendre 1. = (ec,t) ou ec
est la composée du morphisme strucurel de C' par e. Maintenant si ¢ : [X/G] — N
est un morphisme de champs alors il se factorise naturellement via les transformations
précédentes, i.e. ¢(¢) = q(y) o q(o) 0 q().). On a donc bien une factorisation de ¢ via Y.

O

On peut maintenant utiliser le théoréme de Mumford (5.11. [GIT]) qui donne exis-
tence de M, par un quotient, énoncé¢ ici dans le cas particulier que I'on a étudié.

Théoréme 2.4.3. Un quotient géométrique de Hs par PGL(5g9 — 5) existe.

Et ce quotient c’est H3 — M,. On en déduit, via les résultats de la section précé-
dente, que M, est le schéma de modules grossier de M.
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Annexe A

Schémas en groupes

Définition A.0.4. Soit G un S-schéma et ™ son morphisme structurel. Soit y: G Xg
G—G,B:G—=Gete:S— G des morphismes de S-schémas. On dit que G, muni
des morphismes u, (B et e, est un S-groupe s’il vérifie

GXxsgGxXgG—idgxp— G x5 G

]' /J,X‘idg IL
1 1
G x5 G 0 G
ingﬂ
G—ar—GxgG G xsG
9 ‘ B X idg ‘
. T i
1 1
S e G
G ~— S x5 G
3. N‘\u |

e X id,
! T~
GXSS—idQXe—)GXSG

Définition A.0.5. Soit X un S-schéma et G un S-groupe (avec les notations de la
définition précédente). On dit que G agit sur X s’il existe un morphisme de S-schémas

0:G xg X — X tel que

GxgGxgX —idgxo— G xgX
\

1. X id (‘7
u iX 7
GXsX o X

X =~ SXSX

2 ™~ g

o e X idx
N «
GXSX
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On peut toujours faire agir G trivialement sur un S-schéma X donné via la deuxiéme
projection py : G xg X — X. On remarque également que p est une action de G sur
lui-méme, dite de translation.

G-fibrés
Soit f : X — Y un morphisme de S-schémas et G un S-groupe agissant sur X et

Y. On dit que f est G-équivariant si

GXSX*UXHX
\ \
ida x f f
1 1
GXSY*UYHY

Si 'action de G sur Y est triviale, alors on dit que f est G-invariant.

Si 'on suppose que X = G xg Y, 'action sur X étant défini comme le produit de
la translation de G sur lui-méme par I'action triviale sur Y. Alors f : X — Y, donné
par la seconde projection, est appelé un G-fibré trivial.

f X — Y est un G-fibré principal s’il est localement trivial, i.e. il existe un
recouvrement {Y; — Y} tel que f; : G x5 Y; — Y; est un G-fibré trivial.

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux G-fibrés pour la topologie fppf. Les S-groupes
que 'on considére sont fppf, ¢’est-a-dire que leur morphisme structurel 7 est fppf. Dans
ce cas, si f: X — Y est un G-fibré, alors f est fppf. Plus généralement, f a toute
propriété de 7 stable par changement de base et descente fppf.

Orbites et stabilisateurs

On considére maintenant un morphisme f : T'— X. On définit le morphisme
Y GxgT — X xgT
par s = (0 o (idg X f),p2). On pose, en particulier ¥ = 14, = (0, p2).
Définition A.0.6. On appelle orbite de f, et on note Orb(f), l'image de ;.

Définition A.0.7. On appelle stabilisateur de f, et on note Stab(f), le produit fibré
défini par

Stab(f) T

\
(f7idT)
!
GXST*waXXST
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Quotients

Définition A.0.8. Soit G un S-groupe agissant sur un S-schéma X wia le morphisme
o. Soit' Y un S-schéma et f : X — Y un morphisme de S-schémas. On dit que f :
X — Y est un quotient catégorique de X par G si

GXSX*UHX

1. P2 ¥
l !
X—f—Y

2. cet objet est universel.

Le quotient catégorique est unique (& isomorphisme canonique prés) par définition.
Il est noté X/G. 1l n’existe pas a priori.

Définition A.0.9. Soit G un S-groupe agissant sur un S-schéma X via le morphisme
o. Soit Y un S-schéma et f : X — Y un morphisme de S-schémas. On dit que f :
X — Y est un quotient géométrique de X par G si

GXSX*UHX
|

Lo, ;
| l
X—f—Y

2. les fibres géométriques de f sont des orbites (ou de maniére équivalente f est
surjective et l'image du morphisme ¥ : G Xg X — X xXg X est X xy X),

3. f est universellement submersive, i.e. U C'Y est ouvert si et seulement si f~1(U)
est ouvert dans X et cette propriété est conservé par changement de base,

4. Oy = f.(0Ox)“.
Proposition A.0.10. Un quotient géométrique est un quotient catégorique.

Proposition A.0.11. Si G est fppf alors un G-fibré principal est un quotient géomé-
trique.
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Annexe B

Schéma de Hilbert

Définition et existence

Théoréme B.0.12. Soit f : X — Y propre de présentation finie. Soit F un Ox-module
cohérent Y -plat. Alors la fonction caractéristique d’Fuler-Poincaré x définie par

X(}—y) = rang(HO(Xy,fy)) - rang(Hl(Xy,]:y)) + rang(H2(Xy,]:y)) .
est localement constante sur'Y .

Proposition B.0.13. Soit f : X — Y projectif. Soit F un Ox-module cohérent Y -plat.
Alors la fonction Pr définie par

Pr(m) = x(F(m))
est un polynome a coefficients dans Q appelé le polynéme de Hilbert de F.

Sim: X — P} est une immersion, on peut considérer le faisceau F = 7*(O(1)) qui
lui est associé. Dans ce cas, on parle simplement du polynéme de Hilbert de .

Théoréme B.0.14. On considére le foncteur Hilbpy : S — Ens défini par
Hilbpn (B) = {sous-schémas fermés Z C Py plats et de présentation finie sur B}
Alors ce foncteur est représentable par le schéma
Hilbp, = [] Hilbg,
PeQ[t]

ot Hilb]ffg représente le sous-foncteur correpsondant aux sous-schémas fermés avec po-
lynoéme de Hilbert P.

Soit 7 : Z — B une courbe projective lisse sur B. Alors, on a vu dans la section 1.3.
que l'on peut définir une immersion fermée f : 7 — P%"*ﬁ tricanonique. Le polyndéme de
Hilbert associé a f est donné par le théoréme de Riemann-Roch x(£(D)) = deg D+1—g.
On trouve P(m) = (6m — 1)(g — 1).
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Théoréme B.0.15. Soit f : X — Y un morphisme propre, plat et de presentation
finie, alors l’ensemble des pointsy de'Y tels que la fibre X, est lisse et geometriquement
connezxe est un ouvert.

Ce théoréme est une conséquence immeédiate de 12.2.4 [EGA4c|. On en déduit la
propriété suivante.
Proposition B.0.16. I] existe un sous-schéma Hs C Hz‘lbﬁ?}l)(gfl) C Hilbpsg—s cor-
respondant auxr tmages de courbes projectives lisses par une immersion tricanonique.

Enfin, on remarque que l'action naturelle de PGL(5g — 5) sur Hilbpss—s définit une
action de PGL(5g — 5) sur Hj.
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