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1. Introduction

Le théoreme d’Ax-Grothendieck, prouvé dans les années 1960 indépendamment par
James Ax et Alexandre Grothendieck, déclare dans le cas particulier traité dans ce do-
cument que toute application polynomiale de C" dans C" qui est injective est également
surjective. On dit que P : C" — C" est polynomiale si

P(X1,....Xn)=(P1(X1,....Xn),. ., Pu(X1,....X0)),

ou chaque P; € C[X},...,X,]. Ainsi, P est un n-uplet de polyndémes en n variables. Cela
semble étre beaucoup d’informations qu’il nous faut indexer correctement et dont il nous
faut garder trace, mais la clé de la preuve est que 'information requise est en fait "finie".
Nous allons utiliser I'un des théorémes fondamentaux de 1’algébre commutative et de la
géométrie algébrique pour le montrer : le théoréme des zéros de Hilbert (aussi connu sous
le nom de "Nullstellensatz"). Nous verrons aussi comment I’énoncé de ce dernier dans sa
forme "générale" nous permet de traduire certaines relations algébriques dans C en des
relations algébriques dans un corps fini, nous autorisant ainsi a utiliser 'arithmétique
des corps finis pour démontrer un énoncé sur C, ce qui est remarquable.

2. Deux versions dites classiques du Nullstellensatz

Définition 2.1. — Soient k un corps et S Ck[X7,...,X,]. On définit 'ensemble des zéros
communs des polynémes de S par

V(S):={(x1,...,%,) € &" : P(x1,...,%,)=0 VP €S}



2 AURORE BOITREL

Soit Z un sous-ensemble de £”. On note Z(Z) 'idéal de k[X71,...,X, ] défini par :
I(Z):={f e k[ X1,....Xn] : V(x1,...,20) € Z f(x1,...,%,) =0}

Théoreme 2.2. — (Nullstellensatz version faible)
Soit k un corps algébriquement clos. Si I € k[X1,...,X,] est un idéal propre, alors
V(I)+w.

Corollaire 2.3. — Soit f1,...,[r une collection de polynémes de k[X1,...,X,]. Alors soit
les polynémes f; ont un zéro commun dans k", soit il existe des polynémes g1,...,8, dans
k[X1,...,Xn] tels que g1f1+--+8,fr=1.

Démonstration. — (du Corollaire 2.3.)

Soit I = < f1,...,fr> Oubien V(I) + & et les polynémes f; ont un zéro commun dans
k", oubien V(I)=2 et dans ce cas 1 € I. O
Théoreme 2.4. — (Nullstellensatz version forte)

Soit k un corps algébriquement clos. Pour tout idéal I de k[X1,...,X,],ona
Z(V(I))=VI,

ou 1 désigne le radical de I.

En particulier, si f € k[X1,...,Xn] est tel que f € Z(V(I)) ou I =< g1,...,8, > avec
gi polynéme de k[X1,...,X,] pour tout i € {1,...,r}, alors il existe des polynémes Q; €
k[X1,...,Xn] et un entier m > 1 tels que g1Q1+---+g,Q, = ™.

Démonstration. — (du Théoréme 2.4.)

Par définition, I < Z(V(I)) et comme Z(V (I)) est radical, nous avons \/T € Z(V(I)).
Réciproquement, soit f € Z(V(I)). Ecrivons I = < g1,...,g-> (I a un nombre fini de gé-
nérateurs dans k[X1,...,X,]) et supposons donc que f est un polyndme qui s’annule
sur V(I). Soit Y une nouvelle variable, considérons lidéal J =< g1,...,8,,Yf—-1> =
I+<Yf-1> dans 'anneau de polynomes k[X71,...,X,,Y]. Alors la variété algébrique
V(J)=V(I+<Yf-1>)=V(I)NV(<Yf-1>) est vide.

En effet, si (x1,...,%,,y) € V(J), on doit avoir f(x1,...,x,) =0 et y.f(x1,...,x,) -1 =0.
Comme ceci est impossible, on a bien V(J) = @.

Par le Théoreme 2.2, on doit donc avoir 1 € JJ. Ainsi, il existe des polynéomes ¢1,...,9,,h
dans k[X71,...,X,,Y ] tels que

.
Y qi(X1,..,. X0, Y).gi(X1,....Xn) + B(X1,....X,Y).(YF(X1,...,.Xp)-1) = 1.
=1

1
On peut supposer f # 0 (sinon il est évident que f € /) et évaluer Y en 7 € k(X1,...,Xn)

pour obtenir I'égalité suivante

r
1:Zqi(X1,...,Xn, ).gi(Xl,...,Xn).
=1

1
f(X1,...,Xn)
Multipliant désormais chaque membre de I’égalité par le dénominateur commun égal a

f(X1,...,X,)™ pour un certain entier m, nous obtenons une identité polynomiale de la
forme

3 QiK1 Xn) i (X1yees Xn) = F(X1ye e, X)),
i=1
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ouQ; €k[Xy,....X,]
Ceci montre que /™ appartient a 'idéal I et donc que f est dans v/, ce que nous voulions

démontrer.
OJ

3. La forme générale du Nullstellensatz

Nous allons maintenant nous intéresser a une forme plus générale du Nullstellensatz,

énoncée pour les anneaux de Jacobson, qui sera cruciale pour la conclusion de la preuve
du théoreme d’Ax-Grothendieck.

Définition 3.1. — (anneau de Jacobson)
On dit que R est un anneau de Jacobson si tout idéal premier de R est I'intersection
d’idéaux maximaux.

Exemples 3.2. — (de tels anneaux)

e Il est clair que tout corps k est un anneau de Jacobson.
e 7 est un anneau de Jacobson.

On rappelle ici deux résultats essentiels sur les extensions entiéres d’anneaux qui vont
s’avérer faire partie des principaux ingrédients de la preuve du Nullstellensatz.

Définition 3.3. — Soit A — B une extension d’anneaux. Elle est dite entiere si pour tout
b € B, il existe P € A[X ] unitaire tel que P(b) =0. On dit alors que b est entier sur A.

Théoreme 3.4. — Soit R un anneau et soit S une R-algébre. L'ensemble de tous les élé-
ments de S entiers sur R est une sous-algébre de S. En particulier, si S est engendrée par
des éléments entiers sur R, alors R — S est une extension entiere.

Proposition 3.5. — Si R — S est une extension entiére d’anneaux integres, alors S est
un corps si et seulement si R est un corps.

Nous commencons par énoncer un lemme dont nous aurons aussi besoin dans la preuve
du Nullstellensatz. Nous en donnons une démonstration, tres largement inspirée de

[EIS].

Lemme 3.6. — Soit R un anneau. Sont équivalents

a) R est un anneau de Jacobson.
b) Si p c R est un idéal premier et si S := R/p contient un élément b + 0 tel que le
localisé S[b~1] est un corps, alors S est un corps.

Démonstration. — (Lemme 3.6.)

Montrons a) = b) en montrant que (0) est un idéal maximal de S. Supposons a) ainsi
que ’hypothese de b). Comme R est de Jacobson, S I'est aussi donc I'intersection de tous
les idéaux maximaux de S est incluse dans I'intersection de ses idéaux premiers, i.e. son
nilradical. En effet,

N mec N N m = (1 p=Nils),

mmaximal ppremier P=NMp ppremier
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ou Nil(S) désigne le nilradical de S.

Or, S étant integre (puisque p est premier), son nilradical est nul donc I'intersection des
idéaux maximaux de S est (0).

Maintenant, les idéaux premiers de S[b~1] correspondant bijectivement aux idéaux
premiers de S ne contenant pas b, et S[b71] étant un corps par hypothese, on sait qu’il
n’y a alors qu'un seul idéal de S qui ne contienne pas b : c’est (0). En effet,

considérons ¢ : S - S[b71]. Alors ¢ 1((0))={a€S; In,b"a=0}={0}.

Ainsi, (0) doit étre un idéal maximal, sinon l'intersection de tous les idéaux maximaux
de S contiendrait b, ce qui est impossible. Donc S est un corps.

Montrons maintenant b) = a).
Soit @ un idéal premier de R, et soit I = ﬂ m 2 Q.

®@ c mmaximal
On veut montrer que I = Q.

Supposons par 'absurde que I'inclusion est stricte , et prenons ¢ € I \@. On note b 'image
de ¢ par le morphisme quotient R LR /@. En particulier, on a le diagramme de corres-
pondances suivant

{ premiers premiers de S }
de S[671] qui ne contiennent pas b

[ [

{ premiers de R[c™!] } { premiers de R }
qui contiennent @.R[c™!] qui contiennent @ et pas c

|

Par le lemme de Zorn, il existe un idéal premier p maximal parmi les idéaux pre-
miers J de R vérifiant @ c J ¢ <@Q,c >, c’est-a-dire contenant § mais ne contenant pas c
(I'union des éléments d'une chaine de cet ensemble donne classiquement un majorant de
la chaine).

De plus, p n’est pas maximal car p €< @,c > c I qui est stricte. Ainsi, R/p n’est pas un
corps. Mais par définition, p engendre dans le localisé R[c™!] un idéal p.R[c™!] = p[c7!]
maximal, donc (R/p)[c™'] = R[c7']/p[c™!] (par exactitude de la localisation) est un
corps. Ceci est en contradiction avec 'hypothése de b), donc I =@ et R est un anneau
de Jacobson.

O

Remarque 3.7. — Soient R un anneau de Jacobson intégre, b €¢ R~ {0} et p = (0). Alors
R[b71] est un corps = R est un corps.

On énonce enfin le Nullstellensatz dans sa forme générale, dont nous sommes a méme
de donner une démonstration, tirée de [EIS].

Théoreme 3.8. — (Nullstellensatz - Forme générale)

Soient R un anneau de Jacobson et S une R-algébre de type fini. Alors S est un anneau
de Jacobson. De plus, si n c S est un idéal maximal, alors m := nNR est un idéal maximal
de R, et R/m = S/n est une extension finie de corps.
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Démonstration. — (Théoreme 3.8.)
On va procéder a la preuve de ce théoreme en trois étapes.

1. Premiere étape : On commence par un cas particulier. Supposons R = K un corps,
S =K|[x] et montrons que S est de Jacobson. On a

Spec(S)={(0)} | J{n=(F), F irréductible unitaire}
={(0)} U Spm(S).

Puisque tous les idéaux premiers non nuls de S sont maximaux, il nous faut seule-
ment vérifier que (0) est 'intersection d’idéaux premiers (donc maximaux) de S.
Comme aucun polynéme non nul ne peut avoir un nombre infini de facteurs irré-
ductibles, il suffit de montrer que S a une infinité d’idéaux premiers, c’est-a-dire
une infinité de polyndémes irréductibles. En effet, dans ce cas,

N »n = N (F) = {P; Fi|PVi}=(0).
neSpm(S) infinie, F; irréd
Pour cela, on utilise un argument bien connu d’Euclide :
Supposons que S ait un nombre fini de polynémes unitaires irréductibles F,...,F}.
k
Soit alors P = [] F; + 1. Comme K est un corps, les irréductibles de S sont au moins
i=1
de degré 1, et donc P n’est pas I'un des F;. Comme P est unitaire, P n’est pas
irréductible. En particulier, 'un au moins des F; divise P. Supposons que ce soit
k
Fi1:3Q ¢S,P=F1Q. Alors F1(Q-[] F;) = 1. Donc F est inversible, ce qui est faux.
=2
Ainsi, S est bien de Jacobson.
Par ailleurs, si n = (F') maximal, alors m := KN n = (0) (polynémes constants et
divisibles par F) et (0) est bien maximal puisque K est un corps. De plus,
K/(0)=K - K[x]/(F) est finie de dimension égale au degré de F. Donc la seconde
conclusion du théoréme est bien vérifiée dans ce cas.

2. Deuxieéme étape : Soient R un anneau de Jacobson quelconque et S une R-algebre
engendrée par un seul élément (i.e. S = R[x]/I pour un certain idéal I).
Par le lemme 3.6, pour montrer que S est un anneau de Jacobson, il suffit de mon-
trer :

V P c S premier,¥ beS":=S/P,b+#0, S'[b"1] est un corps = S’est un corps. (1)
Posons 7= P N R premier dans R, R = R /7 intégre, S1=S’= S/P intégre conte-
nant Ry, b1=56, P1=P.S1= (0) et Sll :Sl/Pl =9S1.
On voit que R1, S1, P; et b; vérifient les mémes hypotheses que dans (1).

De plus, on note que R est integre et R; — S est injectif, ce qui se lit trés bien sur
le diagramme suivant

R—— S
R4 =R/T[ — S/P=Sl

On renomme maintenant en oubliant les indices "1". On s’est donc ramenés au
cas ou R et S sont integres, P = (0) impliquant S’ =S et R — S morphisme injectif
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d’anneaux.
Nous allons en fait montrer que R — S est une extension finie de corps avec les
hypotheses :

R~ S < S[b1] (2)

ou S est engendrée par un élément en tant que R-algebre et S[b71] est un corps.
Cela montrera ainsi les deux conclusions souhaitées du théoreme dans le cas "re-
nommé".
Comme S est engendrée sur R par un élément ¢, on peut écrire S = R[x]/Q > x =:¢,
ou @ est un idéal premier de R[x]. Alors @ #0.
En effet, si au contraire @ = 0, on aurait b € S = R[x] non nul tel que R[x][671]
soit un corps. En notant K := Frac(R) désignant le corps de fraction de R, et en
écrivant R[x][b71] - Frac(R)[x][671], K[x][b~!] serait également un corps. Mais
comme K|[x] est de Jacobson par I'étape 1, ceci contredirait le lemme 3.6 et donc
Q +0.
Soit done p(x) =p,x™+---+p1x+po € @~ {0}, avec p,, #0.
On a le diagramme

quotient par @

R[x] S

[ ]

R[p;'[x] 228 S[p,1]

Alors p est tel que p(¢) =p,t"+---+pit+po=0 dans S. Multipliant p(¢) par p;!,
nous obtenons ¢" + %tn‘l +et 5—2 =0 dans S[p;!]. Ainsi, comme S est engendrée
par ¢t comme R-algebre, S[p;!] est engendrée par ¢ comme R[p;!]-algebre et ¢ est
entier sur R[p;,!]. Par le théoréme 3.4, R[p;'] - S[p;,!] est entiére. En particulier,
b €S c S[p,!] est entier sur R[p;!], cCest-a-dire qu’il existe une relation
bMm4r, 16 1tk rb+rg=0, avec r; = ;’i € R[p;']. En multipliant cette égalité

a;
n

max (a;)

par g, = Pn ,ona q(b)=qubm+--+q1b+q0=0, avec ¢ € R[x]~ {0}.
Comme S est integre, quitte a diviser par une puissance de b si nécessaire, on peut
supposer qg # 0. Multipliant maintenant g par qo% et écrivant désormais f8 pour
b1 nous obtenons une relation de la forme
gy Dgm-1, . dm_q (3)
q0 q0

La relation (3) montre que R[(pnqo) 1] — S[B] est entiere. En effet, cela se déduit
clairement du diagramme suivant

R < > S < > S[B]

| J

entiere

R[(pnqo) '] ——— S[(pnqo)™

] entiere, (3) S[

(anO)ilﬁﬁ]

Comme S[B] est un corps par hypothése, la proposition 3.5 entraine que
R[(pnqo)~'] est un corps. R étant supposé de Jacobson, par la remarque 3.7
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qui suit le lemme 3.6, R est lui-méme un corps. Donc R[p;']=R - S[p;!]=S est
entiére. De nouveau par la proposition 3.5, S est un corps et S est ainsi un anneau
de Jacobson. De plus, comme S est de type fini sur R, R — S est finie.

En particulier, si n c S est maximal, notons m :=n (| R. Alors I'hypothése (2) déduite
de (1), pour P = n, fournit ainsi le second résultat du théoreme.

3. Troisieme et derniére étape : Dans le cas général, on raisonne par récurrence
sur le nombre r de générateurs de S comme R-algébre.
Pour r =1 : c’est le résultat de la deuxieme étape.
Pour r > 2 : supposons le résultat du théoréeme vrai pour des R-algebres ayant un
nombre de générateurs < r—1. Soit S’ la sous-algebre de S engendrée par r—1
générateurs de S. Par hypothese de récurrence, S’ est de Jacobson, donc par le cas
r=1 (étape 2), S est aussi un anneau de Jacobson.
De la méme maniére, si n est un idéal maximal de S, alors S’ N n est un idéal
maximal par le cas r =1, et RNn=RN(S'MNn) est maximal par hypothése de
récurrence. On peut résumer la situation par le diagramme suivant

Enfin, par un raisonnement analogue, comme les extensions R/(RNn) -
S'/(S"Nn) et S’/(S"Nn) - S/n sont finies respectivement par 'hypothese de
récurrence et par le cas r =1, alors R/(R Nn) - S/n est finie, ce qui conclut la
preuve du théoréeme.

O

4. La preuve du théoréeme d’Ax-Grothendieck

Nous rappelons I'’énoncé du théoreme que nous allons démontrer en suivant I'exposi-
tion de [TAO10] :

Théoréeme 4.1. — (Ax-Grothendieck, cas C*)
Soit P :C" —» C" une application polynomiale. Si P est injective, alors P est bijective.

La premiere observation est que le résultat de ce théoreme est tout a fait trivial dans
le cas d’'un corps fini :

Théoreme 4.2. — Soit F un corps fini et soit P : F"* — F™ une application polynomiale. Si
P est injective, alors P est bijective.

Démonstration. — (du Théoreme 4.2.)
Toute injection d’'un ensemble fini dans lui-méme est nécessairement une bijection.
O

Le Nullstellensatz nous permet de traduire les propriétés d’injectivité et de surjecti-
vité des polynomes en des relations algébriques faisant intervenir une quantité finie de
données, ce qui est I'idée principale de la preuve.
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Lemme 4.3. — Soit k un corps. Une application polynomiale P : k" — k", avec
P = (Py,...,P,), est injective si il existe Q;; € k[X1,...,X,,Y1,....Y,] et rj > 1 tels
que

> (Pi(X)~Pi(Y) Quy(X.Y) = (X;-Y))" @

pour tout 1< j<n.
Si de plus k est algébriquement clos, alors l'injectivité de P implique l'existence d’une
telle relation (4).

Démonstration. — (Lemme 4.3.)

Si l'identité (4) ci-dessus est vérifiée, il est clair que P;(X)-P;(Y) = 0 pour tout i

implique X; -Y; =0 pour tout j,i.e. X -Y =0, et donc (4) implique bien 'injectivité de P.
Réciproquement, supposons de plus k£ algébriquement clos et P injective. Cela veut
dire que si P;(X)-P;(Y) = 0 simultanément pour tout i (i.e. P(X) = P(Y)), avec
X=(X1,....,X,) etY =(Y1,...,Y,), alors X; =Y pour tout j, cest-a-dire X =Y.
Fixons maintenant j et considérons les hypothéses du théoreme 2.4. Par injecti-
vité, le polynéme X;-Y; s’annule en les points en lesquels 'ensemble de polynémes
{P;{(X)-P;(Y)}; de A =k[X4,...,X,,Y1,...,Y,] ’annule. Ainsi, par le Nullstellensatz,
on a l'existence de polynomes @; ; € A et d'un entier r; > 1 tels que

i(PAX)—Pi(Y».Qi,J-(X,Y) L (X-Y),

ce qui nous donne bien la relation (4).
O

De méme, nous exprimons le manque de surjectivité en utilisant des équations polyno-
miales.

Lemme 4.4. — Soit k un corps. Une application polynomiale P : k" — k", avec
P = (P4,...,P,), n'est pas surjective si il existe zg € k" et un polynéme R : k" — k",
avec R = (R1,...,R,), tels que

(P(X)-z20) .R(X) = 1. (5)

Si de plus k est algébriquement clos, alors ’hypothese P non surjective entraine lexis-
tence d’une telle égalité (5).

Démonstration. — (Lemme 4.4.)

Si la relation (5) ci-dessus est satisfaite, alors P(X) # z¢ pour tout X € k2", et donc P
n’est pas surjective.
Réciproquement, si & est supposé algébriquement clos et si P n’est pas surjective, il existe
un élément zg = (201,...,20n) € k" pour lequel P(X) - z¢ # (0,...,0) quelque soit X € k™.
Notons I =< Py - 201,...,Pn— 2o > . Alors V(I) = @ par hypothese, et donc 1 € I par les
théoreme 2.2 et corollaire 2.3. Le Nullstellensatz nous donne ainsi l’existence de poly-
némes Ry,...,R, € k[X1,...,X,] tels que

i(Pi(X)_ZOi)-Ri(X) =1

d’ou I'égalité (5).
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme d’Ax-Grothendieck.

Démonstration. — (Théoreme 4.1)

Supposons par I'absurde qu’il existe une application polynomiale P : C" - C"*, P =
(Py,...,Py), qui soit injective mais non surjective. Comme C est un corps algébriquement
clos par le théoreme de d’Alembert-Gauss, on peut invoquer le Nullstellensatz comme
précédemment et trouver les relations (4) et (5) respectivement des lemmes 4.3 et 4.4,
pour certains @, ;, 2o, R;. Considérons I'ensemble C constitué des coordonnées z; de 2z
et des coefficients des polynomes P;,Q; ; et R;. C’est un sous-ensemble fini de C.
Considérons désormais la Z-algebre de type fini B := Z[C] c C. Le lemme de Zorn nous
fournit I'existence d’'un idéal maximal m c B. Uanneau Z étant de Jacobson, nous pou-
vons appliquer le théoréeme 3.8. Alors Znm = (p) c Z, avec p un nombre premier, est
aussi un idéal maximal et Z/(p) = F, < B/m est une extension finie de corps. Donc B/m
est un corps fini. On peut alors réduire les équations polynomiales (4) et (5) via le mor-
phisme d’anneaux B[X,Y] 5 (B/m)[X,Y]; celles-ci étant maintenant vérifiées sur le
corps fini B/m.

Cela implique, en notant B/m := F, que l'application "réduite" P : F" — F" est injective
et non surjective. Ceci est en contradiction avec le résultat du théoréeme 4.2, donc P est
nécessairement surjective donc bijective.

O

5. Conclusion

Bien que I’énoncé et la preuve du théoreme d’Ax-Grothendieck dans le cas C" soient
déja intéressants et impressionnants, il est important de préciser que la version "com-
plete" du théoréme nous autorise a remplacer C" par n’importe quelle variété algébrique
X sur un corps algébriquement clos et P par un morphisme de X dans elle-méme.

Par ailleurs, la conclusion du théoréme est que ’'application considérée est bijective ; ceci
est plus faible que de dire que c’est un isomorphisme. Par exemple, le morphisme de C-
algebres f: Clx,y]/(y?-x3) — C[t] tel que f(x) =12 et f(y) = ¢3, qui géométriquement
induit le morphisme A} - X = Spec(C[x,y]/(y?-x3)) de normalisation de la courbe avec
un point de rebroussement (aussi appelée "cuspidale") y2 = x3, est bijectif mais non iso-
morphique.

On peut enfin noter que 'on obtient la conclusion plus forte que P est un isomorphisme
en supposant de plus que c’est une immersion fermée ; et cette hypothese plus forte rend
alors la démonstration plus facile. Précisément, disons dans le cas affine, si P : Spec(A) —
Spec(A) est une immersion fermée de schémas affines noethériens, alors il est assez fa-
cile de montrer que c’est un isomorphisme. Le théoréme d’Ax-Grothendieck est ainsi une
généralisation d’'une version affaiblie de ce dernier résultat.
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