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Résumé

Dans ce texte, nous avons expliqué les premiers résultats exposés dans l’article de J.P. Serre [Ser09] concernant
le théme de la finitude en géométrie algébrique. Nous avons relevé les différentes occurences de l'ambiguité
qui consiste a assimiler variété algébrique au sens classique et son pendant schématique. Nous nous sommes
enfin intéressés a une difficulté quant au relévement d’une action agissant sur un corps fini en une action en
caractéristique 0, qui peut alors étre considérée comme une action sur C. Au sein de article, cette chose est
présupposée mais ne semble pas immédiate. Nous avons mis en place une stratégie paralléle, afin de contourner
la difficulté.

Nous commencons alors par rappeler quelques notions de base de la géométrie algébrique classique et moderne,
avant de passer aux résultats de l'article.
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1 Introduction

Pour ma deuxiéme année & ’E.N.S. de Cachan j’ai décidé d’effectuer mon stage & 'IRMAR ' sous la tutelle de
Mr Matthieu ROMAGNY sur un théme touchant & la géométrie algébrique. Nous nous sommes mis d’accord pour
étudier certains paragraphes d’un article publié par Serre en 2009 [Ser09]. Celui-ci se base sur une conférence tenue
par 'auteur et présente plusieurs avantages :

— les résultats sont frappants.

— le texte est plutot accessible pour un étudiant de Master.

— il permet d’aborder plusieurs aspects de la géométrie algébrique.

Les questions soulevées par J.P. Serre dans son cours sont encore d’actualité comme le prouve encore la publi-
cation d’articles comme [HE11] ou encore [HAU15].

Mon stage débuta le ler mars 2015 et se termina le 15 juillet avec une soutenance devant mon maitre de stage.
Je fus trés bien accueilli & I'Institut : on m’accorda un bureau avec un ordinateur et un casier, un badge pour
pouvoir acceder au batiment ainsi que la possibilité de fréquenter la bibliothéque de 'TRMAR et d’y emprunter des
ouvrages. J’ai eu également la possibilité de discuter avec les éléves doctorants.

Le sujet en lui-méme fut traité en plusieurs étapes. Tout d’abord nous nous sommes mis d’accord pour m’initier
aux objets fondamentaux qui me m’étaient indispensables : le Nullstellensatz, les schémas ainsi que de nombreux
exemples. Par la suite nous nous sommes attaqués & ’article. Nous nous sommes focalisés sur deux théorémes. Le
premier porte sur les points fixes d’action de p-groupes.

Théoréme Si un p-groupe G agit sur l’espace affine A™ défini sur un corps algébriquement clos k, de caracté-
ristique premiére avec p, alors ['action a des points fizes.

Le second s’interesse aux endomorphismes des variétés. C’est le théoréme d’Ax-Grothendieck.

Théoréme Soit X une variété affine (ou schéma affine de type fini) définie sur k, algébriquement clos. Si un
morphisme f: X — X est injectif alors il est bijectif.

Le but de mon étude fut de relever les ambiguités qui pouvaient subsister dans ces énoncés ainsi que leurs
démonstrations. En effet & tout moment nous pouvons nous situer dans un contexte plutot classique ou nous
travaillons qu’avec des variétés, comprises comme ensembles de solutions & un systéme d’équations, ou dans un
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contexte bien plus moderne ot nous travaillons avec des schémas. Au cours de mon stage j’ai pris article et j’ai
tenté de poser les résultats dans ce dernier en faisant usage du langage schématique. Nous avons exploré aussi des
résultats mettant en perspective le théoréme d’Ax-Grothendieck. Ceux-cis viennent de I’algébre commutative. Au
cours de cette investigation nous nous sommes particuliérement intéressés au relévement des actions algébriques de
caractéristique non-nulle en caractéristique nulle. Nous avons fini par noous rendre compte que nous ne pouvions
pas répondre définitivement & cette question, néanmoins nous avons mis en évidence le lien avec une conjecture
encore ouverte aujourdh’hui, appelée probléme de la linéarisation. Nous y faisons appel & des outils venant de la
cohomolgie des groupes.

2 Les notions fondamentales de la géométrie algébrique et le Nullstel-
lensatz

Nous commencons par donner une introduction bréve & la géométrie algébrique avant d’apporter deux preuves
du théoréme des zéros de Hilbert qui est & la base de cette branche des mathématiques.
Références : [Har77|, [Per09], [Mat89], [Mum99|, [Mac78].

2.1 Les variétés au sens classique
2.1.1 Les objets

La géométrie algébrique étudie les apports géométriques a 1’algébre et vice-versa. Plus précisément, la géométrie
algébrique classique s’interesse a I’étude des solutions d’équations polynomiales définies sur un corps k & n variables.

Pour £ C k[Xy,...,X,] on pose Z(E) ={x € k" | P(x) =0 VP € E}

Le Z vient d’Oscar Zariski, mathématicien qui effectua un grand travail de formalisation algébrique des résultats de
I’école italienne de géométrie, qui souffraient d’'un manque de rigueur, allant jusqu’a publier des résultats faux ou
non-justifiés. Désormais on appelle ensemble algébrique tout ensemble de cette forme, que 'on note, U, V, W, X
ouY?2.
Nous définissons également une opération duale qui consiste regarder les polynémes qui s’annulent sur un méme
ensemble S C k" :
J(S)={P€ck[X1,...,.X,] | P(x)=0 VxeS}

Cet ensemble est d’ailleurs un idéal. Afin de fixer les idées nous allons poser désormais k un corps, n € N et
A =Ek[Xy,...,X,]. Nous pouvons déja énoncer certaines propriétés :

Propriété — J et Z sont décroissantes pour l’ordre de l'inclusion :
Si S1 C Sy dans k™ alors 3(S1) 2 J(S2)

Si K1 C Ko dans A alors Z(K,) 2 Z(K>)

— Pour un ensemble algebrique, nous pouvons considérer ’idéal engendré par les polyndémes donnés :

Ainsi dans la suite nous allons considérer des ensembles algébriques d’idéauz. Comme A est noetherien, les
idéaux sont génerés par un nombre fini de polyndomes.

- J est quasi-injective car, si V est un ensemble algébrique
Z(3(V) =V

— Les ensembles algébriques sont stables par intersection :
Z(U-[a) = mZ(Ia)

2. Il est trés important d’adopter de bonnes conventions de notations car nous pouvons nous retrouver avec des notations confuses
du type Z = Z(E).




— Ils sont stables par union finie :
Z(INH)=Z(INJ)=ZI)UZ(J)

Ou 1J désigne l'idéal engendré par les produits déléements de I et J.

— () et k™ sont algébriques. Nous notons désormais k™, A" (k) ou encore A™ pour abréger®.

DEMONSTRATION

Tous les points sauf le 3) et le 5) sont tautologiques. On a clairement V' C Z(J(V)). Supposons maintenant que
V =Z(I), alors 3(V) 2 I et donc par décroissance nous avons Z(J(V)) C I.

Vu que IJ C INJ C1I,J nous avons déja Z(IJ) 2 Z(INJ) 2 Z(I)U Z(J). Soit x € Z(IJ) et supposons que
x ¢ Z(I). Ainsi on dispose de P € I tel que P(x) # 0; mais pour tout @ € J, PQ(z) = P(x)Q(x) = 0 par
hypotheése, donc VQ € J, Q(z) = 0 donc z € Z(J). O

Nous pouvons remarquer déja que nos ensembles algébriques forment les fermés d’une topologie particuliére
appellée topologie de Zariski. Elle n’est pas habituelle puisqu’elle n’est pas de Hausdorff dés lors que le corps
k est infini : si nous considérons deux ouverts d’intersection vide nous avons donc 'union de deux fermés, Z(I) et
Z(J), qui recouvrent tout A™; d’apreés la propriété nous avons donc deux idéaux I et J tels que Z(IJ) = A" or si un
polyome n’est pas nul alors d’aprés le lemme suivant il prend des valeurs non nulles ; par conséquent IJ = (0) donc
I'un des deux idéaux est nul (sinon on trouverait deux éléments non-nuls P € I et Q € J, et alors 0 # PQ € I.J),
disons I = (0) ainsi Z(I) = A™ ce qui montre que, forcément 1'un des deux ouverts est vide.

Lemme Soit k un corps infini. Alors pour tout P € k[X1,...,X,] non-nul, nous avons x € k™ tel que P(z) # 0.
Par la méme occasion nous avons J(A™) = ().

Remarque L’énoncé est faux dans le cas des corps finis : soit Fp une cloture algébrique de Z/pZ ou p est un
nombre premier et ¢ = p” une puissance de p :

F,={z€F,|2?—2=0}
Pourtant X9 — X n’est pas nul dans F,[X].

DEMONSTRATION

Nous faisons une démonstration par récurrence sur n € N*. Pour n = 1 cela va de soi : un polynéme non nul de k[X]
(une seule variable), n’a qu’un nombre fini de solutions dans k, or & est infini. Supposons ’hypothése de récurrence
vraie au rang n > 0. Pour P polyndéme non-nul & n 4 1 variables nous avons donc

P(Xy,...,Xn, X) = Z ai(X1,..., X)) X"

ois<m
ou, par hypothése a,, est un polyndéme non-nul & n variables, donc nous disposons de & = (x1,...,2,) € k™ tel
que a,,(z) # 0. Nous pouvons donc appliquer le cas n = 1 & P(zy,...,2,, X) polynome non nul car le coefficient
dominant est non nul. O

Nous munissons de maniére naturelle A" (k) de cette topologie de Zariski, néanmoins un ensemble algébrique en
hérite de la topologie induite.
Dans ces cas il est pertinent de considérer les ensembles irréductibles d’une telle topologie que ’on surnommera
ensemble algébrique affine :

Définition Un espace topologique X est dit irréductible lorsqu’il ne peux pas s’ecrire sous la forme d’une union
de deux fermés propres de X, autrement dit, nous avons les propriétés équivalentes suivantes :

— X est irréductible.
- Si X =FUGou F et G sont fermés dans X, alors F'= X ou G = X.

- SiUNV =0ouU etV sont des ouverts dans X, alors U = () ou V = 0.

3. Nous expliquerons la raison derriére cette notation un peu plus tard



— Tout ouvert de X est dense.
Un sous-ensemble Y C X est dit irréductible lorsque c’est un espace topologique irréductible pour la topologie
induite.

Remarque Nous venons de démontrer plus haut que I’ensemble A™ est irréductible. Cela permet entre autres
d’énoncer la principe de prolongement des identités algébriques pour & infini : On suppose que P s’annule en dehors
d’un ensemble algébrique différent de A™; alors P s’annule sur tout A”™.

Nous pouvons nous demander comment se traduit cette propriété pour les ensembles algébriques et si nous avons
une bonne caractérisation. Nous avons la premiére equivalence dans notre futur dictionnaire algebrico-géométrique :

Propriété V est irréductible ssi I(V) est premier.

DEMONSTRATION
Supposons d’abord V irréductible, et soient f,g € A tels que fg € J(V'). Nous avons alors

V=2(3(V)) € Z(fg) = Z(f) U Z(g) donc V = (VN Z(f)) U (V N Z(g))

Par conséquent, vu que VN Z(f) et VN Z(g) sont des fermés de V nous avons par exemple V C Z(f) ainsi f € 7.
Réciproquement si 'idéal est premier, on peut supposer V C Z(I) U Z(J) = Z(IJ) alors nous avons

I1JC3(Z(IJ)) CI(V)
Ainsi nous avons par exemple I C J(V') ainsi V C Z(I). O
Définition Nous allons désormais appeller variété algébrique affine un ensemble algébrique irréductible.

Cette notion est assez pertinente puisque tout ensemble algébrique se décompose en ensemble irréductibles.

Théoréme Tout ensemble algébrique V' s’écrit de maniére unique sous la forme
V=ViU...UV,, ou V;ZV; si i#]
Ou les Vi, sont des ensembles irréductibles. Nous les appellons les composantes irréductibles de V.

DEMONSTRATION

Pour 'existence nous supposons par ’absurde qu’il existe des ensembles algébriques qui ne se décomposent de cette
fagon. Nous considérons alors S = {J(V) | V ne se décompose pas}. Comme A est noetherien (théoréme de la
base de Hilbert), nous pouvons donc considérer un W tel que I = J(W) soit maximal dans S. Comme W n’est
pas irréductible, il peut donc s’ecrire comme union de deux fermés stricts : W = F UG avec F,G & V ainsi
I ¢ 3(F),3(G); par maximalité nous avons donc F,G décomposables donc V' aussi, d’out la contradiction. Pour
I'unicité nous considérons une double-décomposition comme dans 'énoncé Wy U ... U W, = V3 U...UV,. Alors
nous avons par irréductibilité W7 = (W73 N Vi) U... U (W7 NV,) qui est contenu dans un certain V;, et ce dernier
I’est aussi dans un certain Wy par conséquent W, C V; C Wy, cela implique donc k£ = 1 et Wy = V;. Nous pouvons
réiterer notre argument. 0

Arrivés & ce stade nous avons déja établi certaines correspondences entre objets algébriques, des idéaux, et
géomeétriques, des ensembles de points annulant une certaine collection de polynoémes. Nous pouvons nous contenter
de manipuler ce que ’on appelle ’algébre affine de V ou encore ’anneau des coordonnés affines de V :

k[Xla s 7Xn]

V)= 30

Grosso-modo, nous avons identifié tous les polynomes, ou plutéot toutes les fonctions polynomiales qui prennent les
mémes valeurs sur V. Ainsi on peut voir I'(V') comme ’ensemble des fonctions polynomiales réstreintes a V.

Remarque Chose évidente que nous n’avons pas encore dit est que tout idéal J(V') est radical, ce qui implique
donc que I'(V') est une algébre réduite (ne contient pas d’éléments nilpotents), de type fini sur & : si f” s’annule sur
tout V alors f s’annule sur tout V.



2.1.2 Les morphismes

Généralement en mathématiques, lorsque nous considérons des objets, nous nous intéressons aux applications
entre ces objets qui préservent certaines relations. Ainsi nous nous intéressons en priorité, lorsqu’on travaille avec
des groupes, aux morphismes de groupes, ou aux morphismes d’anneaux quand on travaille avec des anneaux en
algébre commutative. Cette démarche a été formalisée et nous travaillons désormais avec le langage de la théorie
des catégories. Pour plus de details voir [Mac78] ou encore [DDO05].

Définition Soient V C k™ et W C k™ deux variétés algébriques affines telles que nous les avons définies plus haut.
Un morphisme de variétés ¢ : V — W est une application induite d’une fonction polynomiale k™ — k™. Nous
avons donc n polynoémes Py, ..., P, & m variables et & coéfficients dans k tels que

Ve = (21,...,2m) €V, ¢(x) = (Pr(z1,.. -, Tm), -, Pu(1, ..., Tm))
Nous disons alors que ¢ est réguliére et nous notons ’ensemble corréspondant Homgeg (V, W)

Remarque Nous pouvons identifier I'(V') & I’ensemble des fonctions réguliéres de V sur A}. Nous considérerons
désormais que ce sont les mémes objets.

Nous allons noter ¢ = (¢1, ..., ¢,) pour distinguer ses composantes. Nous remarquons alors que ces applications
sont continues pour la topologie de Zariski. Nous avons vu plus haut comment associer & une variété son algébre
de coordonnées. Nous voulons montrer que nous avons ainsi défini un foncteur ; nous voulons donc associer a ¢ un
morphisme d’algébres. Ici nous utilisons le fait que I'(V') s’identifie & une sous partie de F(V, k). Nous pouvons alors
définir

¢ T(W) = T(V), frs0"(f)=fo¢
Nous venons donc de mettre en évidence un foncteur contravariant I', puisque nous avons bien la propriété foncto-

rielle : (¢ o h)* = ¢* o ¢*.

Proposition Le foncteur I' est pleinement fidéle, autrement dit ¢ — ¢* définit une bijection entre Hompe,(V, W)
et Homy,_ q4(T'(W),I(V))

DEMONSTRATION
11 suffit d’exhiber ’application inverse. Or si nous notons v; I'image de Y; dans I'(W), & 8 € Homy_a1(T'(W),T'(V))
nous pouvons associer ¢ = (6(v1),...,0(v,)) € Homgeg(V, W). C’est application inverse cherchée. O

Nous pouvons donc conclure notre paragraphe avec le théoréme qui suit faisant appel au Nullstellensatz, dé-
montré aux paragraphes suivants. Pour nos besoins il nous dit que si p est un idéal premier alors on a

IZp) =»p

Théoréme Pour k corps algébriguement clos, le foncteur T' est une équivalence entre les catégories des variétés
algébriques affines et la catégorie des k-algébres de type fini réduites. Cela signifie qu’il est pleinement fidéle et
essentiellement surjectif : si A est une k-algébre de type fini réduite alors il existe V wvariété telle que A soit
isomorphe 4 T'(V').

DEMONSTRATION
Nous avons déja vu la pleine fidélité, il nous reste & montrer que c’est essentiellement surjectif. Or pour notre algébre
A nous pouvons ’ecrire sous la forme

k[Xla s 7Xm]

A:
I

, I idéal premier

D’aprés le Nullstellensatz il suffit donc de poser V' = Z(I) O



2.2 Le Nullstellensatz : par la normalisation de Noether

Nous démontrons ici le théoréme des zeros qui a sérvi dans le paragraphe précédent mais qui servira également
dans la suite. Fixons £ un corps.

Théoréme Supposons que A est une algébre intégre de type fini sur k, et de degré de transcendence r sur k*. Il

existe alors x1,...,x,, des éléments algébriquement indépendents dans A tels que, A soit entiére sur k[xy,. .., x,]
ou encore de maniére équivalente, A est un klx1,...,x,.]-module de type fini.

DEMONSTRATION

(D’aprés Mumford et Nagata). Nous démontrons le théoréme par récurrence sur m le nombre de générateurs de
A sur k. Premiérement nous écrivons A = k[z1,...,Zy], ou encore K = k(x1,...,2m,), et alors m > n. Sim =n
alors {z1,...,x,,} est une base de transcendence de K/k. Ainsi nous avons initialisé notre récurrence et nous
pouvons considerer désormais m > n. Soit P € k[X1,...,X,,] non-nul tel que P(x1,...,zm) = 0 : en effet comme

m > n, les z; ne sont algébriquement indépendents. Nous effectuons le changement de variables suivant : on pose
r, €N, i=2,...,m que ’on détermineras plus tard

Zy=Xo— XI?, ... Ty = X — XI

Ce changement de variables permet de voir P comme un polyndéme @ en Xi,Zs,...,Z,, et si nous avons z; =
x;—axy, i=2,...,malors A =k[x1,22,...,2m] et Q(x1,22,...,2m) = 0. Ce qui est interessant c’est que chaque
mondme de P devient dans @ un polyome en X7 & coéfficient dominant inversible :

SiP= Zanf”‘j .. XSmd alors
J

Q= Z anf”"'+7'2a2'j+'“+rmam”' + polynome de degré strictement inferieur en X7, & coéfficients dans k[Z;]
J

Le but est de choisir les r; de facon & ce que les puissances en X obtenues & partir des monomes, soient différentes
deux & deux; dans ce cas, on aura forcément une de ces puissances qui sera plus grande strictement que les autres;
ceci permet alors de montrer que z; est entier sur B = k[za,. .., 2,]. Supposons alors que Frac(B) = L soit de
degré de transcendence n’ sur k. Nous avons donc y1, .. ., ¥, algébriquement indépendents sur k tels que ’extension
L/k(yi,...,yn) soit algébrique. Mais alors K = L(z1) = L[z1] étant algébrique sur L on a donc L/k(y1,...,Yn’)
algébrique donc n’ = n. Ainsi, par hypothése de récurrence, les y; peuvent étre choisis tels que B soit entier sur
Ely1, ..., ym]; mais alors vue que A est entier sur B on a donc A entier sur k[y1, .. ., Ym].

Montrons alors que le choix de tels r; est possible. On se sert d’un petit résultat d’arithmeétique :

Lemme Soit t entier naturel strictement plus grand que les |b;| o les by, . .., b, sont des entiers. Alors

i bitt # 0
=0

En effet si au contraire la somme est nulle, nous pouvons supposer by # 0 quitte & reindexer et considerer le
plus petit indice i tel que b; # 0 et alors

0% [bo| =] > bt

i=1
Mais comme cet entier est non nul alors la somme, facteur de |¢| est un entier non-nul donc > 1 ainsi |bg| > ¢ ce qui

est contradictoire.
Le lemme montre alors qu’il suffit de poser r; =t* ol ¢ est un naturel plus grand que tous les «; ;. O

Desormais nous pouvons déja montrer le Nullstellensatz faible :

Théoréme Pour k corps algébriquement clos, les idéauz mazimauz de k[X1,...,X,] sont de la forme
(X1 — a1, Xp — az)

ol a; € k. Ils correspondent donc auz points a de k™.

4. de K, le corps des fractions de A



DEMONSTRATION
Nous remarquons que ces idéaux sont maximaux : le morphisme d’évaluation en a passe au quotient :

k[Xl,,Xn]/(Xl 7(11,...,Xn 7(1”) — k
Pmod X1 —ay,..., X, —ap, = Play,...,a,)
est un isomorphisme®. Réciproquement si M est un idéal maximal nous posons K = k[X1,...,X,]/M le corps
qui en découle. k s’injecte naturellement dans K : il existe un morphisme naturel k& — k[Xq,...,X,] — K; ce

morphisme est injectif puisque c’est un morphisme de corps. Nous posons alors r le degré de transcendence de K/k.
Nous allons montrer que c’est 0 grace au lemme suivant qui est utilisé pour le going-up de Cohen-Seidenberg :

Lemme Soient A un anneau et B C A un sous-anneau, et on suppose que A est entier sur B. Alors A est un corps
sst B est un corps.

Sens direct : soit x € B\ {0} et montrons que x~! € A est dans B. Comme ce dernier est entier sur B nous
avons by, ...,b,—1 € B tels que :

bo#0, bo+biz ™t +... b, 127 PV 4 27P =0

On suppose by # 0 puisque de base nous avons une équation avec des termes dans B mais on peut factoriser la plus
grande puissance de X dans le polyndme sous-jacent et obtenir ainsi un polyndéme a coéfficient constant non-nul.
Nous avons donc :

7t = —(bol‘p_l + b1$p_2 + ...+ bp_l) B

Sens inverse : soit © € A\ {0} et montronsqu’il admet un inverse. Nous avous by, ...,b,_1 € B tels que :
bg # 0, bo—i—blxl+...+bp_1xp‘1+a:1’:0

Or by est alors inversible et nous avons
—boﬂ?(bl 4+ ... +$p_1) =1

ainsi z admet comme inverse —bg(by + ...+ zp_1).

Maintenant d’aprés le théroéme de normalisation nous avons yi, ..., ¥y, algebriquement indépendents tels que,
K soit entier sur k[y, ..., y,] mais alors d’aprés le lemme, ce dernier est un corps d’ou r = 0; 'extension K/k est
algébrique mais k est algébriquement clos ainsi K = k. Par conséquent X; € k + M donc il existe a; € k tels que
X; —a; € M donc (X1 —ay,...,Xn —an) € M or ces deux idéaux sont maximaux donc sont égaux. ]

Nous sommes enfin préts a donner notre premiére démonstration du Nullstellensatz

Théoréme Soit k algébriqguement clos, I un idéal polynomial a coéfficients dans k. Nous avons alors :
32(D) = VI

Ou VI désigne Uidéal radical de 1.

DEMONSTRATION

L’inclusion "D" est immédiate. Soit f un polynéme a coéfficients dans k qui s’annule sur Z(I). Nous voulons
montrer qu’il existe une puissance de f appartenant & I. L’idée clef® est de considerer de deux facons équivalentes
la localisation de k[X7,...,X,] quotienté par I, en la famille multiplicative F' = {f, f2, f3,...} : nous rajoutons
une variable Y et nous quotientons par (1 — fY). Nous inversons de maniére formelle f dans ’anneau de polynomes
a n variables. Nous montrons que cet anneau est nul : ainsi F' contient bien un élément nul dans k[ X1, ..., X,]/I.
Ce sont des propriétés de base de la localisation.

Concrétement nous voulons montrer :

Ik[Xla7Xn7Y]+(17fY)k[XlavXn7Y] :k[Xla“';Xan]

5. Il est clairement surjectif et il est forcément injectif : pour le voir nous pouvons effectuer des divisions euclidiennes successives des
reste par les X; — a;
6. Parfois appellée astuce de Borevitch.



En raisonnant par I’absurde, cet idéal est inclus dans un idéal maximal (X;—aq,..., X, —a,, Y —a), ainsi (a1, ..., a,)
annule tout polynome de I et (aq,...,a,,a) annule 1 — fY ce qui est contradictoire puisque f(ay,...,a,) = 0. Nous
avons donc Qi € I et Py, P € k[X1,...,X,,Y] tels que

> PQr+P1-fY)=1
k
En remplacant Y par % puis en multipliant parune puissance appropriée de f nous obtenons donc le résultat
souhaité . 0

2.3 Le Nullstellensatz par la théorie des corps

La démonstration du Nullstellensatz, ici présentée, est tirée de Matsumura et comporte quatres étapes, qui ont
chacune un intérét en soi. Nous allons travailler sur des corps pas nécessairement algébriquement clos : si k£ est
un corps alors on note k, une de ses clottres algébriques. Nous allons parler désormais de zéro algébrique d’un
sous-ensemble ® de k[X1,...,X,] : c’est un point de k" qui annule tout polynéme de ®.

Théoréme Soit L/k une extension de corps, algébrique; soient oy, ..., o, € L alors :
1. klag,...,an] =k(ag,...,an)
2. Pour ¢ : k[X4,...,X,] — k(aa,...,an) envoyant X; sur «;, Ker(¢) est un idéal mazimal engendré par n
éléments de la forme f1(X1),..., fi(X1,..., Xs), ., fu(X1, ..., Xy) ot f; est unitaire en la variable X;.

DEMONSTRATION

Nous pouvons démontrer le premier point en construisant les extensions intérmédiaires successives et les f;. Soit
f1(X1) le polynome unitaire minimal de oy sur k. L’idéal (f1(X1)) - k[X1] est maximal puisque f; est irréductible,
et on a:

k[X]
(f1)

Soit ha(X2) € k(ai)[X2] le polynéme minimal de ay sur k(a;), que l'on suppose unitaire. On dispose de
f2(X1, X2) € k[X1, X5] unitaire en X, tel que h(Xs3) = fo(ay, X2) et deméme degré en X5. On a

k(o) = = ko]

k(aq)[X
s 2] = ko faz] = k(an)foa] = 1T = han) () = blan. )
On réitére ce processus; au rang ¢ € {l...,n} on dispose déja de fi,..., fi—1, alors on dispose de h; €
k(ai,...,a;—1)[X;] polynéme minimal de «; sur k(ayq,...,a;—1,unitaire, donc on a f;(Xy,...,X;) € k[X1,...,Xi]
unitaire en X; tel que h; = fi(aq,...,;—1,X;) et de méme degré en X; ; ainsi :

k:(al, ey Otifl)[Xi]
(fi(Oél, ey O, Xz))
Ceci permet d’en déduire la premiére assertion. Pour démontrerla deuxiéme nous "remontons" ce méme raison-
nement.
Supposons désormais P € Ker(¢); ainsi ¢(P) = P(aq,...,a,) = 0. Si U, = P(a1,...,a,-1,X,) alors claire-
ment Uy, (a,) = 0 et donc par dédinition f,(aq,...,a,—1, X,) divise U, dans k(aq,...,a,—1)[X,]. Posons mainte-
nant la division euclidienne dans k([ X1,. .., X,_1])[X,]® de P par f, :

k(Ozl,...7Oéi) =

P=Qnfn+ Ry, degyx R, <degx fn

En évaluant en aq, ..., a,—1 nous avons U,, = Qn(a1,...,qn-1,Xpn) fu(a1,...,a,—1) d’aprés ce qu’on a dit plus
haut. Ainsi R(a1,...,an—1,X,) = 0. On recommence : on procéde a la division euclidienne selon X,,_; de R,, par

fn—l :

R, = Qn—lfn—l + Rn—h dean_an—l < dean_lfn—l

Regardons maintenant R,,_1(a1,...,&,—2, Xp_1, X,) comme un polynéome en X,, a coéfficients dans
k(a1,...,n—2)[Xn—1]. Chacun de ces coéficients s’annulent en «,,_1, mais sont de degré en X,,_; strictement

7. Nos calculs se font dans k(X1,...,Xn)
8. Donc en la variable X,,, ce qui est possible vu que f, est unitaire en X,



inférieur a celui de f,_1(a1,...,a,—1,X,—1) par conséquent nous avons que chaque coéfficient est nul :
Ryo—1(aq,...,an—9,X,-1,X,) = 0. On réitére ce procédé : nous sommes a ’étape i € {1,...,n} et nous avons

n .. o e .
P=Ry i1+ iz Qrfr et Roipi(ar, .. soni, Xpiy1,..., Xy) = 05 si 4 < n alors on pose la division
euclidienne en X,,_; :

Ry—iv1=Qn-ifn—i+ Rn—i, degx Rn_;i<degx  Rn_;

On écrit alors :

yj X vl
Rn,i(al, ey 01, aniv ey Xn) = Z Pj (anz)Xni;rll e Xn"
J

ou Pj(Xn—;) € k(ou,...,an—iy1)[Xn—s] et comme R,,_;1(o1,..., 00—, Xn_it1,...,Xpn) =0o0n a Pj(a,_;) =
0, de plus deg P; < degy, .fn—i = deg h,_; ainsi P; = 0, par conséquent R, ;(a1,...,0n—i—1,Xn_i,..., Xpn.
Ainsi, une fois arrivé a i = n, nous avons P = Ry + > ,_, Qi fi avec Ry(X1,...,X,,) = 0 c’est-a-dire Ry = 0. Donc
P e (fi,..., fn) Ceciprouve Ker(¢) C (f1,..., fn), et Uinclusion réciproque est évidente. O

Nous passons maintenant & une sorte de réciproque de ce premier théoréme. Celui-ci s’avére étre utile dans un
sens général, et pas seulement dans le cadre de la démonstration du Nullstellensatz.

Théoréme Pour k corps, A = k[aq, ..., a,] une k-algébre intégre de type fini, on pose r = deg.tr, (L) le degré de

transcendence de L = Frac(A) = k(aq,...,a,) sur k. Sir > 0 alors A ne peut pas étre un corps.
DEMONSTRATION

On extrait de aq, ..., a, une base de transcendence oy, ..., a,, posons alors K = k(aq,...,a;), alors api1,...,q,
sont algébriques sur K, donc par le théoréme 1, nous disposons de f;(X,41,...,X;) € k[X;41,...,X;] unitaire et

de degré d; en X, tels que :

K[ X,11,...,X5)
(fr+1»~ afn)
K(ag,...,a;—1)[Xi]
(fi)
di = [K(a1,...,0;) : K(ag,...,q;-1)]

1

L=K(oy,...,0n)

Il

K(alv"'aai)

On a a notre disposition un nombre fini de polyndémes & un nombre fini de coefficients dans K. Il y a donc g €
klag,...,a ) telque Vi, gf; € k[an, ..., ][ Xra1, ..., Xp]. Ainsiil suffit de travailler dans B = k[, ..., q,., g7t C
K. Nous allons montrer que Blay1,...,a,] = Alg~!] est un B-module libre de type fini, de base
E= {]_[?:TJr1 af’ |0 <e; <d;—1}. Déja, E est libre sur K, et donc sur B aussi, puisqu’elle engendre L9 de degré
[1d; et E est de cardinal [] d;. Montrons qu’elle est génératrice : soit « € Blay41,...,an] et P € B[X,41,...,Xp]
tel que © = P(@y41, ..., ay). Quite a faire la divison euclidienne en X,, de P par f,, puis remplacer P par le reste, on
peut supposer degy P < degy fn = d,. Nous pouvons faire de méme pour les degrés en X,,_1,..., X, ;1. Ainsi x
est combinaison linéaire d’éléments de F a coéfficients dans B. Maintenant A[ay, ..., a,] n’est pas un corps puisque
c’est un anneau polynomial & r > 0 variables. De la méme fagon que nous montrons qu’il y a une infinité d’entiers
premiers, nous montrons qu’il y a une infinité de polynomes irréductibles dans Ao, ..., a;]. On dispose alors de
h € Alag,...,a.] qui est premier avec g et donc h n’est pas inversible dans B; on a alors [ idéal de B tel que
(0) € I & B. Vu que A[g—1] est libre sur B,on a (0) ¢ I-A[g~ '] G A[g~!] or I - A[g~?] est un idéal de A[g—1].
Ainsi A n’est pas un corps car alors on aurait A = A[g~!] qui est un corps ce qui est maniféstement faux. O

Nous arrivons enfin au Nullstellensatz faible.

Théoréme Si k est un corps et m un idéal maximal de k[X1,...,X,]. Le corps résiduel k[X1,...,X,]/m est

algébrique sur k et peut étre engendréparn éléments. En particulier si k = k alors on a a; € k tels que m =
(Xl—al,...,Xn—an).

DEMONSTRATION

Posons K = k[X1,...,X,]/m et o; 'image de X; dans K. Par le deuxiéme théoréme K/k algébrique et m est bien
engendrée par n éléments. De plus si k est algébriquement clos, K 2 k, o; = a; € k et donc X; € a; + m par
conséquent (X7 —ay,..., X, — a,) € m, or ces deux idéaux sont maximaux donc sont égaux. O

9. En fait la-dessous se cache le théoréme des bases téléscopiques
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Nous voici & la version forte du Nullstellensatz.

Théoréme Ici k est un corps et ® C k[Xq,...,X,].
1. Si ® n’a pas de zéro algébrique alors (®) = k[X1,...,X,] = (1)

2. Sif € k[Xy,...,X,] annule tout zéro algébrique de @, alors il existe une puissance de f qui appartient a (D) :
Jv e N*, Jg; € k[X1,..., X,,], h; € ® tels que [V =", gih;.

DEMONSTRATION
Notons I = (®) et supposons que 1 ¢ I, alors on peut inclure I dans un idéal maximal m, donc par le deuxiéme
théoréme on a K = k[X7,..., X, |/m algébrique sur k. Par le théoréme de prolongement des morphismes d’algébres,

on a un plongement 6 : K < k. On pose a; = 0(X; mod m). Pour tout g € m,

0=6(0 mod m) = 6(g mod m) = g(a, ..., Q)

Ainsi tout polynome de m, donc par extension de ¢, a (a,...,a,) comme zéro algébrique. Si ' = d U {1 — fY},
on observe que &' n’a pas de zéro algébrique donc par le premier point, on a P;, Q € k[X1,...,X,,Y], h; € ® tels
que :

1= ZR'(XY)M(X) +Q(X,Y)(1 - f(X)Y)

Nous prenons cette identité dans k(X) et y remplacons Y = f(X)~!. Pour obtenir une identité polynomiale et non
fractionnaire nous multiplions par une puissance adéquate de f : on a donc v entier non nul tel que

Y= Zgz(X)hz(X)

Ceci conclut la preuve du Nullstellensatz O

3 Schémas

Nous avons construit dans la séction précédente un "dictionnaire" algébre-géométrie :

Variétés algébriques
rlafﬁnes gsurr}cqu — { k—algébres de type
algébriquement clos fini réduites

Le grand succés de la géométrie algébrique au milieu du X X¢ siécle fut d’étendre cette correspondance en :

Variétés algébri N
{ ariétes al gsflrr;gueS} {k_algebres de type}

algébriquement clos fini réduites

J |

{Schémas affines} «+—— {Anneaux unitaires commutatifs}

Néanmoins nous nous sommes rendus compte que le concept pertinent est celui de schéma général qui lui, est
localement affine.

3.1 Evidences

Nous présentons ici des notions de base sur les schémas tout en omettant les concepts liés aux faisceaux car cela
alourdirait bien trop notre texte.
Références : [EH00], [Bos13], [Mum99].

3.1.1 Les schémas sont des espaces localement annelés

Une fois connue la définition de faisceau, nous pouvons définir un schéma comme étant un espace topologique X
muni d’un faisceau structural Oy, le rendant localement affine. Nous pouvons donc trouver une famille d’ouverts
U; tels que (Us, Ox|y,) soit isomorphe & un (Spec(4;), Ospec(a,)) Ol A est un anneau.
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3.1.2 Les sections de Ox peuvent étre vues comme de vraies fonctions
Afin de donner un sens & a € Ox(U), x € U, a s’annule en x nous devons montrer que nous pouvons voir les
élements des Ox (U), U ouvert de X, comme des fonctions. Or pour un élément x € U fixé on a les morphismes

Ox(U) — OX,z — H(l‘)

ot k(z) désigne le corps résiduel de Ox ,, que nous allons juste nommer corps résiduel en . Maintenant, a € Ox (U)
est envoyé sur un élément de ce corps, et nous allons dire que a prend cette valeur en z, notée donc a(x).

3.1.3 Les morphismes sont des morphismes locaux d’espaces localement annelés

Un morphisme de schémas c’est alors un morphisme d’espaces localement annelés. Plus précisément nous
avons

(¢a ¢#) : (Xv OX) — (K OY)
Avec
¢: X —Y
fonction continue, et

d)# : OY — QS*OX

morphisme de faisceaux au-dessus de Y tel que, si ¢ = ¢(p) alors Vf € Oy (U), U CY ouvert de YV, f s’annule en ¢
ssi o7 (f) € Ox(¢~1U) s’annule en p. De maniére équivalente nous avons ¢ qui engendre un morphisme de fibres :

l.ﬂqGU(b#(U) . 1
¢p: Oyq ———— Iim Ox (¢ (U)) — Oxp
qeU

tel que ¢y (my,q) C mx p, olt les mq o représentent les idéaux maximaux des anneaux locaux O, -

3.2 S-schémas

Trés souvent nous allons adopter le point de vue relatif qui consiste & considérer des S-schémas, c’est-a-dire
un schéma X '° muni d’un morphisme X — S. Nous pouvons toujours nous mettre en cette situation quitte &
prendre S = (Spec(Z), Ospec(z))- La plupart de notre travail se placera dans le cas ot S = (Spec(k), Ogpec(x)) Pour
un corps pré-détérminé k. Nous allons abréger et parler de k-schéma. Dans ce cas, les anneaux que nous considérons
sont des k-algébres.

Desormais, quand nous parlons de morphisme de S-schéma nous allons considérer des X — Y tels que :

X .y soit commutatif.
S

3.3 Les points
3.3.1 Les points rationnels

Lorsque nous avons un k-schéma X nous pouvons considérer X (k) l’ensemble des points rationnels ou k-
rationnels de X :

X(k) = {z € |X|;k(z) = k}
= Homk-schéma(Spec(k)v X)

En effet nous pouvons considérer un point k-rationnel x € Spec(A) = U C |X| comme un morphisme
Spec(k) — X associé au morphisme de k-algébre : Ox(U) — Ox, — w(z) = k. Réciproquement si nous avons

10. Quand nous pouvons, nous allons omettre Ox, et pour dire que nous considérons I’ensemble sous-jacent & notre schéma nous
allons noter | X|
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un morphisme Spec(k) — X, qui sur les ensembles donne e; — x alors on a un morphisme de corps résiduels :

H(I)(—/> k ce qui permet de nous donner x(z) = k.
k

Nous pouvons généraliser par analogie et écrire pour tous S-schémas X, T :

X(T) = Homs_schéma <T7 X)

Nous pouvons méme noter X (T)s pour préciser au-dessus de quel schéma nous opérons. Ainsi les S-schémas peuvent
étre vus comme des foncteurs contravariants !! : S-schémas — Ens. Un morphisme T — T est envoyé par post-
composition en une application X(T) + X(T'). Pour un morphisme X 2 Y de S-schémas, nous avons une
. . . T ‘-

transformation naturelle, qui donne pour tout 7' S-schéma, un morphisme X (7) M) Y (T), par post-composition.
Remarque Si A C B sont des k-algébres, I'inclusion A < B donne lieu & un morphisme ¢ : Spec(B) — Spec(A)
qui lui-méme, par pré-composition (toujours contravariante), donne lieu au un morphisme

Homg(Spec(A), X) — Homg(Spec(B), X). Nous avons donc un morphisme X (A4) — X (B). Cette derniére appli-
cation est, si X est affine, fait injective : soient en effet u,v € X(A) tels que uo ¢ = v o ¢ Ces deux applications
correspondent & des morphismes d’algébres Ox(X) = A — B, donc ces derniéres sont égales et il en est de méme
pour u et v.

Si jamais T = Spec(A) pour un anneau A on abrége en X (A).
Il est utile de préciser I’existence des produits dans une catégorie.

Définition Nous appelons produit fibré de deux S-objets dans une catégorie €, X et Y, tout objet noté
X xgY, muni de deux morphismes pry : X xgY — X et pry: X xgY =Y tels que le diagramme suivant
commute :
X xgY ——Y
pro

-
X—2 s
et qui vérifient la propriété universelle suivante :

Pour tout autre S-objet T et touts morphismes de S-objetsu : T — X etv: T — Y, il existe un morphisme
h: T — X XgY faisant commuter le diagramme suivant :

Nous avons alors le résultat suivant sur les catégories (cf. [Mac78]) :

Théoréme Pour deux S-objets X et Y, nous avons la bijection naturelle entre foncteurs Y-schéma — Ens :

Homs.opjer(9, X) ~ Homy_opjer(0, X XsY)

11. Ceci justifie entre autres la notation A™

13



DEMONSTRATION
Nous allons considérer T, Y-objet. Par propriété universelle du produit fibré nous avons

Homy (T, X Xg Y) = Homg (T, X) XHom(T,S) Homg (T7 Y)

Nous pouvons résumer la situation par le diagramme suivant :

X—= 559

Remarquons au passage que tout Y-morphisme h: T — X xg Y est également un S-morphisme. Ainsi vu que le
morphisme v est fixé parle fait que 7" est un Y-schéma, nous avons la bijection souhaitée :

h— pryoh (=u)
qui est, clairement naturelle. O

Nous pouvons montrer que les S-schémas affines (S = Spec(k) étant affine) admettent des produits fibrés. Le
cas général est omis ici car nous obligerais de faire appel 4 la construction de recollement et ¢a n’a pas sa place ici.

Théoréme Si X = Spec(A) et Y = Spec(B) sont deux S-schémas affines (S = Spec(k)) alors nous pouvons
construire leurproduit fibré. Deplus ce dernier est affine d’anneau A ®y B.

DEMONSTRATION
11 suffit de montrer que Spec(A ®, B) vérifie la propriété universelle du produit fibré. Or nous savons que pour tout
S-schéma T nous avons pour tout anneau R

HomS—schema (Ta Spec(R)) = Homk—algebre (OT (T)7 R)

Ainsi nous avons pour tout couple de morphismes u et v allant de T vers X et Y respectivement, nous avons le
diagramme équivalent suivant :

OT(T)\
N
A+—k

Cependant, d’aprés la propriété universelle du produit tensoriel nous avons un morphisme x qui factorise le dia-
gramme en

Ac—k

Les morphismes deA et B vers le produit tensoriel sont les classiques a —a® 1 et b+— 1 ® b. O
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Théoréme X,Y S-schémas et T Y -schéma, alors :
X(T)s = (X xsY)(T)y

DEMONSTRATION
On a d’aprés le théoréme précédent,

X(T) = HOIIls(T,X) = Homy(T,X X5 Y) = (X Xs Y)(T)

3.3.2 Les points sont des morphismes a une relation d’équivalence prés

Nous allons considérer des morphismes (¢, ") que nous allons qualifier de surjectifs, injectifs, bijectifs, ce
qui signifiera que ¢ est respectivemet injective, surjective, bijective. Pour démontrer des énoncés concernant ces
caractéristiques, nous allons reécrire X l’ensemble de base de notre k-schéma comme un ensemble de morphismes
Spec(K) — X ot ici K est un corps, extension de k2. Tout point z = [p] € Spec(4) = U C X admet donc un
corps résiduel x(z) et les morphismes

k(x)«— Ap«— A

donnent lieu aux

Spec(x(x)) — Spec(A,) — Spec(A) — X

En fait, sur les ensembles nous avons :
®u(z) M [pp] — [p] =z

oll e, ;) désigne le singleton de Spec(x(x)). Maintenant si nous avons deux morphismes qui envoient les singletons
sur le méme point de '’ensemble sous-jacent de X

Spec(K)

N\
e

Spec(L) o

nous voudrions identifier les morphismes Spec(K) — X et Spec(L) — X. Or si tel est le cas nous avons z = [p| €
Spec(A) — X donc les deux morphismes correspondent de maniére bijective fonctorielle & des morphismes :

K

ayant méme noyau p, qui se factorisent par

12. En effet nous avons forcément Spec(K) qui est un k-schéma donc on a un morphisme k — K
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Ou M est un quotient du produit tensoriel par un de ses idéaux maximaux (afin d’obtenir des morphismes de
corps). Ainsi nous retrouvons des factorisations

Spec(K)

TN

Spec(M) » Spec(A)—— X

~,

Spec(L)
Réciproquement, toute paire de morphismes qui se factorise de cette fagon envoie les points des spectres sur le méme

point de X.

Remarque Si X est une k-varieté alors il suffit de considérer des extensions K /k finies, puisque les x(z) sont alors
des k-algébres de type fini. D’aprés le Nullstellensatz (cf. deuxiéme preuve) l’extension x(z)/k est alors finie.

Nous avons enfin :
| X| ~ {Spec(K) — X | K/k extension de corps}/ ~

Ou la relation d’équivalence est celle mise en évidence plus haut '3 :
Spec(K) =+ X ~ Spec(K’) — X ssi 3L extension de K, K’ telle que

Spec(K)

soit commutatif.

Maintenant pour (f, f#) morphisme d’espaces annelés, nous pouvons se demander comment agit sur ces classes
d’équivalence; en fait la post-composition (toujours covariante!!!) des morphismes Spec(K) — X est compatible
avec ~ comme le montre le diagramme commutatif suivant :

Spec (K)

Spec(L)

3.4 Morphismes surjectifs

Nous pouvons alors caractériser les morphismes que nous appelons surjectifs. Nous abrégeons X Xgpec(x) Spec(K)
par X ®i K.

Propriété Soit (f, f7): (X,0x) — (Y, Oy) morphisme de k-schémas. Alors f est surjectif ssi

VK/k extension de corps,Yv € Y(K), 3IN/K, ue X(N) tels que f o u = image de v dans Y (N)

13. Le montrer c’est juste rébarbatif, la transitivité étant juste la mise en place d’un argument de composition de corps comme plus
haut.
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DEMONSTRATION

En prenant la définition des points de | X| comme morphismes, nous voyons clairement que la condition énoncée est
suffisante : Soit Spec(K) = Y le représentant d’un point y € |Y|. Par hypothése nous avons donc un morphisme
Spec(L) % X ou L/K est une extension de corps, et tel que

v

Spec(K) —— Y

| ]

Spec(L) —— X
soit commutatif. La classe x de Spec(L) “ X convient comme pré-immage de y. Remarquons au passage que la
fleche diagonale c’est I'image de y dans Y (L).
Pour la réciproque, nous utilisons un argument de composition d’extensions. Pour v € Y(K), K/k extension,
on a y € |Y] sa classed’équivalence. Alors par hypothése nous avons z € | X| tel que y = f(z).
Siw: Spec(L) =+ X € X (L) est un représentant de x, nous avons :

Spec(K) *—Y
[s
Spec(L) —— X

Alors pour une extension commune N, de K et de L (par exemple K ®; L quotienté par un idéal maximal), nous
avons

Spec(K) ’ Y

I ;

Spec(N) —— Spec(L) —

Nous avons alors % : Spec(N) - X € X(N) qui convient. O

K
Remarque Pour qu’un morphisme X 2 Y soit surjectif, il suffit que X (K) M Y (K) soit sujectif pour toute

extension K /k. Bien sir, cen’est pas une condition nécéssaire.

Ce bel résultat nous permet de montrer que les morphismes surjectifs passés au produit tensoriel restent surjectifs.
Par produit tensoriel nous entendons pour un k-schéma X le produit fibré par un schéma affine. Si nous avons X Sy
. ) . . . Id .
morphisme de k-schéma, nous pouvons le passer au produit tensoriel et obtenir X ®j K Leld, R K, morphisme
de K-schéma :

Xx—*% .y

| ]

Xen K- 22y e, K

| ]

Spec(K) == Spec(K)

ol les morphismes vérticaux sont les projections canoniques du produit fibré. Nous allons donc avoir le théoréme
suivant :

Théoréme Si X 2V est surjectif alors pour toute extension K/k on a X ® K ool Qr K surjectif
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DEMONSTRATION

On utilise la caractérisation démontrée plus haut (sans blague), donc nous nous munissons de v € (Y ®; K)(L)x
pour une extension L/K, qui correspond de maniére bijective & © € Y (L) de par le dernier théoréme de la séction
3.1. On a donc par hypothése, un @ € X (L) qui par ¢ correspond a I'image de © dans Y (L’), avec L’ extension
de L. Il correspond bijectivement & u € (X ®; K)(L)k,pré-image de v; on peut le résumer avec les diagrammes
isomorphes :

Spec(L Spec(L Y ®r K
Spec(k Spec(K) p1d
Spec(L) Spec(L’) X e K

Remarquons enfin que si I’ n’était pas une extension de L alors retrouver u n’aurait pas été possible a priori puisque
nous aurions besoin de nous assurer que L’ soit une extension de K. O

Remarque Le théoréme n’a pas d’analogue avec ¢ injectif. En effet prenons I'injection des anneaux R — C qui
donne donc linjection ¢ : X = Spec(R) — Spec(C) =Y. En effet les deux schémas affines ont un point chacun. Si
nous prenons K = C nous avons alors X ® K = Spec(C) xg Spec(C) et Y ® K = Spec(C), ainsi ¢ ® Id ne peut pas
étre injective.

4 Schémas de type fini et variétés

4.1 Les objets

Commencons par définir ce que nous entendons par "type fini"

Définition Un k-schéma de type fini est un k-schéma (X,0x) tel que :
— Despace topologique X est quasi-compact
- on peut trouver un recouvrement (U;)icr (fini du coup) tel que

Vi € I, (Ui»OX‘Ui) ~ (Spec(Ai),ngec(Ai)))

ou les A; sont des k-algébres de type fini.

Nous pouvons nous demander comment retrouver une variété au sens classique avec le langage des schémas. Les
variétés affines sur k sont des schémas affines X associés & des anneaux A qui sont des algébres réduites, de
type fini sur un corps algébriquement clos k. Réciproquement, & une variété algébrique affine au sens classique V,
nous pouvons associer la variété au sens moderne Spec(I'(V')). Une variété algébrique sur k est un schéma qui
admet un recouvrement fini par des ouverts isomorphes & des schémas affines. Une variété de Serre et une variété
admettant un recouvrement fini par des variétés algébriques affines.

Remarque Si nous considérons les ensembles sous-jacents nous observons que le spectre premier contient, bien plus
de points que notre variété classique V. En fait ces points supplémentaires correspondent aux points génériques
qui engendrent toutes les sous-variétés de V. Nous pouvons, grace au Nullstellensatz de Hilbert, montrer qu’en fait
les variétés correspondent, point par point, au spectre maximal Spm(A) de 'anneau considéré A.

Dans le cas affine A ~ ([;,(1’71,)], et I'idéal I = (Pi,..., P,,) est réduit par hypothése. A I'origine nous avions
défini une variété X comme ’ensemble des solutions & un systéme d’équations Pi,..., P,,, dans k™. Alors I'idéal

I caractérise notre variété, chose que nous pouvons démontrer grace au Nullstellensatz. Quand nous avons fait les
schémas nous avons vu ce que nous appellons les points rationnels. En fait on a les ismorphismes fonctoriels :
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X(k) ={z € |X[; r(z) =k}
= Homk—schéma(Spec(k)a X)
= Homk—algébre (Au k)
={a=(ai,...,an) €k"; Pj(a) =0Vj=1,...,m}
Ainsi, les points k-rationnels de X corréspondent exactement aux solutions de notre systéme d’équations. Par

conséquent si k est un corps fini, alors X (k) C k™ est également un ensemble fini.
Nous terminons en donnant une caractérisation des morphismes surjectifs dans notre cas particulier :

Théoréme Si X et Y sont des k-schémas de type fini, avec k =k, alors :
X 5Y est surjectif, ssi X (k) M) Y (k) est surjectif.

Ceci fait partie entre autres de la démonstration du théoréme d’Ax-Grothendieck.

4.2 Les points rationnels

Maintenant, nous supposons que X7 est un kj-schéma de type fini. Ces objets ont des propriétés particuliéres
qui permettent entre-autre de mieux comprendre ’ensemble des points rationnels. Prenons une extension algébrique
k/k1'* | et I/k; une sous-extension finie et notons X = X; ®y, k. Déja, par le paragraphe précédent X (k) = X1 (k),
donc nous pouvons nous interesser juste a ce dernier. Nous pouvons injecter X;(l) < X;(k) comme nous l’avons
vu dans la remarque dans la séction 3.3.1. Nous montrons une sorte d’inclusion réciproque :

wmm= U xo
k1 CICk,
l/kiextension finie

Soit z# : Spec(k) — X; un point k-rationnel de X;. Nous avons sur les ensembles e — x € U = Spec(4) C X;.
Cela se traduit sur les algébres par un morphisme de kq-algébres ¢ : A — k. Notons | = I'm(y) C k. C’est une
sous-k1-algébre de k, de type fini (car A I’est par hypothése). Mais les générateurs de [ sont algébriques sur kq, par
hypothése, donc [ est un k; espace vectoriel de dimension finie. Il reste & montrerque c’est un corps : si a € [ est
non-nul, alors I =% [ est une application linéaire injective, donc surjective; en particullier il existe b €  tel que
a-b= 1. Donc nous venons de montrer que [/k; est une extension finie et que nous pouvons représenter x# par un
éléement de X7 (1).

Nous avons en fait une trés belle analogie que nous pouvons formuler rigoureusement grace aux limites inductives :

k= liIE l
ki1 CICK,
l/kiextension finie

X(k) = Xu(k) = li X1(1)
ki1 CICK,
l/kiextension finie

4.3 Les morphismes

Nous avons & l'origine défini les morphismes de variétés comme des morphismes polynomiaux entre un k" et
un k" restreints aux sous-ensembles correspondant & nos variétés. Maintenant avec nos schémas nous avons un
morphisme X — Y entre schémas affines associés a des anneaux A, B. Ces anneaux sont des k-algébres de type fini
qu’on peut supposer réduites :

_ K[S1,..., 8] et B k[T, ..., T,

A~ 51, Sl AL, ]
(Py,...,Pn) (Q1,...,Qs)

14. Par exemple k = k1
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Le morphisme ¢ est équivalent fonctoriellement & un morphisme de k-algebres B LNy qui peutse reléver en un
morphisme polynomial ) :

B— 4

P,

k[Th, ..., Ty —>— K[S, ..., Sh]

Les fléches verticales représentant les projections canoniques. Se donner un morphisme entre anneaux polyno-
miaux revient & se donner I'image des variables du domaine (propriété universelle des morphismes d’algebres) :

O(T;) = Rj(S1,...,8n) j=1...r

Maintenant, si I’on transpose les équivalences du paragraphe précédent nous avons :

X(k) = Homk—schéma(spec(k)a X) = Homk—algébre (A> k) g h
- |
Y(k‘) = Homk_schéma(Spec(k‘), Y) = Homk_algébre (B, k‘) (Z) g h, o w
ot g € Homy sehema(Spec(k), X) et he Homy aigebre (A, k). Au dernier niveau d’équivalence, le point s = (815-+-55n)
qui correspond au morphisme h : S; — s;, est envoyé sur le morphisme ho ) : T; — R; — R;(s),qui correspond
donc au point R(s) = (Ri(s),..., R-(s)). Nous retrouvons nos morphismes de variétés.

Bien évidemment, en remontant le raisonnement nous pouvons partir de l'idée classique/naive de morphisme et
retrouver un morphisme de k-schémas. En effet les polynomes R; définis & I prés donnent un morphisme B — A
lui-méme donnant le morphisme X — Y.

4.4 Remarque sur le foncteur de points

Dans le texte sur les schémas nous avons mis en évidence une équivalence entre les points d’un k-schéma X et
les morphismes Spec(K) — X a une relation de congruence prés, avec K/k extension de corps. En fait pour un
k-schéma de type fini il suffit de considérer des extensions de type fini, puisque les corps résiduels de points sont
des k-algeébres de type fini, et des corps donc ce sont des extensions finies de k (remarque déja faite dans la séction
précédente). Ceci permet de démontrer le sens indirect du théoréme précédent. En effet, tout extension finie est
algebrique, donc toute extension finie K/k est triviale, K = k, puisque k est algébriquement clos.

5 Endomorphismes finis

Afin de mettre en perspective le théoréme d’Ax-Grothendieck, de nature géométrique, nous exposons ici des
résultats analogues d’algébre. L’objectif sera de démontrer des énoncés du type :
A est de type finiet a:A— A estsurjectif = « estun isomorphisme

Ou A désigne une structure algébrique particuliére et le terme "type fini" nous dit que A est engendrée par un
nombre fini d’éléments.

5.1 Endomorphismes surjectifs de modules de type fini : lemme de Nakayama

Nous prouvons tout d’abord le théoréme de Cayley-Hamilton. Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau
commutatif et unifére.

Théoréme (Cayley-Hamilton) Soit M un A-module fini engendré par n éléments, I un idéal de A et ¢ un
endomorphz'sme de M. On suppose que (M) C IM. Alors il exite un polynome P = X" + a1, X" 1 + ...+ a, avec
a; € I'" et P(¢) =0

20



DEMONSTRATION
Soient x1,...,z, les générateurs de M. Nous pouvons écrire :

$(w1) =D ar
i

$(wn) =Y an
i

avec la matrice A = (a; ;j)1<;, j<n & entrées dans I. Nous voyons maintenant M comme un A[X]-module, ot X agit
€1

de maniére naturelle : X - m = ¢(m). Notons pn = | --- | . Les relations précédentes se traduisent en
Ty

(XL, —A)-p=0
En multipliant par la comatrice de X I,, — A nous obtenons par la régle de Cramer :
det(XI, —A)-u=0
Le polynéme P = det(X 1, — A) convient. O
Nous pouvons maintenant énoncer un résultat intermédiaire :

Proposition Supposons qu’on ait IM = M. Alors il existe r € I tel que (1 —r)- M = 0.

DEMONSTRATION
Nous appliquons le théoréme de Cayley-Hamilton & Idy;. Nous obtenons donc P = X" +a,; X" ' 4.. . +a,, a; €1
tel que P(Idp) =0. Alors r = —(a; + ... + ap,) convient. O

Nous pouvons énoncer le

Lemme (Lemme de Nakayama) Supposons M fini, I C rad(A), un idéal contenu dans le radical de Jacobson
de A :

— st IM = M alors M = 0.

- $i 21,...,2s ont des images qui engendrent M /IM , alors ils engendrent M.

DEMONSTRATION

Pour le premier résultat, il suffit d’appliquer la proposition précédente et remarquer que si r € jac(A) alors 1 —r est
une unité. Pour le second, nous posons M’ =3, A-x; et N = M/M'. Nous avons M = IM + M’, donc IN = N ;
par le premier point nous en déduisons que N = 0 ouencore que M = M’. O

Nous arrivons au résultat principal :

Théoréme Si M est un A-module de type fini et o : M — M est un endomorphisme A-linéaire surjectif,
alors c’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION

Nous considérons M comme un A[X]-module avec l'action de X définie para; il reste fini en tant que tel. Nous
appliquons la proposition avec I = (X) et en déduisons qu’il existe P € A[X] tel que (1 — XP(X)) - M = 0. Alors
P(«) est un inverse de «. O
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5.2 Endomorphismes surjectifs d’anneaux noetheriens et d’algébres de présentation
finie

Nous rappelons qu’un anneau noetherien est tel que :
— tout idéal est finiment engendré OU
— toute suite croissante d’idéaux est stationnaire OU
— toute famille d’idéaux posséde un élément maximal
les trois conditions étant équivalentes.
Une A-algébre de présentation finie B est une A-algébre de type fini définie par un nombre fini de relations;

autrement dit nous disposons de n,m € Net Py,..., P, € A[X1,...,X,] tels que
AlXq,.. ., X,
B': [ 1 9 ]
(Pla-”aPm)

Nous commencgons par ’énoncé concernant les anneaux noetheriens.

Théoréme Si A est noetherien et que le morphisme o : A — A est surjectif alors ¢’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION

Supposons par 'absurde que « n’est pas injectif : soit + € Ker(a),z # 0. Soit maintenant n entier naturel;
nous avons a" surjectif donc nous disposons de y € A tel que z = a"(y). Nous avons donc a™!(y) = 0 ainsi
y € Ker(a™1) — Ker(a™). La suite d’idéaux (Ker(a™)),>o n’est pas stationnaire d’ott contradiction. O

Nous énoncons le théoréme pour les algébres de présentation finie. Nous allons ramener la preuve au cas précé-
dent.

Théoréme Si«: B — B est un morphisme de A-algébres surjectif, et si B est de présentation finie, alors o
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION
L’idée est de relever 'application « en une application & : A[X ..., X, ] — A[X ..., X,] et de restreindre celle-ci
& des sous-anneaux noetheriens.

Posons7: A[X ..., X,| — B = % la projection canonique, et notons [S] la classe de S € A[X ..., X,]
modulo les P;. Supposons que nous ayons «([X;]) = [R;]; nous pouvons donc définir le relévement de a par
a(X;) = R;. Par la propriété universelle des algébres de polynomes, ceci nous donne de maniére unique un morphisme
de A-algébres. Nous avons de plus mw o & = a o 7. Dire que « est surjectif, revient & dire qu’il existe Q; tels que

a([Qi]) = [X;], ou encore que nous avons S; jpolyndmes tels que :

Qi) = X; + Z Si. i P
J

Nous posons alors

Ao = sous-anneau de A engendré par les coéfficients des polynémes P;, R;, Q;, S; ;

& induit par restriction un morphisme ag : Ag[X1,..., X,] — Ao[X1, ..., X,]. Nous pouvons le passer au quotient
par Iidéal (P, ..., Py,)'%. On note By = W. De par les relations précédentes, nous avons le morphisme

ap : Bg — By qui est surjectif ; c’est entre-autres un morphisme d’anneaux noetheriens : en effet Ay est noetherien
car il peut étre vu comme une Z-algébre de type fini donc par le théoréme de la base de Hilbert Aj est noetherien,
mais alors By aussi. Le résultat concernant les anneaux noetheriens s’applique et alors o est un isomorphisme.
Comme B = B) ®4, A, nous avons a = ag ® Idy, or ce dernier est un isomorphisme. O

Remarque Cette manipulation a été rendue possible parce-que nous avons incorporé a ’anneau Ay suffisament
d’éléments, tout en n’en considérant qu'un nombre fini. C’est ce type d’obsérvation qui est a la base de 'article de
Serre.

15. Remarquons ici que cet idéal est a coéfficients dans Ag et non A
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5.3 Contre-exemple

Si nous enlevons ’hypothése centrale & nos énoncés (module de type fini, anneau noetherien, algeébre de présen-
tation finie), le résultat devient faux. Considérons la A-algébre, A étant un anneau quelconque, A[X,, n > 0] et
le morphisme f défini par Xg — O et sin > 1, X, — X,,_1. f est clairement surjectif mais son noyau n’est pas
trivial.

6 Le théoréme d’Ax-Grothendieck

Nous démontrons dans ce paragraphe le théoréme suivant découvert par J. Ax et A. Grothendieck dans les
années 60. Nous exposons ici seulement le cas affine, le cas général étant un peu plus complexe.

Théoréme Soit X une variété affine (ou schéma affine de type fini) définie sur k, algébriqguement clos. Si un
morphisme f: X — X est injectif alors il est bijectif.

Nous allons noter | X| = Spec(A) avec A une k-algébre de type fini :

X1, X

A =
I 9

Iz(Ql)"'an)

6.1 Cas fini

Supposons ici k = k; avec k; corps fini et qu’il existe X; définie sur k; tel que X = X; ®p, k. Nous pouvons
construire alors ko extension finie de k; telle que f puisse induire fs : Xo — Xo ol Xo = X ®y, k2, de telle sorte
que f = fo ®p, Idspecir)-

Le morphisme f est déterminé par un morphisme f# : A — A, lui-méme caractérisé par des polynomes
P, € k[Xy,...,X,], i=1,...,n tels que f#(X; modI) = P; modI.

11 suffit de prendre k3, 'extension finie de k; qui contient les coéfficients des Q; et des P;.

Maintenat, pour montrer que f est surjectif il suffit de montrer que f5 ’est, or il suffit pour cela de montrer que
les fa(l) : X2(l) = X2(1) sont surjectifs pour toute extension finie I/k2. Or les X5([) sont des ensembles finis et les
morphismes f5(!) sont injectifs donc surjectifs.

En effet nous avons X»(l) — X5(k) = X (k) qui est cohérente avec f (cf. paragraphe Schémas) :

X (k) = Xa (k) — s X (k) = Xa(k)

J e )

Xo(1) Xo(1)

or f(k) est injectif.

6.2 Cas infini
Supposons par I’absurde que f n’est pas surjectif. Il existe x € |X| tel que sa fibre Spec(k(x)) ®x X est vide. Or

_ , E[X,..., X ) )
ce dernier c’est tout simplement Spec( RS n] ), lesz; étant les coordonnées de x (cf. paragraphe
($1—P1,...7$H—Pn)
sur les variétés), par conséquent nous disposons de polynomes R; € k[X7, ..., X,] tels que

1:ZR1"(1'Z'*P¢) (*)

Nous pouvons alors poser A le sous-anneau de k engendré par les coéfficients des polyndémes P;, Q;, R; et les x;.
C’est une Z-algébre de type fini, ainsi en passant au quotient par un idéal maximal, nous obtenons un corps fini
(cf. paragraphe sur les points fixes). Le morphisme induit vérifie encore (*), ainsi nous obtenons une contradiction
avec le cas fini.
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7 Schémas en groupes

7.1 Introduction

Afin de parler du premier théoréme de Iarticle de Serre, nous avons besoin de comprendre ce que nous entendons
par action du groupe G, et sutout ce que nous voulons dire par point fixe dans le langage schématique.

Commmencons par définir un objet groupe. Nous savons qu’un groupe abstrait classique, c’est juste un ensemble
G, muni d’une opération p : G x G — G vérifiant les propriétés d’associativité, d’élément neutre et d’inverse. Un
groupe dans une catégorie ¢ généralise ce concept de maniére naturelle. Pour alléger les manipulations nous pouvons
supposer qu’il existe dans % des produits finis arbitraires et un objet terminal . Cela veut dire que pour toute
paire d’objets X,Y dans ¥ il existe une objet X xX¢ Y et deux applications 7x : X X¢gY = X, 71y : X X¢YV =Y

tels que :

hi (mrx oh,my oh) » X

\

soit une bijection. Cela veut également dire que * peut étre vu comme "l’objet nul" de la catégorie, de la méme
maniére que le groupe trivial est ’objet nul de la catégorie Grp.
Nous abrégeons Home (Z, G) par G(Z). Ainsi G peut étre vu comme un foncteur contravariant.

HOchg(Z,X X Y) _— HOmcg(Z,X) X Horn<,g(Z, Y)

«%g *M
~

Définition Un objet en groupe dans une catégorie est un objet G muni d’une fleche p: G X G — G tel

que pour tout objet Z application u(Z) : (G x¢ G)(Z) = G(Z) x G(Z) —— pel), G(Z) définisse une structure
de groupe au sens classique, sur G(Z).

Avant de poursuivre remarquons donc qu’ici, la notion de produit n’est pas fibrée, car nous voulons obtenir une
application définie sur un produit "complet" et pas un produit fibré dans le sens ensembliste.

De maniére équivalente nous avons donc p qui vérifie certaines propriétés. Nous pouvons construire une appli-
cation e : * — G en prenant I’élément neutre de G(x), et une application ¢ : G — G en prenant l'inverse de
Idg € G(G). Notons au passage ’existence d’applications injection diagonale A : G — G X4 G engendrées par
le couple (Idg,Idg) et application permutation des termes 0 : G X¢ G — G X¢ G engendrée par la paire
(my,mx). Alors G sera un objet groupe ssi les diagrammes suivants commutent :

1. Associativité

GX(D&GX(M&G pxtd GXch
Idxul J{M
G x4 G - G

2. Elément neutre

exId
* Xg  ——— @ xXe G

a((—)oex[d)l pr; J/J«

Gx¢ G m G
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3. Elément inverse
G —A> G xe G Ljd) G x4 G

S

Gxeg§ ——

Pour montrer cette équivalence il suffitde considérer successivement 7 = G X4 G X G puis Z =G X4 G
Nous disons que ’objet groupe G est commutatif si pour tout Z le groupe classique G(Z) est commutatif, ce
qui revient a dire aussi que le diagramme suivant commute :

Gxe Gl @

| A

GXch

De la méme fagon nous pouvons définir une action d’un objet en groupe sur un autre objet d’une catégorie % .
Nous nous munissons d’abord d’un objet groupe G puis d’un objet quelconque X

Définition Se donner une action de G sur X dans la catégorie €, c’est se donner une application
mo(-)

m: Gxg¢ X — X telle que pour tout objet Z de €, nous avons m(Z) : G(Z) x X(Z) —= X(Z) qui définit
une action au sens classique.

Comme plus haut celd correspond & la commutativité de certains diagrammes :

1. Associacitivité de 'action

GngGX%XML)GXgX

MXIdJ Jm

G><<gX n G

2. Invariance par action de ’élément neutre

Id
xg X — 0 G xe X

PTQJ/Z/
X

Maintenant nous pouvons passer aux définitions qui nous interessent dans les catégories des schémas.

7.2 Groupes et actions dans la catégorie k-Sch

Si nous avons un groupe ' classique G nous pouvons l'interpreter comme un schéma de la facon suivante. On
note U, = Spec(k), g € G et nous considérons X = [], .5 U, sur lequel nous mettons la structure de faisceau
naturelle :

X est muni canoniquement de la topologie discréte. Si U C X alors on a Ox(U) = E®IVI Plus précisément
nous avons Ox (U) = [[,cqdu(g) - k ott du(g) - k vaut k si g € U et 0 sinon. On fait cet effort supplémentaire
pour mettre en évidence les applications de réstrictions naturelles qui apparaissent : cesont tout simplement les
projection canoniques. Remarquons que c’est exactement le schéma affine de Panneau produit k®IC1.

geqG

16. On le suppose fini pour des raisons de commodité

25



Nous allons noter ce schéma G, et ’appeller schéma groupe constant G. Pour voir que c’est un objet groupe
nous avons besoin de définir la multiplication p. Or cela revient & définir une application

Qk Xk—sch Qk ~ G X Gk —>Qk

On a G}, Xg_sch Gy, qui est un schéma affine associé a Panneau k®I¢1 @, k®IC1 ~ I, k donc

'EG
G Xk—scn Gi, = H Uy =G x G, avec U,y = Spec(k)
¥ EG

Pour définir 4 il suffit de préciser ou est envoyé la copie U(, ) dans G, mais nous I’envoyons de maniere
évidente dans U, .,.. Remarquons que cela correspond & I'application sur les anneaux :

[ * I *

geG (v,Y')€EG?

(2g)g > (U(r4)) (v1)

Maintenant nous nous munissons d’un k-schéma affine X = Spec(A). Définir une action consiste a se donner
une application :
m Qk Xt—sch X — X

qui vérifie les axiomes que ’on a vues plus haut. Nous avons donc un morphisme d’anneaux :

A———k¥%eA=1]] 4
geG

ar———— f(a) = (fy(a))

Cela revient a se donner, pour tout g € G un morphisme de k-schéma p, : X — X, tels que p. = Idx, ol e est
Pélément neutre de G et pg o pp = pgn- En fait p¥ = f,.

7.3 Points fixes

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent. Quand nous avons une action comme celle décrite plus
haut nous pouvons nous demander & quoi peuvent correspondre les points fixes. En fait nous pouvons donnerun

sens A cette phrase de deux maniéres différentes. Soit nous pouvons entendre par la les points fixes k-rationnels
X (k), soit nous pouvons nous reférer i la variété des points fixes de l’action.

Définition C’est la sous-variété Y = X telle que VT S-schéma on a
(X9)(T) = X(T)¢
Nous nous placons desormais dans la catégorie des schémas affines SchAfF!7

Proposition Pour un schéma affine X = Spec(A) et tout groupe fini, la variété des points fizes existe toujours et
c’est un sous-schéma fermé.

DEMONSTRATION
En effet soit Y = Spec(A/I) la variété que nous cherchons. Par hypothése on a Vg € G, a € A, fy(a) = amod I.
Par conséquent

12 (fyla) —as 5E8)

Par maximalité nous avons donc

Iive = (f4(a) = a3 558)

17. C’est bien plus technique de montrer I’existence dans le cas général
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Nous montrons que c’est I'objet recherché. Soit 7' un S-schéma. Les deux termes (X¢)(T) et X(T) corres-
pondent respéctivement aux morphismes O (T) + A/Isxe €t Or(T) + A ces derniers étant invariants par la
pré-composition des morphismes fg#. Ils correspondent donc aux mémes morphismes ainsi nous retrouvons notre
propriété. Remarquons au passage, qu'’ils’agissait juste de représenter le foncteur X (8)“. Nous montrons alors de
surcroit, que cette variété est unique & isomorphisme prés. ]

7.4 Exemples
7.4.1 La droite affine

Nous considérons ici k algébriquement clos et n entier naturel tel que (car(k),n) = 1. On pose G = Z/nZ =
n (k). Nous définissons une action sur A} = Spec(k[X]) :

foi k[X] — k[X] X+ ('X

Nous calculons Ig5y.. Par les calculs menés plus haut nous avons

Iixe = (P(CX) = P(X), 55k

Mais tout P(¢X) — P(X) est divisible par (X — X = ({ — 1)X. Notons ¢, une racine primitive de G (existe
puisque nous avons supposé (car(k),n) = 1). Alors notre ¢ = {{ donne (X — X divisible par (,X — X, mais nous
avons (p — 1 € k* ainsi

Ifixe = <X>
Ainsi

X¢ = Spec<]zg(X>]) ~ Spec(k) — X

nous pouvons dire qu’il n’y a qu’un seul point fixe ’origine.
Remarque Si nous considérons maintenant la droite projective P,lw sur laquelle nous faisons agir G sur les deux
copies de la droite affine, on obtient deux points fixes : 0 'origine et oco.
7.4.2 La droite projective
Nous pouvons considérer maintenant A, plongée dans P}, elle-méme "recouverte" par deux droites affines : I'une

Ap centrée en 'origine et 'autre Ao, en co. Ag N Ay est isomorphe & k[X , %} ou k:{T, %] et le changement de

carte de 'une a 'autre consiste & prendre le morphisme se réduisant a X — %

Nous posons p = car(k) et G = Z/pZ = (o). Nous posons B ’algébre des polynomes k[T] localisée en T+ 1,T +
2,...,T +p— 1. Ceci revient en fait & enlever l'orbite de l'origine 8. Cela définit la variété Y = Spec(B). Nous
transposons ’action de translation X — X + 1 de Ag sur la carte Ay :

T

T
fo: T—= 107

Comme précédemment, nous avons

Iixe = (fo(T) = T)
_T2
- < 1+ T>
Mais 1 + T est inversible dans B donc I = <T2> Ainsi nous avons Y& = Spec(ﬁ) or nous avons

%: (ki[g]>{Til"”’T+;—l] - kl[g]

En effet, pour 2 € F on (z + T)(x — T) = 2> — T? = 2* et 2*> € F}. Ainsi, I'action nous donne comme points
fixes, le point oo compté deux fois.

18. Localiser revient en termes de variétés, a enlever les points annulant les polynomes en lesquels nous localisons. Nous n’avons pas
besoin de localiser en 7" puisque nous n’avons pas besoin d’enlever ’origine 0 puisqu’elle se trouve en dehors de notre carte.
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Remarque Nous voyons qu’en caractéristique non-premiére avec le cardinal de G nous obtenons des dégénéres-
cences, néanmoins si nous comptons les multiplicités, nous avons toujours le méme nombre de points fixes.

8 Points fixes

Le but ici est de démontrer le théoréme 1.2 de I'article de Serre. On fixe p un nombre premier :

Théoréme Soit G un p-groupe fini, qui agit algébriquement sur l’espace affine A} défini sur un corps algébri-
quement clos k, car(k) # p. Alors laction a un point fize.

8.1 Cas fini

Nous démontrons tout d’abord le "cas fini" ot k = F; avec ! nombre premier différent de p. En résumé, nous
avons donc ’action qui se caractérise par des morphismes polynomiaux

Pg:(Pg,17~-~7Pg,n) QEG Pg’iEk[Xl,...7Xn]

Nous pouvons trouver donc une extension finie F;» de F; qui contient tous les coéfficients de tous ces polynomes.
Ils sont en nombre fini ce qui nous assure que ’extension existe. C’est entre autre ici qu’apparait le phénoméne a
lorigine des résultats cités dans l’article. Nous venons donc de montrer que notre action induit une action sur Az .
Au passage précisons que ’action se passe vraiment sur les points de 'espace affine : ¢’est-a-dire |A]?,m |. Entre-autre
il agit sur ses points rationnels Ay (F;m) =~ Fp,.. Or ce dernier est un ensemble fini de cardinal premier avec p donc
d’apres 1’équation au classes, résultat de pure théorie des groupes, nous avons forcément une orbite réduite & un
élément donc un point fixe.
Maintenant nous avons démontré qu’il existe des points k-rationnels qui sont laissés fixes par I’action de G :

An(k) ) U An(]Flm)”

m>1

donc (A7) n’est pas la variété nulle, et c’est ce qu’il fallait démontrer.

8.2 Cas général

Comme avant nous avons notre action. Pour tout g € G nous avons donc p,; : A} — A}, ou encore des

morphismes de k-algébres f, : k[X1,...,X,] — k[Xq,...,X,], eux-mémes caractérisés par les images des monémes
fondamentaux : X; — Py ;.
Supposons maintenant que 'action n’a pas de point fixe, c’est-a-dire (AZ)G = (1% ou encore Iy = k[ X1, ..., X,].

Comme Igye = ((Pyi — Xi), 9,1), il existe Qq; € k[X1,..., X,] tels que :

Z(Pg,i - Xi)Qgi =1 (*)
g,t
Maintenant nous allons pouvoir réduire notre relation & un corps fini. Considérons A, le sous-anneau de k
engendré par les coéfficients des Py ;, Q4,;. Nous allons passer auquotient par un idéal maximal m et nous voulons
garder un corps qui soit de caractéristique différente de p, donc nous pouvons supposer que % eA.
Le corps K = A/m est une Z-algébre de type fini, donc est de type fini sur son corps premier, mais alors par le
Nullstellensatz, K est une extension finie de son corps premier. Supposons par ’absurde que K est de caractéristique
nulle. Nous avons alors le diagramme d’extensions :

K

Type Fini
Fini

Q——7

19. Le schéma vide existe bien : I’espace topologique est vide et au-dessus nous avons ’anneau nul.
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Par le théoréme d’Artin-Tate nous avons Z — Q qui est de type fini, ce qui est faux. Ainsi nous avons K qui
est une extension finie d’un F;, [ # p, ainsi K est un corps fini. Nous pouvons donc réduire I’action de G & A}, et
nous avons () donc Igye x = K[X1,...,X,], ainsi nous avons contradiction avec la premiére partie. Nous avons
donc des points fixes.

Comme le dit Terrence Tao sur son blog, ce type de démonstration utilise constamment le fait que nos objets ont
des caractéristiques finies (en ’occurence un nombre fini de polynémes avec un nombre fini de coéflicients). Ensuite
nous remarquons que si un énoncé n’est pas vrai en caractéristique zéro, alors celd peut s’exprimer de maniére
algébrique avec un nombre fini d’objets, ce qui nous permet de le réduire en caractéristique non-nulle et & fortiori
aux corps finis, ot I’on peut faire des raisonnements purement combinatoires.

9 Remarques sur l'algébre A

Lorsque nous avons démontré notre théoréme sur les points fixes, nous avons construit A une Z-algébre de type
fini, qui permettait de transposer nos raisonnements des corps généraux sur des corps finis. Nous ne savons pas
beaucoup sur ces algébres mais dans l'article sur lequel nous nous appuyons, il est dit que nous pouvons choisir A
tel que A C C. Cette chose n’est pas évidente et nous proposons d’abord de contourner cet argument puis d’essayer
de montrer que cela est toujours possible.

9.1 Autre stratégie de démonstration

Ce que nous pouvons faire c’est de considérer les deux possibilités qui s’offrent & nous : soit & est de caractéristique
nulle soit elle ne 'est pas.
9.1.1 car(k)=0

Nous pouvons dans ce cas précis plonger A dans C.
Quitte a rajouter les inverses des entiers, nous pouvons supposer que A est une Q-algébre de type fini. Nous

considérons alors r = deg.trg(Frac(A)). En notant K = Frac(A), nous avons alors ty,...,t, € K algébriquement
indépendants tels que K/Q(t1,...,t,) soit une extension algébrique. Or par un argument de cardinalité, nous
avons deg.trg(R) = oo, ainsi nous pouvons plonger Q(t1,...,t,) dans R et donc dans C. Comme ce dernier est

algébriquement clos nous pouvons ’étendre de maniére unique & un plongement A — K < C. Nous pouvons
poursuivre nos raisonnements comme de si rien était.
9.1.2 car(k)=p>0

Dans ce cas nous avons alors A qui est une F,-algébre de type fini. En quotientant par un idéal maximal m nous
avons alors A/m qui est une extension de F,, de type fini, donc est algébrique par le Nullstellensatz. Ainsi c’est un
corps fini. Nous pouvons alors conclure nos raisonnements.

9.2 Relévement en caractéristique 0

Pour montrer qu’un choix de A plongé dans C soit possible, nous pourrions montrer le résultat suivant :

Conjecture Soit p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre premier a p. Alors toute action de G
sur un espace affine défini sur Fp, ¢.-a.-d. sur F,[X1,...,X,], se reléve en une action sur lespace défini sur
Ly Xy, .., X0

Cependant, comme nous le verrons dans la suite, ceci n’est pas encore demontré et ca reste dans I'état de
conjecture. Ici il est préférable de considérer Z, = yan> L Z/p™Z
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9.2.1 Extensions de groupes

Commencons par la términologie de base du probléme des extensions. Nous allons desormais fixer G un groupe
quelconque et A un groupe abélien. Nous disons que E est une extension de G par A si on peut les inscrire dans
une suite exacte courte :

1 A——FE-T"-G 1

Nous disons que deux extensions F, E’ sont isomorphes si nous pouvons trouver un diagramme commutatif :

El

Une fois que nous avons notre suite exacte courte il est facile de voir que G agit sur A par conjugaison : nous
pouvons simplifier notre situation en supposant que A C E, que i désigne l'inclusion canonique et nous avons
G ~ E/A.Sia € Aet g€ G nous pouvons poser g -a = gag~ ' ol § est un relévement de g dans E.

D’abord g - a € A puisque 7(gag=!) = gm(a)g~! = 1 et ’élément ne dépends pas du relévement de g : soit g
un autre représentant de g; on dispose de a € A tel que § = o alors gag ' = gaaa 1§~ ! = Gag~"' puisque A est
abélien.

Desormais nous appellons tout groupe commutatif M sur lequel agit G, un G-module ou encore Z[G]-module.
Nous notons M& l’ensemble des points fixes de M sous I’action de G. Les morphismes de G-modules sont les
morphismes de groupes qui commutent avec 'action de G. Nous avons donc la catégorie des G-modules.

9.2.2 Cohomologie des groupes

Nous commencons par remarquer que le foncteur ()¢ qui va de G — Mod dans Ab est exact & gauche : Pour
toute suite exacte courte (sec.)
1 M N P 1

nous avons une sec.

1 ME N€ PG

Remarque Nous pouvons montrer que ce foncteur n’est pas exact & gauche en exhibant un contre-exemple qui
nous vient de 1’algébre linéaire : soit k un corps et G = Z qui agit sur N = k2 par la matrice ((1) }) Maintenant
posons M =k x0C N et P=N/M ~0 x k. Alors G agit trivialement sur P, M mais nous N¢ = M.

En prenant les foncteurs dérivés a droite de (o) ~ Homg_ p704(7Z, ®), nous pouvons prolonger la suite exacte

1 M€ N¢ pP¢

en une suite exacte longue

0 —— HY(G,M) —— H°(G,N) HHO(G,P)>

0

411(0, M) —— HY(G,N) —— H'(G, P) >

1

4{2(G,M) —— H?(G,N) —>H2(G,P))

7/
7/

& - H"(G,M) —— H"(G,N) —— H"(G, P)
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oit les HY(G, o) représentent en fait le foncteurs (8)¢, et chaque H® est un groupe abelien.
Nous pouvons maintenant énoncer nos deux théorémes qui serviront dans la démonstration. Pour les preuves et
les constructions voir [Rot09] et [Wei95].

Théoréme H?(G, M) classifie les extensions :
H?(G, M) = {classes d’isomorphisme des extensions de G par A ot G agit par conjugaison}
De plus, I’élément neutre correspond a l’extension scindée, c’est-a-dire au produit semi-direct.

Théoréme Lorsque G est fini, son cardinal annule tous les H' (G, M) pour tout i > 1.

9.2.3 Démonstration

Ici nous allons nous servir d’'un lemme que nous démontrons dans le paragraphe sur les endomorphismes surjec-
tifs :

Lemme Tout endomorphisme surjectif d’anneau noetherien est un isomorphisme

Maintenant, ce que nous voulons faire, c’est relever par récurrence un automorphisme de Z/p‘[X1, ..., X,] a un
automorphisme de Z/p"t1[X1, ..., X,]. Notons I = p'Z/p"1[X1,..., X,] ~ F,[X1,..., X,] le noyau du morphisme
canonique Z/pX1,..., X, = Z/p'[Xi,...,X,]. Nous remarquons que I? = 0. C’est dans ce cadre que nous
énoncons alors un lemmme qui se rapproche du lemme de Nakayama, :

Lemme Soit A un anneau noetherien et I un idéal de A tel que I? =0 et Ag = A/I. Soit fo un automorphisme
de Ao[X1,...,X,] et P; = fo(X;). Nimporte quel choiz de Q; € A[X1,...,X,] qui reléve les P; détermine un
automorphisme f de A[X1,..., X,] vérifiant f(X;) = Q.

DEMONSTRATION
En appliquant le premier lemme, nous voyons qu’il suffit de montrer que f est surjectif. Posons M = Coker(f) =
A[Xq, ..., X,]/Im(f). Mais nous avons emod I = e ®,4 Ay qui est exact & droite et on a
M/T-M=M®®a Ay = Coker(f ®@Ida,) = Coker(fy) =0
Ainsi M =1-M=1>-M =0 O

Nous nous retrouvons donc avec une suite exacte
1—— 1" —— Aut4(A[X1,..., Xp]) —— Aut g, (Ao[X1,..., Xp]) — 1

puisqu’un choix d’un relévement ne dépend que du représentant des P; modulo 1.
Maintenant nous partons de action G £ Aut(F[X1,..., X,]), que nous relevons par récurrence

11— " — Autz/piJrl (Z/pH_l[Xl, . ,Xn]) —» Autz/pi(Z/pi[Xl, . ,Xn]) —1
TP
G

Nous notons alors ‘
F = AutZ/le (Z/pz+1[Xl7 . ,Xn]) XAUtZ/pi (Z/pi X1, X)) G

le groupe produit fibré. En d’autres termes c’est tout simplement {(f, g) | fo = p(g)}. Ce n’est rien d’autre que le
pull-back. Nous avons donc le diagramme suivant ou les lignes sont exactes :

1l— " — Autz/pwrl (Z/piJrl[Xl, con X)) —» Autz/pi(Z/pi[Xl, X)) ——1

I |

1 Im F G 1

Cependant nous allons montrer que H?*(G;I[Xi,...,X,]") = 0. En effet, I[X1,...,X,]" est un F,-espace
vectoriel, donc par construction H? ’est aussi. Mais alors, H? est annulé par |G|, par le deuxiéme théoréme admis,
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et par p, qui sont premiers entre-eux. En faisant apparaitre une relation de type Bezout, nous arrivons donc &

montrer que F est isomorphe au produit semi-direct I[X7, ..., X,]" x G. En d’autres termes, la suite exacte du ba
est scindée par o ce qui permet de définir Paction G =% Auty i (Z/p X1, .., XG))

11— " — Autz/pi+1 (Z/pH_l[Xl, . ,Xn]) —» Autz/pi(Z/pi[Xl, .. ,Xn]) —1

~ <
Tﬂ— \\\ TP

1 I F —>G 1

Ceci permet de passer I'action & la limite. lim _ Autz,: (Z)p'[ X1, ..., X0))

Néanmoins il est faux que ce groupe soit isomorphe & Autgz,(Z,[X1,..., X,]) pour les mémes raisons que
@ix Z/p'[Xa,...,X,] n’est pas isomorphe & Z,[X1,..., X,]. Il n’est pas évident de conclure en l'existence d’une
action relevée sur I’anneau des p-adiques.

Nous pouvons en fait relier ce probléme & une conjecture encore ouverte.

9.3 Lien avec le probléme de linéarisation

En lien avec la question des actions de groupes, cette conjecture se pose la question suivante :

Conjecture FEst-ce que tout action de G réductif sur A} est conjuguée a une action linéaire ?

Expliquons les termes. Il n’est pas important de savoir ce que réductif veut dire mais il suffit de savoir qu’un
groupe de cardinal premier avec la caractéristique de k est réductif. Nous savons que le groupe GL(n, k) agit de
maniére canonique sur n’importe quel espace vectoriel de dimension n. Il agit par conséquent sur V =%k-X; &... 6
k- X, le sous-espace vectoriel de k[X1, ..., X,] constitué des polynomes de degré 1. Nous pouvons donc définir une
action sur k[Xy,...,X,] tout entier en posant :

A€ GL(n, k), P(X) € k[X1,...,Xn], A P(X)=P(A-X)

Le groupe linéaire agit donc sur A}. Nous disons qu'une action est linéaire si elle s’identifie & I'action d’un
sous-groupe de GL(n, k).

Par actions conjuguées nous entendons existence de ¢ : A7 — A7 telle que Vp € G, ¢pg~! soit linéaire.

Le relévement peut en effet étre construit si cet énoncé est valide. En effet nous aurions alors

GLz, (Z2") = lim GLy,p (Z/p' ")

0>

~
—

et vu que notre action est équivalente & une sous-action de GLg, (F}), elle peut alors se reléver en les GLy i (Z/ pi@n).
En passant a la limite, nous obtenons ’action en caractéristique nulle. Si néanmoins nous trouvons un groupe qui
ne peut pas se reléver en caractéristique nulle nous obtenons alors un contre-exemple au probléme de linéarisation.
Il est cependant plus probable de montrer la conjecture que d’en trouver un contre-exemple.

9.3.1 Petit mot sur I’algébre symétrique

Nous avons choisi V' comme sous-espace vectoriel de k[ X1, ..., X,,] car il ’engendre tout entier en tant qu’algébre.
Nous avons construit ce que nous appellons 1’algébre symetrique de V. Nous pouvons généraliser cette construction.
Partons d’'un A-module M. Nous pouvons construire son algébre tensorielle :

(M) =P men

n>0

C’est un A-module, mais nous pouvons le munir d’un produit de maniére évidente :

U R . QUm V1 R.. AV =U R ... 00U @V X...R Uy
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Ce produit est bien défini?®. Nous pouvons étendre ce produit en décomposant chaque vecteur en une somme
d’éléments homogeénes et effectuer les différents produits. Cette algébre n’est pas commutative & priori doncnous la
"symétrisons" et nous obtenons l’algébre symétrique Sym(M) :

T (M)

Sym(M) = ————
(M) (z@y—y®)
Nous avons ainsi Sym(k?) = k[X,Y] car k> 2 k- X @ k- Y, alors T(k?) = k{X, Y} 'algébre non-commutative de
polyndmes que nous symétrisons en l’algeébre des polynomes & deux variables.
Nous considérons cette construction car c’est le meilleur moyen d’associer une A-algébre & un A-module. En
effet nous avons le foncteur d’oubli de structure multiplicative :

w: A — algebres -+ A — modules
et notre foncteur algébre symétrique :
Sym(e) : A — modules — A — algebres
qui forment une paire de foncteurs adjoints : si B est une algébre et M un module on a :

Hom 4 _module (M, W(B)) = HomA—algébre (Sym(M)7 B)

10 Conclusion

Pour conclure nous avons réussi & démontrer les énoncés qui apparaissent sous forme classique dans I'article, dans
le cadre moderne. Les démonstrations omettent de préciser les arguments nécessaires contexte schématique, néan-
moins ces morceaux de preuve apparaissent naturellement une fois le langage moderne maitrisé. Nous nous sommes
confronté également, de maniére inattendue, & des problémes plus difficiles, notamment lorsque nous essayions de
montrer le théoréme d’Ax-Grothendieck en essayant de généraliser le principe exposé dans larticle (démontrer le cas
sur des corps finis puis en utilisant le Nullstellensatz, réduire & ce cas les cas généraux). Le résultat peut étre facile-
ment démontré dans le cas affine avec cette méthode néanmoins nous ne pouvons pas trouver une preuve élégante du
résultat général. Nous avons de méme été surpris de tomber sur une conjecture encore ouverte aujourd’hui, lorsque
nous nous sommes intéressés a 'algébre A. En effet, si le probléme de linéarisation serait résolu, nous pourrions
effectuer le relévement en caractéristique nulle (donc un corps infini) et réussir & nous réduire a des énoncés sur des
corps infinis.

Ce stage a été une trés belle expérience pour moi. J’ai appris énormément de choses dans un sujet qui m’intéressait
depuis longtemps. Je fus accueilli dans un institut de recherche et j’ai eu ’occasion d’observer le milieu des doctorants
et des chercheurs qui y travaillaient. J’ai M. Romagny & remercier ainsi que ses éléves de thése. Dans les conditions
d’isolement j’ai appris & me servir moi-méme, & exercer mon esprit critique ainsi devenant autonome, indépendant.
Aujourd’hui j’ai beaucoup plus de portes ouvertes qu’au début de mon stage.
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