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Groupes - généralités

Exercice 1 Montrez que le groupe des éléments inversibles de 'anneau A = Z/8Z n’est pas
cyclique.

Exercice 2 Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrez que G est isomorphe & un sous-groupe
du groupe symétrique en n lettres &,,. Décrivez explicitement I'injection du groupe G = Z/8Z
dans Gg.

Exercice 3 (1) Décrivez les sous-groupes de (Z, +).

(2) Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrez que I'ensemble des k € Z tels que x¥ = 1 pour
tout x € G est un sous-groupe de Z. Montrez qu’il existe un plus petit entier a > 0 dans cet
ensemble et que a|n. On appelle cet entier I’ exposant de G.

Exercice 4 Montrez que tout groupe d’exposant 2 est abélien.

Exercice 5 Soit G un groupe. Quels sont les sous-groupes de G qui sont le noyau d’un
morphisme f: G — H ?

Exercice 6 Soit p un nombre premier et I, le corps a p éléments. Montrez que tout groupe
abélien G d’exposant p posséde une structure naturelle de F,-espace vectoriel (et réciproque-
ment). Montrez que si dimg,(G) = n < oo alors Aut(G) = GL,(IF,).

Exercice 7 Montrez que le sous-groupe de GL4(R) engendré par les éléments

0O -1 0 O 0O 0 -1 0
i 1 0 0 0 et j= 0O 0 0 1
0 0 0 -1 10 0 0
0O 0 1 0 0O -1 0 0

est fini. Donnez son ordre et sa table de multiplication (ou table de Cayley). On notera k = ij.



