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Homographies

Exercice 1 On appelle homographie une application du plan complexe dans lui-méme de la

forme h(z) = ‘;jjr’s, ol a, b, c,d sont quatre complexes tels que ad — bc # 0.

(1) Indiquez 'ensemble de définition et 'image d’une homographie.

On appelle droite projective complexe et on note P1(C) la réunion de C et d’un point, appelé
point & Uinfini et noté co. On a donc P}(C) = C U {oo}.

(2) Montrez qu'une homographie se prolonge d’'une maniére naturelle, utilisant les régles de
calcul sur les limites, en une bijection de P'(C) dans P!(C).

(3) Montrez que Pensemble H des homographies posséde une structure naturelle de groupe
(pour quelle 1oi 7) et que ce groupe est engendré par les similitudes directes et par Papplication
z—1/z.

(4) A la matrice A = (¢ Z) on associe I'homographie ha(z) = Zjiz Montrez que ceci définit un

morphisme de groupes GLy(C) — H. Déterminez son image et son noyau.

Exercice 2 (1) Quel est le nombre de points fixes d’une homographie ?

(2) Quel est le groupe H,, C H des homographies qui fixent oo 7

(3) Quel est le groupe Hy o, C H des homographies qui fixent 0 et oo ?

(4) On considére ’homographie h(z) = =5. En utilisant les points fixes de h, construisez une
homographie v telle que yo ho~~! appartienne au sous-groupe H,,. Peut-on faire en sorte que
heXHooo?

(5) Mémes questions avec I'homographie h(z) = 5.

Exercice 3 Soit h une homographie, définie sur le complémentaire d’un point dans C. On
souhaite étudier les suites récurrentes a valeurs complexes définies par le choix d’un nombre
complexe z et la formule 2,1 = h(z,) pour tout n > 0. Il s’agit de voir pour quelles valeurs
de zy cette suite est bien définie et converge ou diverge.

En choisissant judicieusement une homographie v et en passant par la suite y, = 7(z,),

menez cette discussion pour les deux suites 2,11 = Z’—iQ et zpi1 = j"ii’
n n

Exercice 4 (Le birapport.)

(1) Soient a, b, c dans P! (C) distincts. Montrez qu’il existe une unique homographie i envoyant
a, b, csur 0,1,00. On supposera pour simplifier qu’aucun des points a, b, ¢ n’est égal au point a
I’infini.

Soient a, b, ¢, d quatre éléments de P1(C) avec a, b, ¢ distincts et i ’homographie de la question
précédente. La valeur h(d) € C est appelée le birapport de a,b,c,d et notée |a, b, c, d].

(2) Soit z € P}(C). Calculez [0, 1, o0, 2].



(3) Montrez que le birapport est invariant par homographie, c¢’est-a-dire que si f est une ho-
mographie, alors [f(a), f(b), f(c), f(d)] = [a,b, c,d]. (Considérez I’homographie hf™' ou h est
I’homographie de la premiére question.)

(4) Donnez une formule pour le birapport [a, b, ¢, d].

Exercice 5 (La droite projective complexe vue comme sphére de Riemann.) Dans l'espace
euclidien £ = R3?, on considére la sphére unité S? et le plan équatorial P. On appelle projection
stéréographique notée o : S? \ {N} — P la projection depuis le pole nord N, définie par
o(M)=(NM)NP.

(1) Faites un dessin.

(2) On identifie F & C®R, de sorte que le plan équatorial s’identifie &4 C. On note (z,t) € CHR
les coordonnées d’un point M € E. Donnez I'expression de ¢ dans ces coordonnées.

(3) On définit une application 7 : P — S?\ {N} par 7(y) = (\y|223117 Izg—j) Montrez que 7 est
une bijection réciproque de o.

Sil'on pose 0(N) = 0o et 7(c0) = N, on peut ainsi étendre o en une bijection de la sphére
S? dans P}(C). A cause de cela, la droite projective complexe est parfois appelée sphére de
Riemann.

Exercice 6 (Cercles de P'(C).) Dans P'(C) = C U {0}, la réunion d’une droite de C et du
point oo est appelée un cercle de PY(C) passant par co. La famille des cercles de P!(C) est
donc constituée des cercles passant par oo, que 'on vient de définir, et des cercles ne passant
pas par l'infini, qui sont les cercles ordinaires dans C. Cette terminologie est justifiée par le
fait que la projection stéréographique envoie les cercles tracés sur la sphére S? sur les cercles
de P!(C) au sens ot l'on vient de les définir. Dans cet exercice, on souhaite démontrer que les
homographies préservent la famille des cercles de P! (C), et en application, donner une condition
de cocyclicité.

(1) On veut montrer que 1(€) est un cercle de P'(C), pour tout cercle € de P*(C) et pour toute
homographie h. Montrez qu’il suffit d’établir ce résultat pour h(z) = 1/z, ce que 'on supposera
dans la suite.

(2) Montrez qu’on peut se ramener au cas ot C est symétrique par rapport a 'axe réel. (Poser
g(2) = €?z et calculer ghg.)

(3) Montrez que h(C) est un cercle, en distinguant quatre cas :

0gCet el ; 0elCet0g€C ; c0ZCet0gC ; oc0elCetlel.

(Méfiez-vous car le centre de h(C) n’est pas forcément l'image par h du centre de C.)
(4) Montrez que quatre nombres complexes a, b, ¢, d sont cocycliques ou alignés ssi leur birapport
est réel.



