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Groupes 1

Exercice 1 Soit G un groupe. Montrez les propriétés suivantes :

(1) L’application d’inversion g — ¢g~! est un morphisme si et seulement si G est abélien.

(2) Lapplication d’élévation au carré g — ¢* est un morphisme si et seulement si G est abélien.
(3) Si pour tout g € G on a g*> = e (on dit alors que G est d’exposant 2), alors G est abélien.
La réciproque est-elle vraie 7

Exercice 2 On rappelle qu'un groupe est dit monogéne s’il peut étre engendré par un seul
élément.

(1) Donnez un exemple de groupe monogéne.

(2) Montrez que le groupe G = Z X Z n’est pas monogeéne.

(3) Calculez le sous-groupe de Z engendré par deux entiers relatifs m,n donnés.

(4) Montrez que 'ordre de k dans Z/nZ est n/pged(k,n).

Exercice 3 Soit n > 1 un entier. On note ¢(n) le nombre d’entiers 1 < k < n premiers avec n.
La fonction ¢ : N* — N est appelée fonction indicatrice d’Euler.

(1) Pour tout nombre premier p et tout entier r > 1, calculez ¢(p").

(2) Enoncez le théoréme des restes chinois. Déduisez-en que si m et n sont des entiers premiers
entre eux, on a g(mn) = p(m)e(n). Déduisez-en une formule pour ¢(n) en général.

(3) Montrer que pour tout entier relatif non nul a € Z, premier avec n, on a a®™ =1 (n).

(4) Soit p un nombre premier et a € Z. Montrer qu’on a a” = a (p).

Exercice 4 Montrez que le groupe des bijections Sy d’un ensemble X possédant au moins 3
éléments n’est pas abélien.



