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IntrodutionL'objet de ette thèse est l'étude, en familles, des ations de groupes sur les ourbesalgébriques. Le adre adapté pour ette étude est elui de la théorie des modules.Plus préisément, e travail a pour but de dé�nir et d'étudier en détail les hamps derevêtements de ourbes, tant en aratéristique 0 qu'en aratéristique p > 0. Le parti pristehnique est d'utiliser à plein le voabulaire des hamps algébriques, et de s'intéresser auxespaes modulaires grossiers seulement ensuite. Une justi�ation pour e hoix (sans doutela meilleure possible) est que les hamps algébriques sont partiulièrement bien adaptésaux problèmes modulaires : ils ont été réés pour ela. Ce sont eux qui re�ètent le mieux lagéométrie des objets qu'ils lassi�ent, et ils sont �nalement aussi simples (ou ompliqués :selon le point de vue...) à onstruire que les espaes modulaires grossiers assoiés. Une deleurs aratéristiques prinipales est de garder la trae des automorphismes des objets ; orpréisément, 'est souvent parmi les objets qui ont des automorphismes que se passent deshoses intéressantes. D'un point de vue tehnique, les hamps algébriques résolvent souventbien les problèmes de quotient et ont une desription souple en termes de groupoïdes. Ilsemble que dans la dernière déennie, l'intérêt de faire de la géométrie diretement sur leshamps soit largement reonnu.La première onstrution véritablement algébrique d'espaes de modules de revêtementsde ourbes (désignés par le terme générique d'espaes de Hurwitz dans la suite) est due àFulton dans sa thèse [Fu℄.Parmi les motivations pour étudier les espaes de Hurwitz, la première historiquementest elle onrétisée par Fulton (en aratéristique p > g) onsistant à déduire la onnexitéde l'espae des modules des ourbesMg de elle de ertains espaes de Hurwitz.Puis les travaux de Fried [Fr℄ ont montré qu'ils étaient des objets entraux dans l'étudedu problème inverse de Galois et dans d'autres questions arithmétiques. En liaison avees questions, Fried a suggéré d'étudier l'arithmétique de tours modulaires d'espaes deHurwitz généralisant les tours de ourbes modulaires X1(pn), X0(pn) et X(pn).D'un ertain point de vue on peut envisager les espaes de Hurwitz omme extensionsnaturelles de l'espae des modules des ourbes. Cei légitime l'idée d'étudier leur géométriepour elle-même. Sur les traes des travaux aomplis pourMg, on peut souhaiter étudierl'existene de bonnes ompati�ations pour les espaes de Hurwitz ; leur groupe de Pi-ard ; leur nombre de omposantes onnexes ; leur ohomologie ; leur anneau de Chow...Pour les revêtements modérés des résultats sont déjà aessibles, mais très peu de hosessont onnues dans le as sauvage (qui pose par ailleurs des problèmes arithmétiques bienspéi�ques, et passionnants).En�n les espaes de Hurwitz ont des liens forts ave les espaes de modules de stru-tures de niveau sur les ourbes, et peuvent aider à approfondir leur onnaissane, ommedans les travaux de Oort-Van Geemen, de Jong-Pikaart, Abramovith-Corti-Vistoli (voirbibliographie).
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***Dérivons maintenant le ontenu de la thèse.Chapitre ILe langage des hamps algébriques est largement utilisé. Dans le hapitre I on rappelletout d'abord les dé�nitions de base et les propriétés essentielles néessaires pour la suite.Ensuite on omplète la théorie par des résultats sur les opérations de groupes sur leshamps.Préisément, soit une ation d'un S-shéma en groupes G sur un S-hamp algébriqueM. On montre tout d'abord (voir I.2.2.1) l'existene d'un hamp algébrique de points �xesMG lorsque G est onstant �ni (le as d'un groupe général semble plus di�ile) :Théorème SoitM un S-hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford) muni d'uneation d'un groupe �ni onstant G. Alors il existe un hamp de points �xes MGqui est un hamp algébrique (resp. un hamp de Deligne-Mumford), et le morphismeMG ! M est un morphisme représentable, séparé, et quasi-ompat (resp. et nonrami�é).Ensuite, on montre l'existene d'un hamp quotient M=G pour G séparé, plat et deprésentation �nie. On note que lorsque G est onstant et �ni, le quotient d'un espaemodulaire grossier pour M donne un espae modulaire grossier pour le quotient M=G ;si de plus l'ation est libre, la desription des objets du hamp quotient orrespond àl'intuition (voir I.2.4.1). Dans ette étude des quotients, deux points de vue di�érents sontabordés : d'une part la dé�nition du hamp [X=G℄ de Deligne-Mumford par des torseurs,et d'autre part le point de vue des groupoïdes. Le résultat prinipal sur les quotients estle suivant (voir I.2.3.4) :Théorème Soit M un S-hamp algébrique muni d'une ation d'un S-shéma engroupes G. On suppose que G est séparé, plat et de présentation �nie sur S. AlorsM=G est un S-hamp algébrique et � : M ! M=G est un quotient atégoriquede M ; en fait, � est le G-torseur universel au-dessus de M=G. Si les points géo-métriques de M ont des stabilisateurs �nis et réduits, alors M=G est un hamp deDeligne-Mumford.En �n de hapitre, on s'intéresse à une situation un peu di�érente, dans laquelle il n'y apas à proprement parler d'ation sur le hampM. On suppose que le groupe �ni G est, demanière anonique, sous-groupe du groupe d'automorphismes de haque objet du hamp.Il y a alors une onstrution, présente à quelques endroits dans la littérature, qui fournit unhamp M==G � débarrassé � de es automorphismes. On donne en détail la onstrutionet les propriétés deM==G.
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Chapitre IIDans le hapitre II, on étudie divers aspets des hamps de revêtements galoisiensde ourbes : onstrution sur Z ; ompati�ation ; étude de la rami�ation. On utilisefortement les résultats tehniques du hapitre I.Etant donnée une ourbe relative lisse C sur une base S, et une ation �dèle �breà �bre d'un groupe �ni G, soit � : C ! C=G le quotient. On étudie tout d'abord lesdiviseurs de rami�ation R � C et de branhement B � C=G, sans faire d'hypothèse surles aratéristiques des orps résiduels de S. Nous proposons une expression onjeturalede diviseurs � essentiels � R� et B� qui oïnident ave les diviseurs réduits Rr�ed et Br�edsi le revêtement est modéré. Cei suggère la bonne expression du morphisme disriminant,qui à la ourbe C ave ation, assoie la ourbe C=G marquée par le diviseur B�.Ensuite nous rappelons, pour utilisation ultérieure, le proédé de ompati�ation del'espae de Hurwitz Hg;G 
 Z[ 1jGj℄ des revêtements galoisiens modérés par adjontion desrevêtements de ourbes stables. Nous ajoutons, pour être omplets, la desription loaledu disriminant (toujours dans le as modéré). Ces résultats de J. Bertin sur la ompati-�ation de l'espae de Hurwitz modéré sont extraits de la prépubliation [BR℄.Nous donnons une appliation de la théorie de Hurwitz modérée aux strutures de ni-veau (quelonques), utilisant l'analogie entre elles-i et les revêtements étales. La questiona été posée par divers auteurs de trouver une ompati�ation � modulaire � du hampdes strutures de niveau de Deligne-Mumford, Mg(G). Nous répondons par le théorèmesuivant (voir les notations de II.4.3.4) :Théorème Le Z[ 1jGj℄-hamp N g(G) := Heg;G;;==Z(G) est une ompati�ation mo-dulaire lisse de Mg(G). Il y a un morphisme propre, birationnel qui est une désin-gularisation N g(G)!Mg(G)vers le hamp de Deligne-Mumford Mg(G), obtenu par normalisation. LorsqueMg(G) est représentable (par exemple lorsque G domine un niveau abélien n > 3),'est l'espae modulaire grossier de N g(G).En�n, le hapitre est onlu par une appliation de e résultat au hamp de HurwitzHg;G (non modéré). Auune bonne ompati�ation de e hamp n'est onnue en les a-ratéristiques qui divisent jGj. Nous donnons une onstrution de Hg;G à l'aide des hampsde strutures de niveau. Le théorème préédent est alors naturellement utilisé pour enproposer dans le même temps une ompati�ation (voir notations dans II.5.3.1) :Théorème Choisissons un entier n > 3, premier à l'ordre de G. On obtient unZ[ 1n℄-hamp propre qui ontient Hg;G 
 Z[ 1n℄ omme ouvert dense, en onsidérant lasomme suivante ai2IN ig(n)GZin(G)(En partiulier, ei inlut les aratéristiques qui divisent l'ordre de G.)9



Chapitre IIIOn se pose la question dans e hapitre de dérire, loalement, l'ation d'un groupesur une ourbe, en situation de rami�ation sauvage. Préisément, soit R un anneau devaluation disrète, K son orps des frations et k son orps résiduel, de aratéristiquep > 0. Soit un groupe �ni G dont l'ordre est multiple de p (par exemple, un p-groupe).Soit une ourbe propre et plate sur R, munie d'une ation génériquement �dèle de G. Parexemple, e peut être le modèle stable d'une ourbe lisse sur K. On souhaite donner le plusd'informations possible sur l'ation sur la �bre spéiale : par exemple, que se passe-t-il auvoisinage d'un point double ? On s'autorise don à remplaer la ourbe par un voisinagea�ne d'un point de la �bre spéiale.On se plae dans une situation plus générale, qui ne se limite pas au as des ourbes.Soit une ation d'un groupe �ni G sur un R-shéma X de type �ni (ou loalisé, ou omplétéd'un shéma de type �ni). On suppose que l'ation sur la �bre générique XK est �dèle. Onpropose tout d'abord un proédé e�etif pour exhiber, lorsque X est a�ne et G abélien, unmodèle eG dominé par G ('est-à-dire qu'il existe un morphisme de R-shémas en groupes�nis plats G! eG qui est l'identité sur la �bre générique) et qui agit universellement �dèle-ment sur X (voir théorème III.4.1). Pour y parvenir on utilise la tehnique des élatementsde Néron, que l'on développe pour les ations de groupes. Le bon fontionnement du pro-essus dérit i-dessus est onditionné par une meilleure onnaissane du omportementdu noyau des ations par es élatements.Notons qu'un résultat semblable est obtenu, de manière plus élémentaire, lorsque Xest propre sur R. Cependant dans le as où X est une ourbe stable, on a eG = G arAutR(X) est non rami�é ; 'est don bien loalement sur X qu'il faut regarder. Puis onapplique ette tehnique au as des ourbes (voir III.5.1, et III.1.4 pour la dé�nition dugroupe Hm) :Théorème Soit X = Spe(A), où A = R[[t℄℄, un germe de ourbe lisse sur R.Soit � : YK ! XK un revêtement galoisien de groupe G = Z=pZ; YK est une R-algèbre formellement lisse et � est génériquement étale. Soit Y = Spe(B) obtenupar normalisation de X dans YK ; le groupe G agit sur Y . On suppose que la �brespéiale de Y est intègre. Les anneaux loaux A(�) et B(�) des points génériques des�bres spéiales de X et Y sont des anneaux de valuation disrète ; soit Æ la valuationde la di�érente de l'extension orrespondante. Alors, on a Æ = (s�m)(p�1) pour unm 2 f0; : : : ; sg, et X est le quotient de Y parHm agissant universellement �dèlement.Chapitre IVLe dernier hapitre est l'étude d'un exemple, au arrefour des questions abordées dansles hapitres préédents. Il s'agit de l'étude des modules d'une famille de ourbes, revête-ments yliques de degré N de P1, appelées ourbes de Potts. Ce travail a fait l'objet d'uneprépubliation de l'Institut Fourier 2001 [Rom℄.Le premier résultat important est le alul minutieux du groupe des automorphismesdes ourbes de Potts (voir IV.2.1.6 et IV.2.2.2). Ce alul indique la non-représentabilitédu hamp algébrique orrespondant.Ensuite nous étudions les espaes modulaires grossiers du hamp des ourbes de Potts,dans les di�érentes situations orrespondant au paramètre N . Voii un résumé des résultats(voir IV.3.1.1, IV.4.1.2) : 10



Théorème(i) Le Z[�N ; 12N ℄-hamp algébrique des ourbes de Potts � modérées � a un espaemodulaire grossier qui est la droite a�ne privée de l'origine A 1� 
 Z[�N ; 12N ℄. Songroupe de Piard modulaire est une extension du groupe de Piard de la base par(Z=2Z)� (Z=2NZ) ; sa ompati�ation par les revêtements stables a pour espaemodulaire grossier P1. L'espae modulaire grossier a bonne rédution en tout premierqui ne divise pas 2N .(ii) Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p > 0. Le k-hamp al-gébrique des ourbes de Potts � sauvages � a un espae modulaire grossier qui estla droite a�ne privée de l'origine A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2 . Plus préisément, l'espae modu-laire est le 2-quotient (voir hapitre I) du hamp des ourbes de Potts par le groupeG = Z=2Z� Z=pZ.
***Pour �nir, indiquons quelques perspetives de travail dans la ontinuation de es résul-tats. Lorsqu'il en est question, R est un anneau de valuation disrète de aratéristiquesmixtes (0; p), K est son orps de frations, et k son orps résiduel.G-hamps algébriquesL'étude des ations de groupes sur des hamps, au hapitre I, laisse des pistes deré�exion dans plusieurs diretions. Le lien entre l'espae modulaire grossier deMG et lespoints �xes de l'espae modulaire grossier deM (lorsqu'ils existent) doit être élairi. Ceiétant, la question qui vient tout de suite à l'esprit est elle de la omparaison entre lagéométrie deM, et la géométrie G-équivariante deM=G ou deM==G (dans les situationspertinentes). Il serait intéressant de savoir quels sont les résultats de géométrie des shémasqui se reonduisent (se généralisent, s'améliorent ?) dans e adre.Géométrie des hamps de HurwitzLe lien établi au hapitre II entre le hamp de Hurwitz Hg;G et les hamps de ourbesave struture de niveau, sous la forme des théorèmes II.4.3.4 et II.5.3.1 doit onduire à unedesription loale des revêtements du bord (issus de strutures de niveau sur des ourbesstables). En préalable, il est ertainement néessaire d'étudier plus en détail le bord desespaes de ourbes ave struture de niveau N g(n). La simpliité du groupe de Galois misen jeu, G = (Z=nZ)2g, est un atout pour mettre ei en appliation.Rami�ation sauvage au voisinage d'un point doubleSoit X une ourbe semi-stable sur R ave ation d'un p-groupe �ni. On suppose que surla �bre générique, X est lisse et l'ation �dèle. Au hapitre III, on n'a obtenu de résultatsqu'au voisinage d'un point lisse de Xk ; 'est un premier pas vers l'étude de l'anneau loald'un point double en tant que G-anneau (qui était la question posée dans l'introdutionde III), sur laquelle on doit maintenant pouvoir donner des réponses plus préises.11



Revêtements de groupe Z=p2ZUne question est transversale aux trois derniers hapitres : 'est elle de l'étude derevêtements de groupe de Galois G = Z=p2Z, sur l'anneau de valuation disrète R dearatéristiques mixtes (0; p). Dans le hapitre II, l'expression des diviseurs de rami�ationet de branhement � essentiels � R� et B� laisse en suspens la question de montrer que B�est un diviseur relatif entier sur la base. Dans le hapitre III, il est possible d'expliiter lasuite standard (voir III.3.1.5 et III.3.2.2) du morphisme (Z=p2Z)R ! �p2;R. Elle ontientp fois plus de termes que dans le as de degré p. La question se pose alors de dérire laforme loale des revêtements de groupe G = Z=p2Z. On pourrait alors appliquer ei auhapitre IV, pour l'étude des ourbes de Potts de � niveau � N = p2. Comme il est montrédans le hapitre en question (voir IV.2.2), il n'existe pas de ourbe de Potts sur k (enaratéristique p), lisse, de niveau N = p2. En revanhe il est faile de onstruire de tellesourbes si on demande qu'elles soient simplement stables. Ces ourbes doivent apparaîtreomme modèles stables de ourbes de Potts sur le orps des frations K. Il est tentantd'essayer de formuler ela en termes d'un � modèle � sur R pour le hamp modulaire desourbes de Potts de niveau p2 sur K. Une question onnexe est, partant d'une ourbe dePotts stable sur k, d'étudier ses déformations. Cei néessite d'étudier onjointement lesdéformations de points doubles et de points de rami�ation sauvage.
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NotationsLes symboles N, Z, Q , R, C désignent les ensembles de nombres entiers naturels, entiersrelatifs, rationnels, réels, omplexes.Pour désigner le ardinal d'un ensemble �ni E, on utilisera selon le ontexte l'une desnotations #E, ou jEj, ou ard(E).Les hapitres sont numérotés I, II, III, IV. Une référene omme I.1.3.13 indique le ha-pitre I, paragraphe 1, sous-paragraphe 3, numéro 13. Les référenes internes à un hapitren'indiquent pas le numéro du hapitre (par exemple, � dé�nition 2.3.2 �).Nous utiliserons de temps en temps la notation � ensembliste � pour des morphismes deshémas, d'espaes ou de hamps algébriques, lorsqu'ils sont dé�nis de manière purementatégorique. Par exemple la diagonale d'un S-hamp M est � :M!M�SM, �(x) =(x; x). Aussi, lorsque x est un objet d'une atégorie C, nous noterons parfois x 2 C pourx 2 Ob(C), s'il n'y a pas de risque de onfusion.
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Chapitre IChamps algébriques et ations degroupesDans e hapitre préliminaire, nous détaillons quelques opérations sur les hamps algé-briques, néessaires pour la suite (hapitre II) mais peu ou pas expliquées dans la littéra-ture. Pour ela on ne peut se passer de rappeler les bases de la théorie des hamps ; le �tétehnique des démonstrations est une raison supplémentaire pour donner des dé�nitionspréises dès le départ. Cependant nous avons essayé d'être onis, et par ailleurs, avonsrassemblé dans le seul paragraphe 1 la partie de la théorie qui est lassique et bien exposéedans d'autres textes omme [DM℄, [Ar2℄, [Vi℄, [L-MB℄. De ette façon, le leteur � expert �peut ommener diretement au paragraphe 2.Nous ne onsidérons que des espaes algébriques et des hamps algébriques quasi-séparés, onformément à [L-MB℄. Nous supposons onnues la théorie de la desente etla notion de topologie de Grothendiek, sujets sur lesquels nous ne faisons auun rappel etnous ontentons de renvoyer à [SGA1℄ et [SGA4℄. En partiulier, de la notion de site, nousne rappelons que le fait qu'il s'agit d'une atégorie munie d'une topologie de Grothendiek.Dans ette brève présentation, nous favorisons le r�le donné aux espaes algébriques,dans bien des endroits où les shémas apparaissaient traditionnellement. Dans les problèmesde passage au quotient en Géométrie Algébrique, les espaes algébriques s'avèrent en e�etd'un usage plus naturel et plus souple. C'est le point de vue utilisé dans de nombreuxtravaux réents ([Kol℄, [KeMo℄, [MB℄).1 Rappel des dé�nitions et propriétés essentielles1.1 GroupoïdesUn groupoïde est une atégorie C dans laquelle les morphismes sont tous des isomor-phismes. SoitX0 = Ob(C) etX1 = Hom(C). Il y a des appliations s; b : X1 ! X0 donnantla soure et le but d'un morphisme, et i : X1 ! X1 donnant l'inverse d'un morphisme.Par exemple, une relation d'équivalene R sur un ensemble X (vue omme sous-ensemble de X � X) détermine un groupoïde C tel que Ob(C) = X et Hom(C) = R.La omposition des morphismes est fournie par la transitivité de R, et l'inversion des mor-phismes, par la symétrie. Un groupoïde C � est � une relation d'équivalene si et seulementsi Æ = (s; b) : X1 ! X0 �X0 est un monomorphisme.Soit X2 = X1 �b;X0;s X1 la lasse des appliations omposables. Lorsque X0 est unensemble, e que nous supposons dans e paragraphe, il en va de même de X1 et X2. Outre15



les deux projetions, il y a une troisième appliation X2 ! X1 donnée par la ompositiondes morphismes. On extrait don de C un diagrammeX2 ////
// X1 b //

s // X0On véri�e que la donnée de e diagramme et de l'appliation i, satisfaisant ertains dia-grammes ommutatifs traduisant les axiomes des atégories (voir [DG℄), déterminent C.Lorsqu'un groupoïde est donné par un tel diagramme, on le note plus simplement X1 � X0.1.2 Espaes algébriquesSoit Sh la atégorie des shémas. Soit S 2 Sh ; nous l'identi�erons systématiquement,à l'aide du fonteur de Yoneda h(S) = HomSh(:; S), au fonteur (ou au hamp Sh =S, àpartir de 1.3) qu'il dé�nit.Un espae sur S, ou S-espae, est un faiseau d'ensembles sur le site S�et, i.e. un fonteurontravariant X : Sh =S ! Ens qui véri�e la propriété de faiseau pour les reouvrementsétales de S. Conformément à l'identi�ation i-dessus, nous dirons que X � est � un shémas'il appartient à l'image essentielle de h. Un morphisme f : X ! Y d'espaes sur S est ditshématique si pour tout T 2 Sh =S et tout morphisme T ! Y , le produit �bré X�Y T estun shéma. Pour un tel morphisme, on sait dé�nir e que veut dire véri�er la propriété P,si elle-i est une propriété des morphismes de shémas, stable par hangement de base,par exemple le fait d'être étale, quasi-ompat, surjetif...Dé�nition 1.2.1 Un S-espae algébrique est un S-espae X tel que(i) le morphisme diagonal X ! X �S X est shématique quasi-ompat,(ii) il existe un shéma U et un morphisme U ! X étale surjetif.Dans (ii), il faut noter que par (i) tout morphisme d'un shéma vers X est shématique(voir aussi proposition 1.3.8).Un S-espae algébrique est un objet � assez prohe � d'un shéma. Il possède parexemple un sous-espae ouvert dense qui est un shéma. De plus, omme un shéma, unespae algébrique est un faiseau fpq, et a fortiori un faiseau fppf.1.3 Champs algébriquesDé�nitionsLa notion de hamp peut être vue omme une généralisation de la notion de faiseau surS�et. C'est, si l'on veut, un � faiseau en atégories � sur S�et. Un autre angle de vue revientà onsidérer la notion de hamp algébrique omme une généralisation de elle de quotientpar une relation d'équivalene : 'est, en e�et, un quotient par un groupoïde quelonque,omme il sera rappelé dans 1.4.Soit M une atégorie et p : M ! S un fonteur. Pour tout T ! S, on dé�nit uneatégorie-�bre M(T ) dont les lasses d'objets et de morphismes sont p�1(T ) et p�1(idT ).Les objets deM(T ) sont appelés setions de M au-dessus de T .Dé�nition 1.3.1 Soit S un shéma. Une atégorie �brée en groupoïdes sur S est la donnéed'une atégorieM et d'un fonteur p = pM :M! S tels que(i) pour tout morphisme f : T ! U de S-shémas et tout � 2 M(U), il existe ' : � ! �tel que p(') = f . 16



(ii) pour tous morphismes ' : � ! � et  : � ! � tels qu'il y a un triangle ommutatifp( ) Æ h = p(') de S-shémas, il existe un unique � : � ! � tel que  Æ� = ' et p(�) = h.1.3.2 L'axiome (ii) a pour onséquenes que les atégories-�bres sont des groupoïdes, etégalement, que l'objet � dans (i) est déterminé de manière unique à unique isomorphismeprès. On le note parfois � = f��. Par ailleurs, pour tout morphisme ' : � ! � tel quep(') = f , il existe � par (ii) � un unique isomorphisme � : � ��! f�� tel que ' = f;� Æ �où f;� est � le � hangement de base f�� ! �. (On sait qu'on peut dé�nir un fonteurhangement de base, et que pour les savants, un tel fonteur est dé�ni à 1-équivalenede atégories près, l'équivalene étant dé�nie à 2-isomorphisme unique près (...). Nouspasserons sous silene es ompliations de voabulaire et parlerons, sans onséqueneennuyeuse, � du � fonteur hangement de base.)Pour onserver, sur ette struture �brée p : M ! S, les propriétés de faiseau desespaes algébriques, on est amené à énoner la dé�nition i-dessous qui signi�e essentiel-lement que si M est un hamp, les objets et morphismes de M(T ) peuvent être dé�nisloalement. Soit le fonteur dé�ni sur T�et, pour tout ouple d'objets �; � 2 M(T ), parT 0 7! HomT 0(� �T T 0; � �T T 0). Ce fonteur est noté HomT (�; �) = IsomT (�; �) (il y aégalité ave le fonteur Isom ar les �bres deM sont des groupoïdes).Dé�nition 1.3.3 Un hamp sur S est une atégorie �brée en groupoïdes p :M! S telleque(i) pour tout T=S et tous objets �; � 2 M(T ), le fonteur HomT (�; �) est un faiseau surT�et.(ii) soit fTi ! Tg un reouvrement étale, et �i 2 M(Ti) ; toute donnée de desente (fij)pour (�i) est e�etive.Remarque 1.3.4 Si p :M! S satisfait seulement l'axiome (i) de la dé�nition i-dessus,on dit que 'est un préhamp. Par un proédé de faiseautisation on sait lui assoier unhamp fM ([L-MB, hap. 3℄), et pour k un orps algébriquement los, les atégories-�bresM(k) et fM(k) sont identiques.Nous noterons Ch =S la atégorie des hamps sur un shéma S. Un fonteur ontra-variant Sh =S ! Ens dé�nit une atégorie sur S qui est un hamp si et seulement si efonteur est un faiseau étale ; de plus un hamp est isomorphe à un fonteur si et seule-ment si pour tout T ! S, le groupoïde M(T ) est équivalent à un ensemble, 'est-à-direqu'il n'y a pas d'automorphisme non trivial dansM(T ).Dé�nition 1.3.5 Un morphisme de hamps est un fonteur f :M!N tel que pN Æ f =pM. C'est un isomorphisme si, pour tout T 2 Sh =S, f(T ) est une équivalene de a-tégories. Une ondition néessaire et su�sante pour être un isomorphisme est d'être unmonomorphisme et un épimorphisme, 'est-à-dire un fonteur pleinement �dèle et � lo-alement essentiellement surjetif � (voir [L-MB, prop. 3.7℄). Les hamps sur S formentune 2-atégorie (voir [Hak℄, hapitre I pour un résumé assez omplet sur les 2-atégories).Cela signi�e essentiellement qu'il existe des 2-morphismes entre 1-morphismes. Pour etteraison la dé�nition de la ommutativité des diagrammes est la suivante : un diagrammeMN  -� a Pb -est 2-ommutatif si on s'est donné un 2-isomorphisme � :  Æ a ' b.17



Le lemme de Yoneda reste valable pour les hamps sous la forme suivante : pour toutshéma X et tout hampM, on a une équivalene de atégoriesHomCh =S(X;M)!M(X)On a don la situation suivante : (Shémas) � (Faiseaux étales) � (Champs).Dé�nition 1.3.6 Un morphisme de S-hamps f :M ! N est dit représentable si pourtout shéma Y sur S, le produit �bréM�N Y est (représentable par) un espae algébrique.Comme dans 1.2, si f est représentable et P est une propriété de morphismes d'espaesalgébriques stable par hangement de base, on sait donner sens à l'assertion � f véri�e P �.Lorsque f n'est pas représentable, il faut être un peu plus astuieux mais on peut tout demême transposer la plupart des propriétés des morphismes de shémas, f [DM℄.Exemple 1.3.7 Un exemple essentiel est elui du morphisme diagonal � :M!M�SM.Si X;Y sont deux shémas et X !M, Y !M deux morphismes versM vus omme desobjets de M(X);M(Y ), alors la dé�nition du produit �bré de deux hamps montre queX �M Y n'est autre que le fonteur IsomX�SY (p�1�X ; p�2�Y ) des isomorphismes entre lesdeux objets susités.Proposition 1.3.8 Le morphisme diagonal � est représentable si et seulement si toutmorphisme d'un shéma versM est représentable, ou enore, si et seulement si les faiseauxIsomT de 1.3.3(i) sont représentables. �Dé�nition 1.3.9 Un S-hamp M est appelé hamp algébrique, sous-entendu, d'Artin,(resp. de Deligne-Mumford), si(i) le morphisme diagonal est représentable, quasiompat et séparé.(ii) il existe un espae algébrique U et un morphisme U !M lisse et surjetif (resp. étalesurjetif). On dit que U est un atlas pourM.Donnons en�n trois résultats qui nous seront utiles pour la suite. Les deux premiersonernent les hamps de Deligne-Mumford :Théorème 1.3.10 ([L-MB, 8.1℄) Un hamp algébrique M est un hamp de Deligne-Mumford si et seulement si le morphisme diagonal � :M!M�M est non rami�é. �Lemme 1.3.11 ([AV2, 4.17℄) Soit f : M ! N un morphisme de hamps de Deligne-Mumford. Pour que f soit représentable, il faut et il su�t que, pour tout point à valeurs dansun orps algébriquement los k et � 2M(k), le morphisme de groupes Aut(�)! Aut(f(�))soit injetif. �Le troisième est une forme du Théorème Prinipal de Zariski qui nous sera utile auhapitre II :Théorème 1.3.12 Soient M et N deux S-hamps algébriques réduits. On suppose Nnormal. Soit f : M ! N un morphisme représentable, séparé, birationnel, quasi-�ni.Alors 'est une immersion ouverte. Si de plus f est fermé alors 'est un isomorphisme.18



Preuve : Les hypothèses et la onlusion sont loales sur N au sens lisse. De plus par[L-MB, (A2)℄ f est shématique, don on est ramené au as où M;N sont des shémasX;Y . Remplaçant Y par une de ses omposantes onnexes Yi et X par f�1(Yi), on estramené au as où X et Y sont intègres. Alors 'est [EGA4℄, or. (8.12.10). �Espaes modulaires grossiersPour �nir il onvient de rappeler la dé�nition d'un espae modulaire grossier qui donneune approximation � par en-dessous � d'un hamp algébriqueM par un shéma :Dé�nition 1.3.13 SoitM un hamp algébrique, M un espae algébrique et q :M!Mun morphisme. On dit que M est un espae modulaire grossier (ou espae de modulesgrossier) pourM si(i) q induit une bijetion M(k)isom !M(k) pour tout orps algébriquement los k.(ii) q est universel pour les morphismesM! N à valeurs dans un espae algébrique.Théorème 1.3.14 ([KeMo℄) Un hamp de Deligne-Mumford séparé a un espae de mo-dules grossier qui est un espae algébrique séparé. �1.3.15 Voii la desription loale orrespondante. Soit x : Spe(k)!M un point géomé-trique deM (k est un orps algébriquement los). SiM est un hamp de Deligne-Mumford,G := Aut(x) = x�M x (1.3.7) est un groupe �ni onstant. Soit OM;x l'anneau loal stritde x (i.e. l'anneau loal pour la topologie étale). S'il y a un espae modulaire grossierM!M , l'anneau loal strit de l'image de x dans M est OM;x = (OM;x)G. Cei montreque même si M est lisse (omme ela est souvent le as pour les espaes de modules deourbes ou de revêtements), e n'est pas néessairement le as pour M . En revanhe edernier est normal (puisque OM;x est l'anneau d'invariants d'un anneau normal). Dans leas où M est un shéma ou un espae algébrique (i.e. M est un espae de modules �n),on a OM;x = OM;x. C'est une autre façon de voir que la présene d'automorphismes pourles objets deM est un obstale à sa représentabilité.Faiseaux sur les hamps algébriquesLorsqu'il en est question, les faiseaux sur les hamps algébriques (resp. de Deligne-Mumford) sont les faiseaux sur le site lisse-étale (resp. étale) dérit dans [L-MB, h. 12℄.Par exemple, un faiseau inversible L sur un hamp algébriqueM est la donnée(i) de faiseaux inversibles LU sur tous les ouverts lisse-étales u : U !M (il su�t de sedonner LU sur les atlas), et(ii) d'isomorphismes i�LV ��! LU (pour tous les morphismes i : U ! V entre ouverts)satisfaisant une ondition de ommutativité bien onnue lorsqu'il y a une ompositionU ! V !W .Le groupe de Piard deM est l'ensemble des lasses d'isomorphisme de faiseaux inversiblessurM, muni du produit tensoriel.Les onstrutions loales préservées par hangement de base étale que l'on sait dé�nirsur les shémas (telles que Spe(A ), P(E ), normalisation, desription d'un sous-shémafermé par un faiseau d'idéaux...) peuvent être e�etuées sur les hamps algébriques.19



1.4 Champs algébriques vus omme quotients de groupoïdesFaisons en�n quelques remarques élairées par un regard rétrospetif sur le para-graphe 1.3. La motivation initiale pour introduire les espaes algébriques, dans les premierstextes d'Artin et de Knutson était de penser e nouvel objet omme quotient d'un shémapar une relation d'équivalene. Mais dès le début 'est la dé�nition 1.2.1, plus maniable,qui est adoptée. Le point de vue du quotient reste présent dans la littérature [KeMo℄. Ilpeut être prolongé aux hamps algébriques, omme suit.Grothendiek a introduit, pour formaliser les problèmes de quotients en géométrie algé-brique, l'utilisation systématique des groupoïdes (plus exatement, des fonteurs en grou-poïdes). Un hamp algébrique peut être vu omme le quotient d'un groupoïde X1 � X0,où X0;X1 sont des espaes algébriques :1.4.1 Soit une relation d'équivalene étale R � U , dans les notations de 1.1. Cela veutdire que Æ est de type �ni, et que p1, p2 sont étales. Si U;R sont des shémas, le quotientde ette relation d'équivalene est un espae algébrique. Mieux, si U et R sont des es-paes algébriques, le quotient est (enore) un espae algébrique. C'est là l'un des résultatsessentiels qui montre l'importane de la notion d'espae algébrique.1.4.2 Supposons maintenant que R� U est un groupoïde lisse (resp. étale), à diagonaleséparée quasi-ompate. Il donne naturellement naissane à une atégorie �brée en grou-poïdes M0 dont la �bre M0(T ) a pour objets U(T ) et pour morphismes R(T ). Alors,le hamp M assoié à M0 est un hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford) [L-MB,4.3.1℄. Il faut y penser omme un quotient de R� U . Réiproquement soitM un hampalgébrique. Soit U un atlas pourM, R = U �MU et T = R�pr2;U;pr1R = U �MU�MU ;le groupoïde orrespondant T ////
// R //// Uest appelé présentation pourM. Une telle présentation n'est bien sûr pas unique.2 Ations de groupes sur des hampsDans la suite du hapitre nous étudions trois opérations relatives aux ations de groupessur des hamps algébriques. Les deux premières : hamp de points �xes et hamp quotient,sont la généralisation des opérations orrespondantes sur les variétés ou les shémas. Ilonvient de noter que, dans le adre des hamps, la théorie du quotient est plus agréableque dans le adre des shémas (e qui est naturel puisque, d'une ertaine façon, les hampsont été réés pour répondre à e problème...). La troisième opération est au ontraire propreaux hamps, elle fera l'objet du paragraphe 3.2.1 Ations de shémas en groupes sur des hampsNous aurons besoin prinipalement des notions de hamp de points �xes et hampquotient, voii don les dé�nitions néessaires. Un ommentaire doit être fait sur es dé-�nitions : dans la dé�nition (1) on pourrait demander que les diagrammes ommutatifstraduisant les axiomes usuels soient simplement 2-ommutatifs, dé�nissant ainsi une notionde G-hamp faible ; mais ela entraînerait des ompliations d'ériture assez importantes,et serait inutile pour l'utilisation que nous aurons à en faire. En e�et toutes les ationsque nous manipulerons (au hapitre II prinipalement) seront en fait des ations au sensfort donné i-dessous (de groupes onstants �nis qui plus est). En revanhe, on ne peut20



pas demander que les diagrammes ommutatifs dé�nissant les morphismes équivariants deG-hamps soient strits ('est-à-dire que les 2-isomorphismes soient les identités), ommeil sera lair dès qu'on aura donné la onstrution des hamps de points �xes, ar le mor-phismeMG !M ne serait plus alors un morphisme équivariant (ave ation triviale surMG). Il faut don adopter la dé�nition � faible �.Dans e qui suit, les produits indiquent des produits dans S � Ch, 'est-à-dire desproduits �brés sur S. Pour un rappel des notions néessaires sur les 2-atégories, nousrenvoyons au hapitre I de [Hak℄.Dé�nitions 2.1.1Soit G un S-shéma en groupes (on pourrait prendre plus généralement un S-espae engroupes). Soit m : G�G! G la multipliation, et e : S ! G la setion unité.(1) Une ation de G sur un hamp M est un morphisme de S-hamps � : G �M !Mtel que les diagrammes suivants (assoiativité et élément neutre) soient ommutatifs (i.e.1-ommutatifs) :G�G�M m�id- G�MG�Mid�� ? � - M�? G�M �- MS �Me�id6 pr 2-On dit aussi queM est un G-hamp.(2) Soient M et N des G-hamps. Un morphisme G-équivariant ou G-morphisme entreM et N est un ouple (f; �) onstitué d'un morphisme f :M!N tel que le diagrammeusuel suivant soit 2-ommutatif (voir 1.3.5) :G�M �-MG�Nid�f ? �- Nf?où le 2-isomorphisme � : � Æ (id�f) ��! f Æ � satisfait une ondition de ompatibilitéave l'assoiativité. Préisément, de � déoulent des 2-isomorphismes entre les trois 1-morphismes G�G�M! N donnés, en ériture � naïve �, par�23(g; h; x) = g:h:f(x) ; �13(g; h; x) = g:f(h:x) ; �12(g; h; x) = f(g:h:x)Par exemple le morphisme �1 : �13 ! �12, orrespondant au diagrammeG�G�M id��- G�M �- MG�N(id;f) ? �- Nf?est donné par �1 = � � idid�� (le symbole � désigne la omposition des 2-morphismes, voir[Hak℄). De même on a des 2-isomorphismes �2 : �23 ! �12, et �3 : �23 ! �13. Alors onimpose la ondition �2 = �1 Æ �3En�n si � = id, on parle de G-morphisme strit. �21



Détaillons le as où G est un groupe onstant �ni. Alors une ation orrespond à unmorphisme de groupes (ordinaires) G ! AutS(M). On dit que l'ation est �dèle si emorphisme est injetif. Un morphisme de G-hamps est simplement un morphisme dehamps f :M! N ave, pour tout g 2 G, une 2-ommutativité �g : g Æ f ��! f Æ g. Deplus la ondition de ompatibilité s'érit ii�gh = (�g � idh) Æ (idg ��h) (I.1)Dé�nitions 2.1.2Les notations étant elles de la dé�nition préédente, soitM un G-hamp.(1) Si M est algébrique et si G est un S-shéma en groupes, un atlas (de G-hamp) estun atlas G-équivariant U !M ave ation libre sur U (voir 2.1.4).(2) Soit P un S-hamp (resp. un S-hamp algébrique) muni de l'ation triviale de G, on ditqu'un morphisme � : P !M est un hamp de points �xes (resp. un hamp algébrique depoints �xes) si pour tout hamp (resp. tout hamp algébrique) N , muni de l'ation trivialede G, et tout morphisme équivariant f : N !M, il existe un morphisme �f : N ! P telque f = � Æ �f , unique à un 2-isomorphisme unique près.(3) Soit Q un S-hamp (resp. un S-hamp algébrique) muni de l'ation triviale de G,on dit qu'un morphisme � : M ! Q est un quotient atégorique (de hamps, resp. dehamps algébriques) si pour tout hamp (resp. tout hamp algébrique) N , muni de l'ationtriviale de G, et tout morphisme équivariant f :M! N , il existe un unique morphismeef : Q ! N tel que f = ef Æ �.(4) On dit qu'un morphisme � :M!Q est un quotient géométrique si(i) pour tout orps algébriquement los k, M(k)isom =G(k)! Q(k) est une bijetion,(ii) � est un morphisme universellement submersif, et(iii) OQ = (��OM)G. �Dans la dé�nition 2.1.2(4), il onvient de signaler qu'on prend pour dé�nition d'unmorphisme universellement submersif la dé�nition topologique (voir [L-MB℄, hapitre 5),'est-à-dire que f : X ! Y est universellement submersif siU � jYj ouvert , f�1(U) � jX j ouvert;et si ei reste vrai après tout hangement de base Y 0 ! Y.Proposition 2.1.3 Soit G un S-shéma en groupes et M un G-hamp. Alors l'ation� : G �M ! M est représentable. Si de plus G est lisse (resp. étale), alors � est lisse(resp. étale).Preuve : En e�et pour tout morphisme f : T !M, on a un isomorphisme(G�M)��;M;f T ! G� Tdonné par (g;m; t) 7! (g; t) ; l'inverse est (g; t) 7! (g; g�1(f(t)); t). �Proposition 2.1.4 Soit M un hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford) et G unS-shéma en groupes lisse (resp. étale). Alors il existe un atlas de G-hamp.22



Preuve : Soit � l'ation de G sur M, et f0 : U0 ! M un atlas (de hamp). FormonsU = G � U0. Le groupe G agit sur U par multipliation à gauhe sur le premier fateur,et le morphisme f = � Æ (idG�f0) : U !M est un atlas équivariant ar, par 2.1.3, � etf0 sont lisses (resp. étales). �Exemples 2.1.5 Nous antiipons sur les dé�nitions lassiques des hamps BG (lassi�antdu groupe G),Mg;r (ourbes r-pointées),Mg(n) (ourbes ave struture de niveau n) (voirhapitre 2) pour donner quelques exemples. Noter que dans tous es exemples, les ationssont bien � strites �.(1) Aut(G) agit sur BG : un élément � 2 Aut(G) agit sur les G-�brés prinipaux E ! Ten tordant l'ation � : G! AutT (E) i.e. �(E;�) = (E;� Æ �).(2) Sr agit surMg;r : une permutation � agit sur les ourbes r-pointées en permutantles setions pointées i.e. �(C; s1; : : : ; sr) = (C; s�(1); : : : ; s�(r)).(3) Aut((Z=nZ)2g) agit sur Mg(n) : soit A = (Z=nZ)2g, un élément � 2 Aut(A) agitsur les ourbes ave strutures de niveau ' : C[n℄ ��! A en tordant la struture deniveau i.e. �(C;') = (C; � Æ ').(4) Tout hamp donne lieu à un G-hamp ave ation triviale. Soit f : S !Mg;2 orres-pondant à une ourbe 2-pointée (C; a; b). Supposons qu'il existe un automorphisme� : C ! C qui éhange les setions a et b. Alors � dé�nit un morphisme S2-équivariant (f; �) : S !Mg;2 où S est muni de l'ation triviale strite. On onstateque ela n'est pas un morphisme strit.2.2 Champs de points �xes, as des groupes �nis onstantsThéorème 2.2.1 Soit M un S-hamp muni d'une ation d'un groupe �ni onstant G.Alors,(i) Il existe un hamp de points �xes, noté � :MG !M, qui est un sous-hamp du produit�bré donné par le diagramme M ��!MjGj �G �M(� est la diagonale � jGj-uple � et �G = Qg2G g est le morphisme produit des automor-phismes g 2 G).(ii) Si M est algébrique (resp. de Deligne-Mumford), alors MG l'est également ; 'est unsous-hamp fermé du produit �bré i-dessus. De plus � est représentable, séparé, quasi-ompat (resp. non rami�é).(iii) SiM est propre sur S alorsMG est aussi propre sur S.(iv) Si H est un sous-groupe distingué de G, MG et (MH)G=H sont anoniquement iso-morphes.(v) Si M a un espae modulaire grossier q :M! M , alors l'ation de G induit anoni-quement une ation sur M (qui fait de q un morphisme G-équivariant strit), et il y a unmorphismeMG !MG.Preuve : En toute généralité, pour un G-hamp quelonqueM, il y a un hamp de points�xes qui est le hamp HomG(S;M). Ii il a une desription partiulièrement simple. Ononsidère d'abord le produit �bré indiqué M �MjGj M. Un objet de e hamp est unouple d'objets (x; y) de M doté d'isomorphismes  g : x ��! g(y), ou, plus simplement23



un objet x 2 M et des isomorphismes  g : x ��! g(x). On onsidère le hampMG, sous-atégorie pleine du préédent, onstitué des objets (x;  g) tels que pour tous g; h 2 G onait g( h) Æ  g =  gh.Il est immédiat de montrer la 2-propriété universelle d'un hamp de points �xes. Ene�et, soit un G-morphisme f = (f; �) : N ! M ave ation triviale sur N (et don,�g : g Æ f ��! f). Alors, ompte tenu de la ondition (I.1), on dé�nit bien un morphisme�f : N !MG par �f(x) = (f(x); �g(x)), et on a f = � Æ �f .Pour (ii) supposons M algébrique ou de Deligne-Mumford. Etant donné un T -pointT !M orrespondant à un objet x 2M(T ), le produit �bréMG�MT est le sous-fonteurde l'espae algébrique � := Qg2G Isom(x; gx) orrespondant aux uplets d'isomorphismes g tels que g( h) Æ  g =  gh. Ces onditions étant fermées, on obtient un sous-espaealgébrique fermé de �. Il en ressort que � est représentable ave les propriétés indiquées,et queMG est algébrique.Pour (iii), si M est propre sur S alors � est propre. Comme � est omposé d'uneimmersion fermée et du pullbak de �, alorsMG est aussi propre sur S.Pour (iv), on onstate que MG et (MH)G=H véri�ent la même propriété universelle.En�n pour (v), pour tout g 2 G, par universalité de M le morphisme q Æ g se fatorise(de manière unique) en eg Æ q e qui � desend � l'ation de G sur M . Il est lair queMG !M!M se fatorise par MG. �Remarques 2.2.2(i) Noter la ressemblane formelle entre le hampMG et le hamp d'inertie ([To, p. 38℄)IM =M�M�MM(ii) Par la 2-propriété universelle, MG ! M est un monomorphisme de G-hamps algé-briques.(iii) SiM est représentable par un espae algébrique (ou par un shéma), alors le hampde points �xesMG l'est aussi et 'est un objet de points �xes dans la atégorie des espaesalgébriques (ou des shémas). En partiulier, MG !M est alors un monomorphisme dehamps algébriques, e qui n'est pas le as en général (sans que ela ne soit une ontraditionave (ii)). Illustrons ela en reprenant l'exemple d'une ourbe 2-pointée de 2.1.5(4). Suppo-sons que (C; a; b) a deux automorphismes, non onjugués dans Aut(C), qui éhangent a etb, disons �1 et �2. On a don deux morphismes distints (non 2-isomorphes) S ! (Mg;2)S2 .Alors les ompositions S ! (Mg;2)S2 !Mg;2 sont des morphismes de hamps algébriqueségaux, orrespondant au morphisme f dé�nissant (C; a; b). En revanhe omme morphismesde S2-hamps, e sont les morphismes distints (f; �1) et (f; �2).2.3 Champs quotientsLorsque M = X est un shéma et G un groupe étale, une onstrution du hampquotient existe depuis Deligne et Mumford, à savoir le hamp [X=G=S℄. C'est bien làun quotient atégorique de hamps (nous laissons ette véri�ation pour 2.3.4). Ave ladé�nition 2.3.2, la généralisation de ette onstrution fournira des quotients dans unadre plus général. Rappelons la dé�nition de [X=G=S℄, aussi noté [X=G℄ :Exemple 2.3.1 On se donne un S-shéma X et un S-shéma en groupes séparé, plat etde présentation �nie G qui agit sur X. L'idée de départ est que le morphisme anoniqueX ! [X=G℄, s'il existe, doit être un G-torseur. On dé�nit ii un G-torseur (étale) omme24



étant un morphisme de faiseaux E ! T , E étant muni d'une ation de G telle que, étale-loalement sur T , il est isomorphe au G-torseur trivial pr2 : G �S T ! T ; un G-torseurest automatiquement un espae algébrique. En partiulier, pour tout point T ! [X=G℄,les deux projetions du produit �bré E := X �[X=G℄ T fournissent un G-torseur E ! Tet un morphisme G-équivariant E ! X. On renverse alors le point de vue en dé�nisssant[X=G℄ omme étant le hamp dont les objets sont les ouples (E ! T;E ! X) formésd'un G-torseur et d'un morphisme G-équivariant de S-shémas. Les morphismes sont lesmorphismes de G-torseurs ompatibles aux �èhes versM. Il y a un morphisme � : X ![X=G℄ donné par l'objet de [X=G℄(X) orrespondant au torseur trivial G�X ! X et aumorphisme G�X ! X donné par l'ation. Un as partiulier est [S=G℄ = BG. �On peut proposer la même onstrution pour le as général oùM est un hamp algé-brique (d'Artin ou de Deligne-Mumford) quelonque. Préisons ela.Dé�nition 2.3.2 Soit M un S-hamp algébrique muni d'une ation d'un S-shéma engroupes séparé, plat et de présentation �nie � : G �SM ! M. Le hamp M=G est lehamp dont les objets sont les ouples formés d'un G-torseur E ! T et d'un morphismede G-hamps E ! M. Les morphismes sont les morphismes de G-torseurs ompatiblesaux �èhes versM.On dé�nit un morphisme � : M ! M=G qui à un objet x 2 M(T ) vu ommemorphisme x : T !M, assoie le ouple onstitué par le torseur trivial G� T ! T et lemorphisme G� T !M, (g; t) 7! g:x(t). �Avant d'énoner le résultat orrespondant, faisons un bref rappel sur l'existene d'objetsuniversels dans les hamps modulaires :Parenthèse 2.3.3 Supposons qu'un hamp algébrique soit issu d'un problème modulaire(lassi�ation d'objets d'un ertain type), autrement dit, qu'un problème modulaire soitreprésentable dans la atégorie des hamps algébriques. Il existe alors un objet universelau-dessus deM, duquel tout objet du hampM se déduit par produit �bré. Un exemplesera plus e�ae que toute disussion supplémentaire : onsidérons le hamp algébriqueMg des ourbes de genre g. Soit U un atlas pour M, R = U �M U et T = R �U R desorte qu'on a une présentation omme dans 1.4.2. Au morphisme U !M orrespond uneourbe CU ! U ; le pullbak CR := CU �U R est une ourbe sur R (indépendante de laprojetion R! U hoisie) ; de même on a CT := CU �U T . Le groupoïdeCT ////
// CR //// CUdé�nit un hamp algébrique Cg, ave un morphisme Cg !Mg : la ourbe universelle. �Rappelons aussi la dé�nition du stabilisateur d'un point f : T !M ('est la même quepour les ations sur des shémas : il su�t que le hampM ait une diagonale représentable).Soit  f = (� Æ (idG�f);pr2) : G� T !M� T , i.e. en � notation pontuelle �,  f (g; t) =(g:f(t); t). Le stabilisateur de f est le produit �bré dé�ni par le diagrammeG� T  f�!M� T (f;idT ) � T('est � l'ensemble des ouples (g; t) tels que g:f(t) = f(t) �). C'est un sous-T -shéma engroupes de G� T . 25



Théorème 2.3.4 Soit M un S-hamp algébrique muni d'une ation d'un S-shéma engroupes G. On suppose que G est séparé, plat et de présentation �nie sur S.(i) AlorsM=G est un S-hamp algébrique et � :M!M=G est un quotient atégorique deM, surjetif et lisse. En fait, � est le G-torseur universel au-dessus deM=G ; en partiulier'est un quotient géométrique.(ii) Si les points géométriques de M ont des stabilisateurs �nis et réduits, alorsM=G estun hamp de Deligne-Mumford.Preuve : Puisqu'on a dé�ni les torseurs omme étant des faiseaux,M=G est un hamp.De plus G étant un shéma les G-torseurs sont en fait des espaes algébriques, donM=Gest même un hamp fppf par [L-MB, 10.4.2℄.Montrons queM=G est algébrique. Soient deux objets de (M=G)(T ), i.e. deux torseursE;E0. Le faiseau des isomorphismes entre E et E0 dansM=G est un sous-fonteur fermédu faiseau des isomorphismes de G-torseurs IsomG(E;E0). Or, étale-loalement sur T ona E ' E0 ' G� T don IsomG(E;E0) est représentable par un espae algébrique. De plusil est séparé et quasi-ompat par les hypothèses faites sur G, e qui établit les propriétésnéessaires pour la diagonale. Pour trouver un atlas il su�t de montrer que � est unmorphisme fppf, d'après le théorème d'Artin [L-MB, 10.1℄. Soit T !M=G orrespondantà un ouple (u : E ! T; v : E ! M), il y a don un morphisme a : E ! M�M=G T(utiliser le fait que, pour un torseur, E �T E ��! G �T E). On onstruit maintenant uninverse b pour a. Soit Y un shéma et x 2 (M�M=G T )(Y ), orrespondant à des objetsde M(Y ); T (Y ). Dire qu'ils oïnident dans (M=G)(Y ) revient à trivialiser le torseur Eaprès l'extension Y ! T . Don E �T Y=Y a alors une setion (la setion neutre), d'où unmorphisme Y ! E : 'est l'image b(x). On véri�e que a et b sont inverses l'un de l'autre.En onlusion, M�M=G T ' E, e qui montre que � est le torseur universel, d'où toutdéoule.Pour véri�er que � est un quotient géométrique, le point (i) de la dé�nition 2.1.2(4)est faile ; les points (ii) et (iii) sont des assertions loales sur (M=G)�et et sont dononséquenes des propriétés similaires pour le quotient d'espaes algébriques.Pour (ii), il faut de plus montrer que la diagonale est non rami�ée (1.3.10). Soient deuxpoints géométriques de M=G représentés par x; y : Spe(K) ! M=G. On doit montrerque IsomK(x; y) est non rami�é sur K. Or x; y orrespondent à des orbites de pointsgéométriques de X sous G, et IsomK(x; y) est non vide si et seulement si x et y sont dansla même orbite ; 'est alors le stabilisateur Gx = Gy. Compte tenu de l'hypothèse sur lesstabilisateurs, la diagonale est non rami�ée.En�n, il reste à montrer la propriété universelle de quotient. Soit f : M ! N unmorphisme de G-hamps algébriques, ave N muni de l'ation triviale. On va dé�nir unmorphisme ef : M=G ! N . Soit a 2 (M=G)(T ), 'est-à-dire un ouple (u : E ! T; v :E !M). Etale loalement sur T , u est le torseur trivial G � T , don il a une setion s,et l'ensemble de es setions est d'ailleurs G(T ). On obtient un point a0 2 M(T ) par laomposition v Æs ; omme v et f sont G-équivariants, l'image f(a0) ne dépend pas du hoixde s. Comme en�n N est un hamp, ette onstrution e�etuée loalement se reolle. Parailleurs si on veut avoir f = ef Æ � il est lair que seul e hoix de ef(a) onvient, e quiassure l'uniité de ef . La dé�nition du fonteur ef sur les morphismes est transparente etomise. �
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Remarques 2.3.5(1) Par le fait que � :M!M=G est un torseur, il y a un morphisme � :M=G ! BG.De plus on retrouveM et l'ation de G à l'aide de �, ar on a en fait un arré artésienM �- M=GS? - BG�?En résumé 'est la même hose de se donner le hamp M ave ation, ou un morphismeM=G! BG.(2) La dernière partie de la démonstration peut être interprétée de manière plus instrutive.Pour dé�nir ef , étant donné un torseur (u : E ! T; v : E ! M), don en partiulier unobjet x 2 N (E) donné par E v!M f! N , il s'agit de le desendre en un objet de N (T ).Or on a E0 = E�T E ' G�T E (propriété de torseur), on voit don que la G-équivarianen'est rien d'autre que l'ériture d'une donnée de desente pour x relativement à E ! T . Enrésumé, si N est muni de l'ation triviale de G, les morphismes G-équivariants f :M!Nfournissent des données de desente e�etives pour les objets de N de base des G-torseurs.(3) Soulignons, par un exemple extrême, le fait que � : M ! M=G est toujours unG-torseur. Lorsque M est muni de l'ation triviale, le quotient M=G n'est pas M. Parexemple si M = X est un shéma et G est un groupe onstant �ni d'ordre n, agissanttrivialement sur X, alors � est �ni de degré n. Il y a une �èhe q : [X=G℄ ! X = X=Gentre le quotient dans la atégorie des hamps et le quotient dans la atégorie des shémas,et q est à la fois l'espae modulaire grossier de [X=G℄ et une setion de � (voir prop. 2.3.7).En fait il est faile de véri�er que M=G 'M�BG(généralisant le fait que [S=G℄ = BG) et les objets de M=G aquièrent tous G dans leurgroupe d'automorphismes (voir aussi la remarque 3.0.3(5) i-dessous).Exemples 2.3.6(1) Au hapitre suivant seront introduits les hamps de ourbes et les hamps de ourbesave struture de niveau n (hapitre 2, paragraphe 4). En suivant les méthodes de ladémonstration préédente on retrouve aussit�t le résultat lassique que le morphismeMg(n)!Mg (oubli de la struture de niveau) est le quotient par G = GL2g(Z=nZ).(2) Le hamp quotientMg;(r) :=Mg;r=Sr (f exemple 2.1.5(2)) est le hamp des ourbesave points marqués (distints) non numérotés.(3) Courbes modulaires X0(N) et X1(N) : le hamp X0(N) (resp. X1(N)) paramètre lesouples formés d'une ourbe elliptique E et d'un sous-groupe G � E[N ℄ isomorphe à Z=NZ(resp. et d'un point de N -torsion P ). On a don un morphisme X1(N)! X0(N), qui à unouple (E;P ) assoie (E;< P >) où < P > est le groupe engendré par P dans E[N ℄. Cemorphisme est le quotient par le groupe (Z=NZ)�. �LorsqueM = X est un shéma, on prendra garde que, en général, même s'il existe unshéma ou un espae algébrique quotient X=G, elui-i n'est pas égal à [X=G℄. Il y a enfait égalité si et seulement si l'ation est libre.Pour �nir plaçons-nous dans le as où G est �ni et onstant. On rappelle l'existene,démontrée par Deligne, du quotient (omme espae algébrique) d'un espae algébrique par27



l'ation d'un groupe �ni. Même dans e as, on n'a pas a priori [X=G℄ = X=G, le seondest seulement l'espae modulaire grossier du premier :Proposition 2.3.7 Soit G un groupe �ni et M un hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford) ave ation de G. Soit � :M!M=G le quotient. SiM a un espae modulairegrossier q :M!M ,M=G a un espae modulaire grossier qui est M=G.Preuve : Par 2.2.1(v), G agit surM . Le quotientM=G est un espae algébrique : montronsque 'est un espae modulaire grossier pourM=G. D'abord,(M=G)(k)isom ' M(k)=Gisom ' M(k)isom =G 'M(k)=G ' (M=G)(k)Ensuite, soit f :M=G ! N un morphisme à valeurs dans un espae algébrique. Utilisantde nouveau l'universalité deM!M , on trouve qu'il existe un unique a :M ! N tel queaq = f�. Par ailleurs, pour tout g 2 G, on a agq = aqg = f�g = f� = aq don ag = a arq est un épimorphisme. Don a fatorise en M=G! N . �2.4 Champs quotients, deuxième onstrutionLa manipulation des groupoïdes, très souple à bien des égards, permet de donner uneautre démonstration de l'existene des hamps quotients. Pour la suite (hapitre II), leas qui nous intéressera presque exlusivement est le as d'une ation (strite) libre d'ungroupe onstant �ni ; on a alors une autre desription, très simple, du quotient. Ce as estpar ailleurs très instrutif pour traiter le as général, don nous le traitons séparément.Quotient par un groupe onstant �ni agissant librementHeuristiquement, la struture algébrique d'un hamp algébrique est elle d'un groupoïde(alors que sa struture géométrique, donnée par l'atlas, s'apparente à elle d'un shéma, ouplut�t d'un orbifold). Ainsi, pour s'attaquer au problème du quotient, on peut ommenerpar onsidérer le problème du quotient d'un groupoïde C par l'ation d'un groupe G, equi est envisageable lorsque G est onstant et �ni.Don, soit G un groupe onstant �ni, agissant stritement et librement sur un grou-poïde C. Cela veut dire que G agit par isomorphismes de atégories (et pas seulementpar équivalenes), et que l'ation est libre sur les objets (don sur les morphismes aussi).Notons Xi, i = 0; 1; 2 pour les objets, morphismes, et paires de morphismes omposables(notations de 1.1). Une atégorie quotient C=G, si elle existe, a néessairement pour en-sembles d'objets et de morphismes X0=G et X1=G. Plus préisément, on doit avoir undiagramme X1
��

//
s;b // X0

��X1=G //
�s;�b // X0=GCela dé�nit l'appliation �Æ = (�s;�b). Pour x; y 2 X0 d'images �x; �y 2 X0=G, on doit alorsposer HomC=G(�x; �y) = �Æ�1(�x; �y) = `g;h2GHomC(gx; hy)GComme l'ation est libre, la loi de omposition passe au quotient (e qui n'a pas de raisond'être en général). En e�et soit u; v deux morphismes omposables de C=G, 'est-à-dire28



représentés par u : x ! y et v : z ! t tels qu'il existe g 2 G ave z = g(y). Si gest déterminé de manière unique, e qui est notre hypothèse, on peut dé�nir v Æ u parg�1(v) Æ u. On a ainsi dé�ni un quotient de C par G dans la atégorie des groupoïdes.Si M une atégorie �brée en groupoïdes sur S, et que G agit par isomorphismes deatégories �brées, e qui préède est valable sur haque �bre C =M(T ), et il en résulteun quotient N dans la atégorie des atégories �brées en groupoïdes.Si de plus M est un hamp, N est un préhamp : en e�et les fonteurs Isom dansN sont des unions disjointes indiées par G de faiseaux Isom dans M. Examinons laquestion de l'e�etivité des donnnées de desente. Soit fTi ! Tg un reouvrement étale,soit �xi 2M(Ti)=G et supposons avoir une donnnée de desente i.e. des isomorphismes��ij : �xijTij ��! �xj jTijsur Tij = Ti �T Tj , satisfaisant la ondition de oyle ��ik = ��jk��ij sur Uijk. Relevons �xien xi 2 M(Ti), alors il existe gij 2 G (unique ar l'ation est libre) et un isomorphismerelevant ��ij �ij : xijTij ��! gij(xj jTij)Considérons la ompositionxijTijk �ij // gij(xj jTijk) gij(�jk) // gij(gjk(xkjTijk))De même que �ik, e morphisme est au-dessus de ��ik = ��jk��ij ; omme l'ation est libre,on doit don avoir gik = gijgjk et �ik = gij(�jk)�ijIl apparaît une obstrution à reoller dans H1(T;G). Dans le as où H1(T;G) = 0, leoyle gij est nul don de la forme g�1i gj ; alors la relation préédente fournitgi(�ik) = gj(�jk)gi(�ij)don en posant �0ij = gi(�ij) on obtient une donnée de desente pour fxig (relativementà fTi ! Tg) dans M, elle desend en une donnée e�etive pour f�xig dans N . Mais engénéral N n'est pas un hamp. Après passage au hamp assoié on obtient un quotientdans la atégorie des hamps.En�n, lorsqueM est un hamp algébrique, on montre que le hamp quotient l'est aussi,'est don un quotient dans la atégorie des hamps algébriques. La démonstration en toutegénéralité est donnée dans 2.4.2 i-dessous ; ontentons-nous pour l'instant de résumer eque l'on a obtenu dans e as partiulier :Proposition 2.4.1 Soit M un S-hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford). Soit Gun groupe �ni et onstant, agissant librement sur M (i.e. librement sur les objets). Alorsle hamp quotient M=G est le hamp assoié au préhamp dont l'ensemble des objets au-dessus de T=S est Ob(M(T ))=G. C'est un hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford).De plus si H1(T;G) = 0 (par exemple lorsque T est le spetre d'un orps ou d'un anneaude valuation disrète omplet), alors (M=G)(T ) =M(T )=G. �Cas généralRevenons au as général du quotient d'un hamp algébrique par un shéma en groupes.Alors on n'a pas de desription aussi préise que i-dessus, ependant, omme on dispose29



d'un atlas équivariant ave ation libre, en s'inspirant de e qui préède on obtient unhamp quotient.Théorème 2.4.2 Soit M un S-hamp algébrique (resp. de Deligne-Mumford), et G unS-shéma en groupes lisse (resp. étale). Alors il existe un quotient atégorique M=G dehamps algébriques (resp. de Deligne-Mumford).Preuve : Choisissons un atlas équivariant U = G�S U0 !M assoié à f : U0 !M (voirproposition 2.1.4). Rappelons que, en notation ensembliste, et atlas est u = (g; u0) 7!g:f(u0). Soit R = U �M U et T = R�U R = U �M U �M U d'où une présentation pourM omme dans 1.4.2 : T ////

prjk // R //
pri // UIi R et T sont munis de l'ation diagonale induite de elle sur U . Par ailleurs on aU=G ' U0;R=G ' U �M U0;T=G ' U �M U �M U0 ' (R=G) �U=G (R=G)En e�et, pour voir par exemple que R=G ' U �M U0, on onsidèreR = (G� U0)�M (G � U0) �! (G� U0)�M U0(g; u; h; v) 7! (h�1g; u; v)et il est immédiat de véri�er que 'est un quotient par G (même dans la atégorie deshamps) en utilisant la setion évidente (; u; v) 7! (; u; 1; v). On proède de même pourT=G. Toutes les �èhes du groupoïde i-dessus passent au quotient de manière évidente :e sont les projetions sur les fateurs d'indies orrespondants (U ou U0). Soit M=G lehamp dé�ni par le groupoïde obtenu :T=G ////

// R=G //
pri // U=GPar [L-MB, 4.3.1℄, pour s'assurer que 'est un hamp algébrique il ne reste qu'à véri�er(i) que pr1;pr2 sont lisses (resp. étales dans le as Deligne-Mumford). Or ompte tenu deshypothèses sur G, ela est devenu évident ar pr1;pr2 sont des omposées de pullbaks desatlas U ! M et U0 ! M, d'une part, et de la projetion U = G �S U0 ! U0, d'autrepart.(ii) que Æ = (pr1;pr2) : R=G ! (U=G) �S (U=G) est séparé et quasi-ompat. Or eladéoule des mêmes propriétés pour la diagonale deM.Montrons maintenant que M=G véri�e la propriété universelle. Soit N un hamp al-gébrique (muni de l'ation triviale de G) et f : M ! N un morphisme G-équivariant.Choisissons un atlas U! N . Alors un atlas équivariant U = G�S U0 pourM�N U donnelieu à un atlas équivariant pourM, ave un arré ommutatif d'atlas G-équivariantsU - UM? - N?De U ! U se déduisent des morphismes R ! R et T ! T (en notations évidentes :R = U�N U, et). Par ailleurs es morphismes sont G-équivariants (pour l'ation évidente30



sur U;R; T et triviale sur U;R;T) don on obtient des morphismes de groupoïdes lisses (ouétales) (R� U)! (R=G� U=G)! (R� U)En passant aux hamps assoiés, on a une fatorisationM!M=G! N . Véri�er l'uniitéde ette fatorisation revient à montrer que le hoix d'un atlas di�érent U0 ! N mèneau même morphisme. Or la anoniité de la fatorisation faite i-dessus montre que lesmorphismes (R=G� U=G)! (R� U) et (R0=G� U 0=G)! (R0 � U0) oïnident aprèspullbaks � �N U0 et � �N U (respetivement), e qui onlut. �3 2-quotient d'un hamp algébrique dont les objetsontiennent un groupe �xé d'automorphismesLorsqu'un hamp M paramétrise les objets d'un problème de modules, il arrive queeux-i possèdent tous (de manière � anonique �) un groupe �xe G dans leur grouped'automorphismes. L'exemple typique est elui du hamp lassi�ant BG, lorsque G estabélien. C'est le as aussi pour le fonteur de Piard, ar le groupe multipliatif Gm agit surtout faiseau inversible. Cette situation est typique également dans l'étude des shémas deHurwitz de revêtements de groupe (�ni) G, ar un tel revêtement a pour automorphismestous les éléments du entre Z(G). Le résultat de ette setion (3.0.2) donne le moyend'éliminer es automorphismes exédentaires. On le trouve mentionné dans [AV1, prop.3.5.1℄ sous une forme inomplète ; une onstrution semblable est elle des liens présentéedans [Gi, hap IV℄ ou [DèDo℄. Comme nous l'utiliserons beauoup il est préférable d'ériretous les détails ; nous le faisons dans le as d'un groupe �ni onstant mais la onstrutionest tout à fait générale.La situation la plus générale dans laquelle on peut éliminer un groupe �xe G est lorsqueelui-i est distingué dans les groupes d'automorphismes des objets, omme nous allons levoir. Il faut formuler très préisément l'hypothèse à faire sur la � anoniité � des inlusionsix : G ,! AutS(x). Tout d'abord, il est naturel de supposer que la formation de G ommuteau hangement de base, 'est-à-dire que pour haque inlusion ix et haque hangementde base f : T ! S, on a f�ix = if�x (si on préfère, f�g = gf� pour tout g, où f� désigneenore la �èhe f�x! x).Mais, dans une atégorie �brée en groupoïdes, par 1.3.2 les morphismes sont les dia-grammes artésiens (i.e. omposés d'un isomorphisme et d'un hangement de base). Il restedon à dérire le omportement de G par rapport aux isomorphismes : restons maintenantdans une atégorie-�bre M(S). Il y a une ation à gauhe de G sur tous les Hom(x; y)(via iy). Ce que l'on souhaite est e�etuer le quotient par ette ation, et la ontrainte estque la loi de omposition des morphismes doit également passer au quotient. Dans etteoptique il est lair que l'hypothèse à faire est elle de normalité à gauhe que voii (nousalquons la terminologie sur elle des A-B-bimodules de Bourbaki, Algèbre) :Dé�nitions 3.0.1(i) Soit G un groupe. On dit qu'un ensemble E est un G-bi-ensemble (�dèle) s'il estmuni de deux ations (�dèles) de G, à gauhe et à droite, ompatibles entre elles i.e.(g:e):g0 = g:(e:g0). On a don une appliation G�E �G! E, (g; e; g0) 7! g:e:g0.(ii) Soit E un G-bi-ensemble. On dit que G est normal à gauhe dans E si 8g 2 G;8e 2E;9eg 2 G; e:g = eg:e. 31



(iii) Dans un hamp M dont tous les objets x ont une injetion ix : G ,! AutS(x), ondit que la formation de G est ompatible aux diagrammes artésiens si elle ommute auhangement de base et si G est normal à gauhe dans les HomM(S)(x; y). En partiulier,G est normal dans tous les AutS(x).En légère di�érene par rapport à ette dé�nition, pour éviter le problème posé parl'unique objet de M au-dessus du shéma vide (dont le groupe d'automorphismes esttoujours trivial), dans l'énoné �nal nous dé�nirons les injetions ix omme des morphismesde faiseaux. Sous l'hypothèse de normalité i-dessus il est lair que la omposition desmorphismes Hom(x; y)�Hom(y; z)! Hom(x; z) passe au quotient.Proposition 3.0.2 SoitM un S-hamp algébrique, et G un groupe �ni. On suppose quepour tout objet x 2 M(T ) il y a une injetion de faiseaux ix : GT ,! AutT (x), et laformation de ix est ompatible aux diagrammes artésiens (dé�nition 3.0.1). Alors,(1) Il existe un hamp algébrique noté M==G et un morphisme f : M ! M==G qui en-voie les éléments de G (en tant qu'automorphismes d'objets de M) sur l'identité, ave lapropriété universelle suivante : tout morphismeM!N qui envoie les éléments de G surl'identité, se fatorise parM==G. La formation deM==G ommute au hangement de basesur S. Les points géométriques deM==G sont identiques à eux deM, mais ont pour grouped'automorphismes le quotient par G du groupe d'automorphismes du point orrespondantde M.(2) SiM est un hamp de Deligne-Mumford, alorsM==G l'est aussi. De plus, f est alorsune gerbe étale ('est-à-dire que f et sa diagonale sont des épimorphismes), loalement(surM==G) isomorphe à BG.(3) Si M a un espae modulaire grossier, alors M==G a un espae modulaire grossier quiest le même que elui de M.(4) SiM est séparé (resp. propre) sur S, alorsM==G également.Preuve : On dé�nit un préhamp C par Ob(C) = Ob(M) etHomC(U)(x; y) = �(U;HomM(U)(x; y)=G)où HomM(U)(x; y)=G est le faiseau quotient assoié au préfaiseau quotient orrespondant.Le quotient est pris pour l'ation de G à gauhe omme indiqué i-dessus. Nous notonsM==G le hamp assoié.(1) Etablissons la propriété universelle, et laissons l'algébriité pour (2). Soit F :M!Nun morphisme qui envoie les éléments de G (en tant qu'automorphismes) sur l'identité.On dé�nit eF0 : C ! N omme étant l'identité sur les objets. Si x; y 2 C(U) = M(U),F induit un morphisme HomM(U)(x; y) ! HomN (U)(F (x); F (y)). Par hypothèse, F estG-invariant pour l'ation de G � AutU (x) sur le membre de gauhe et l'ation triviale surelui de droite, don passe au quotient à travers HomM(U)(x; y)=G. Cei reste vrai aprèshangement de base U 0 ! U , don par la propriété universelle du faiseau quotient onobtient HomM(U)(x; y)=G ! HomN (U)(F (x); F (y)), et en passant aux setions globaleson ahève de dé�nir eF0 sur les morphismes. Par propriété universelle du hamp assoié, onobtient �nalement un morphisme eF :M==G ! N tel que F = eF Æ f . En�n il est lair àause de 1.3.4 que pour k un orps algébriquement los, on aOb((M==G)(k)) = Ob(M(k))Hom(M==G)(k)(x; y) = HomM(k)(x; y)=G32



(2) Pour montrer que M==G est algébrique on se donne une présentation R � U de M(lisse dans le as Artin, étale dans le as Deligne-Mumford). Soit � 2M(U) l'objet orres-pondant à l'atlas hoisi. Alors R = U�MU ' IsomU�SU (p�1�; p�2�) est muni anoniquementd'une ation libre de G � Aut(p�2�). Le quotient est bien dé�ni omme espae algébrique.Comme les deux appliations R ! U sont G-invariantes, on obtient après fatorisationR=G � U , pour lequel on véri�e aisément les axiomes de groupoïde ompte tenu deshypothèses. Comme l'ation est libre les deux morphismes R=G ! U sont enore lisses(resp. étales), don le hampM==G assoié à e groupoïde est algébrique et le morphismeanonique n : U ! M==G est un atlas [L-MB, 4.3.1℄. Il s'agit bien du même hamp queelui dé�ni i-dessus. En�n, omme M et M==G ont un atlas ommun, on a un triangleommutatif qui montre que f est un épimorphisme étale surjetif :UM f -�m M==Gn-Le fait que f soit une gerbe est loal sur M==G. Il su�t don de montrer que 'est BGloalement sur M==G. Cei revient essentiellement à trivialiser le torseur R ! R=G : enfait R ! U ! M==G est un atlas et on va montrer que M�M==G R ' R � BG. On ades présentations R � U pour M et R=G ! U pour M==G de sorte que le produit �bréM�M==G R a une présentation R�R=G R� U �U R, 'est-à-dire R�R=G� R, q.e.d.(3) La propriété universelle montre que si q :M! M est un espae modulaire pourM,alors il existe r : M==G ! M ave rf = q. Voyons que r est l'espae modulaire grossierpour M==G. La ondition 1.3.13(i) d'un espae modulaire grossier provient de (1). Soita : M==G ! N un morphisme à valeurs dans un espae algébrique. Comme M est unespae modulaire grossier pourM, il existe u : M ! N tel que af = uq. Comme q = rfet que f est un épimorphisme, on a a = ur. Cei prouve 1.3.13(ii).(4) Pour �nir supposons M séparé sur S. Le omposé M ! M�M==GM ! M�Mest la diagonale de M, don représentable et propre par hypothèse. Comme la première�èhe est un épimorphisme et la seonde représentable et séparée, ette dernière est propre.Or elle se déduit de la diagonale de M==G par le hangement de base f � f , qui est unépimorphisme. DonM==G a une diagonale propre, il est séparé.Pour �nir supposons M propre sur S. Compte tenu de [L-MB, 5.4(ii)℄, le résultatsuivant est vrai ar purement topologique : � soit f : X ! Y un morphisme surjetif deS-hamps, si X est fermé (resp. universellement fermé) sur S, alors Y aussi �. Appliquantela à M ! M==G, on montre que M==G est universellement fermé sur S. En�n, il estlair queM==G est de type �ni, il est don propre sur S. �Remarques 3.0.3(1) On n'a pas à proprement parler d'ation de G surM (G n'agit pas sur l'ensemble despoints deM mais sur haun de ses points individuellement), etM==G n'est don pas unquotient, mais plut�t un 2-quotient en liaison ave la struture de 2-atégorie de Ch =S.C'est pour ette raison qu'a été hoisie la notation == en dépit du fait qu'elle entre en on�itave d'autres utilisations (quotient G.I.T. par exemple).(2) Le morphisme f : M ! M==G n'est pas représentable. En e�et le ritère 1.3.11 quia�rme que, si f est représentable, on doit avoir pour tout point géométrique � 2 M desmonomorphismes Aut(�)! Aut(f(�)), est évidemment pris en défaut.33



(3) Supposant M de Deligne-Mumford et de plus séparé, on peut montrer que f :M!M==G est propre, en utilisant les ritères valuatifs [L-MB, �7℄ omme dans la démonstrationde (3). Ce morphisme est par ailleurs quasi-�ni (mais non �ni ar pas même représentable).(4) Pour l'hypothèse 3.0.1, un as partiulier important est elui où ix : G ,! AutS(x)ommute à tous les morphismes : G est alors entral dans les groupes d'automorphismes.(5) Si G est un groupe �ni onstant sur S et H est un sous-groupe distingué, alorsBG �B(G=H) S ' BH. Si de plus G est abélien, alors BG==H ' BH. Soit M un hampalgébrique quelonque, et munissons-le de l'ation triviale de G (abélien). Alors, f re-marque 2.3.5(2), les objets de M=G ont tous G dans leur groupe d'automorphisme. Lesfonteurs 	(M) = M=G (quotient par l'ation triviale)�(N ) = N==Gétablissent une équivalene entre la atégorie des hamps algébriques et la atégorie deshamps algébriques dont les objets ont tous G dans leur groupe d'automorphismes, quisont des BG-�brés triviaux.
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Chapitre IIChamps de revêtements de ourbesalgébriquesL'objet prinipal de e hapitre est l'étude du hamp (de Hurwitz) des revêtementsgaloisiens de ourbes algébriques lisses. Plusieurs dé�nitions peuvent être hoisies : la dé-�nition que nous retiendrons est elle du hamp Hg;G lassi�ant, de manière impréise, lesourbes de genre g munies d'une ation d'un groupe G (un entier g > 2 et un groupe Gsont �xés une fois pour toutes). On peut si on préfère onsidérer un hamp onstitué derevêtements de ourbes C ! D, ave les genres g(C) = g et g(D) = h �xés. Historique-ment, 'est sous ette forme que Hurwitz a étudié es espaes de modules, et en fait pluspréisément le as h = 0 des revêtements de la droite projetive. La dé�nition que nousdonnons i-dessus se limite aux revêtements galoisiens mais ela a des impliations pour leas non galoisien (voir [BR℄).Les motivations pour étudier le hamp de Hurwitz sont nombreuses. En e�et ses liensave d'autres espaes modulaires lassiques (Mg = modules des ourbes de genre g ; mo-dules des ourbes ave struture de niveau ; modules des �brés prinipaux ; orrespondanede Heke...) sont multiples, et il est à la soure ou au but de nombreux morphismes natu-rels. Un des suès du hamp Hg;G a été son utilisation pour montrer l'irrédutibilité deMg (Fulton [Fu℄). Un autre exemple est l'appliation au problème de Galois inverse, oùdivers auteurs (Fried, Dèbes, Völklein) ont utilisé la géométrie de l'espae de Hurwitz pourréaliser des groupes �nis omme groupes de Galois.Faisons une remarque quant au formalisme utilisé : la tehnique des hamps a montré sapertinene et son ubiquité dans les problèmes de modules, mais dépasse de plus en plus eadre. Presque tout l'arsenal des outils de géométrie algébrique est maintenant développépour les hamps algébriques, dont la géométrie est étudiée pour son intérêt propre ; leshamps ont maintenant des � grands frères � les n-hamps ; les gerbes formalisent lesproblèmes de orps de dé�nition...Notre �l direteur est le désir de prolonger à Z ertaines onstrutions globales e�e-tuées sur les hamps de revêtements, mais qui usuellement sont proposées en évitant lesaratéristiques qui divisent l'ordre du groupe de Galois G. Parmi elles-i : la onstru-tion du hamp algébrique qui les lassi�e, sa ompati�ation, et l'étude du morphismeappelé disriminant, entre le hamp de Hurwitz et un hamp de ourbes pointées, qui àune ourbe ave G-ation assoie le lieu ritique de l'ation ('est l'analogue du morphismeLL (Lyashko-Loojienga) de Ekedahl-Lando-Shapiro-Vainshtein [ELSV℄).35



Les résultats prinipaux du hapitre sont les suivants. Le paragraphe 1 est une brève re-vue des hamps de ourbes pointées. Après les dé�nitions néessaires, au paragraphe 2 nousdisutons de la dé�nition du morphisme disriminant. Cela néessite une étude détaillée desdiviseurs de rami�ation et de branhement, et laisse plusieurs questions ouvertes. Dans leparagraphe 3 nous exposons la théorie de Hurwitz des revêtements modérés d'après Bertinet Ekedahl (voir notamment [BR℄, [E℄). Nous l'appliquons au paragraphe 4 pour proposerune ompati�ation N g(G) des espaes de modules de ourbes lisses ave struture deniveau ; notre onstrution donne un hamp lisse qui est une désingularisation du hampMg(G) de Deligne et Mumford. Une vertu essentielle de N g(G) est qu'il a une signi�ationmodulaire laire (voir la remarque de Van Geemen et Oort [vGO, page 287℄). En fait, siMg(G) est représentable, 'est l'espae modulaire grossier de N g(G). En�n, dans le para-graphe 5, nous donnons un proédé de onstrution du Z-hamp de Hurwitz des ourbeslisses qui s'appuie sur les strutures de niveau abélien. En orollaire, le travail e�etué pourompati�er le hamp des ourbes ave struture de niveau donne naturellement, dans leadre de e proédé, un hamp propre qui ompati�e Hg;G.1 Courbes algébriquesCe paragraphe est entièrement omposé des dé�nitions indispensables pour la suite,onernant les ourbes relatives lisses et stables, et les marquages. En e qui onerneles hamps de ourbes pointées, indiquons que nous utiliserons les ourbes r-pointées etr-taguées (en situation de rami�ation sauvage) pour dé�nir le morphisme disriminant(voir 2.2).1.1 Dé�nitions : marquages, tagagesDé�nitions 1.1.1 [Courbes (et ourbes pointées) lisses et stables℄(i) Une ourbe algébrique C sur un orps k est un shéma projetif sur k, géométriquementonnexe, de dimension 1 (et non vide). Un ourbe est dite r-pointée si on a hoisi r pointsdistints lisses ordonnés P1; : : : ; Pr 2 C, r-marquée si les points ne sont pas ordonnés, etr-taguée si les r points ne sont ni ordonnés, ni néessairement distints. Autrement dit, letagage signi�e que, si on préfère ne onsidérer que des points distints, on a�ete haund'une multipliité. Ainsi, un r-marquage onsiste en la donnée d'un diviseur e�etif réduitde degré r sur C, et un r-tagage est la donnée d'un diviseur e�etif quelonque de degrér (es diviseurs étant inlus dans le lieu lisse de C). Un automorphisme d'une ourber-pointée est un automorphisme de C qui �xe les points Pi. Un automorphisme d'uneourbe r-marquée ou r-taguée est un automorphisme de C qui stabilise le diviseur Pi Pi,'est-à-dire qui permute les Pi.(ii) Une ourbe est dite nodale ou semi-stable si elle a pour seules singularités (éventuelles)des points doubles ordinaires, 'est-à-dire des points x 2 C en lesquels l'anneau loalomplété est isomorphe à k[[x;y℄℄xy .(iii) Une ourbe semi-stable (éventuellement r-pointée ou r-marquée) est dite stable (stabler-pointée ou stable r-marquée) si le groupe d'automorphismes de C (resp. de (C;PPi))est �ni. Cela équivaut à dire que toute omposante rationnelle de C a au moins 3 pointsexeptionnels, un point exeptionnel étant un point non lisse ou un point marqué.Remarque 1.1.2 Dans notre terminologie, � nodale � et � semi-stable � sont des termeséquivalents, ontrairement à ertains auteurs (par exemple [HaMo℄).36



Rappelons qu'un diviseur e�etif relatif D sur un S-shéma plat X est un diviseur deCartier e�etif de X, qui est plat sur S, de sorte que pour tout hangement de base T ! S,D�S T est un diviseur de Cartier de X �S T . Pour alléger nous dirons souvent � diviseurrelatif (sur S) � pour � diviseur e�etif relatif �. (Il n'y a qu'un endroit dans le texte où undiviseur relatif ne sera pas néessairement e�etif, et ela sera signalé alors : voir dans 2.2.)Dé�nitions 1.1.3 [Dé�nitions relatives℄Une ourbe lisse (resp. stable, semi-stable) de base un shéma S est un morphisme deshémas  : C ! S propre, plat et de présentation �nie, dont les �bres géométriques Cssont des ourbes algébriques lisses (resp. stables). L'entier g(C) = dimH1(Cs;OCs), quiest une fontion loalement onstante de s 2 S, est le genre de C. La ourbe est diter-pointée, r-marquée ou r-taguée si elle est munie, respetivement, de r setions disjointesPi : S ! C, d'un diviseur relatif D étale �ni de degré r sur S, ou d'un diviseur relatif D�ni de degré r sur S, tels que les �bres géométriques (Cs;Ds) sont des ourbes r-pointées,r-marquées ou r-taguées. En partiulier D est inlus dans le lieu lisse de C.1.2 Champs de ourbes stables et ourbes stables pointéesNotre utilisation des hamps de ourbes stables pointées est orientée vers la dé�nitiondu morphisme disriminant (voir introdution). Celui-i est présenté dans le paragraphe 2.Un travail préparatoire néessaire est de dérire les di�érentes variantes de es hamps deourbes pointées.Dé�nition 1.2.1(i) Le Z-hampMg a pour objets les ourbes relatives stables C=S de genre (onstant) g,et un morphisme entre C 0=S0 et C=S est un diagramme artésienC 0 f- C�S0? h- S? (II.1)(ii) Le Z-hampMg;r a pour objets les ourbes relatives stables r-pointées. Un morphismeentre (C 0=S0; P 01; : : : ; P 0r) et (C=S; P1; : : : ; Pr) est un diagramme artésien (II.1) tel quef Æ P 0i = Pi Æ h pour 1 6 i 6 r.(iii) Le Z-hampMg;(r) a pour objets les ourbes relatives stables r-marquées. Un mor-phisme entre (C 0=S0;D0) et (C=S;D) est un diagramme artésien (II.1) tel que D0 = f�D.(iv) Le Z-hampMg;[r℄ a pour objets les ourbes relatives lisses r-taguées. Les morphismessont les mêmes que dans (iii).Remarque 1.2.2 Il n'est pas évident de dé�nir un hamp de ourbes stables taguéesMg;[r℄, ar il est di�ile de aratériser le fait qu'une ourbe stable munie d'un tagage aitun groupe d'automorphismes �ni. Cependant on n'en aurait besoin dans ette thèse que sion voulait dé�nir le disriminant de revêtements de ourbes stables, sauvagement rami�és,e qui est pour l'instant un problème hors d'atteinte.Indiquons néanmoins que l'on peut, si l'on veut, ontourner ette di�ulté en utilisantle hamp des ourbes semi-stables tout entier, qui est le hamp NODg de [MB℄ (7.1 et 7.1.6).On dé�nit alors un hamp NODg;[r℄ dont les objets sont les ourbes semi-stables muniesd'un tagage. On montre, omme dans 1.2.5 i-dessous, qu'on obtient un hamp algébriquelisse (au sens d'Artin), mais il est non séparé et e n'est pas un hamp de Deligne-Mumford.37



Rappelons les résultats fondamentaux onernant es hamps de ourbes :Théorème 1.2.3 ([DM℄, [Kn2℄) Soit g > 0 et r > 0 tels que 2g�2+ r > 0. Les hampsMg et Mg;r sont des hamps de Deligne-Mumford propres et lisses sur Z, de dimension3g � 3 + r. �Corollaire 1.2.4 Soit g > 0 et r > 0 tels que 2g � 2 + r > 0. Le hamp Mg;(r) est lequotientMg;r=Sr (voir théorème 2.3.4). C'est don un hamp de Deligne-Mumford propreet lisse sur Z, de dimension 3g � 3 + r.Preuve : Il su�t de montrer queMg;(r) 'Mg;r=Sr ar le quotient par Sr est un torseur(théorème 2.3.4). Le morphisme évidentMg;r !Mg;(r) se fatorise en un morphisme quiest un fonteur pleinement �dèle, u :Mg;r=Sr !Mg;(r). Il su�t de véri�er que u est unépimorphisme, 'est-à-dire qu'il est � loalement essentiellement surjetif �. Or soit (C;D)une S-ourbe stable marquée, après une extension étale S0 ! S, (C�SS0;D�SS0) provientdeMg;r=Sr, q.e.d. �Il est à noter qu'on n'a plus a priori de morphisme Mg;(r+1) ! Mg;(r), analogue aumorphisme de ontration Mg;r+1 ! Mg;r. Une exeption est à noter ependant : si ononsidère une variante de Mg;(r) où les points sont regroupés � par paquets �, alors onpeut dé�nir la ontration d'un ou plusieurs � paquets �.Corollaire 1.2.5 Le hamp Mg;[r℄ est un hamp algébrique de Deligne-Mumford séparé,de type �ni, lisse de dimension 3g � 3 + r sur Z.Preuve : Le morphisme d'oubli évident ! : Mg;[r℄ ! Mg est représentable (et même,shématique). En e�et, soit f : T !Mg orrespondant à une ourbe X=T de genre g. Leproduit �bréMg;[r℄ �Mg T est le fonteur de Hilbert de r points sur X :Hilbr(X) ' Symr(X) = Xr=Srqui est (représentable par) un shéma de dimension relative r, lisse sur T . �Remarques 1.2.6(i) Considérons le hamp de ourbes lisses pointées Mg;1, qui est isomorphe à la ourbeuniverselle au-dessus deMg. Alors on peut faire la remarque queMg;[r℄ = Symr(Mg;1) oùSymr(Mg;1) := Mg;1 �Mg � � � �Mg Mg;1SrCei fontionne pour tout g > 0 (notons queM0 est le hamp d'Artin B(PGL2) lassi�antde G = PGL2, il a un espae modulaire grossier qui est le point sur Z). Malheureusementon ne peut pas prétendre donner une réponse au problème soulevé dans la remarque 1.2.2en proposant de dé�nir Mg;[r℄ := Symr(Mg;1)ar e dernier hamp lassi�e des ourbes ave r setions pointées, mais qui sont stables1-pointées. (En revanhe, bien sûr, on a NODg;[r℄ = Symr(NODg;1), voir [MB℄, 7.1.8.)38



(ii) On peut dé�nir des sous-hamps loalement fermésM�g;[r℄ �Mg;[r℄, pour toute parti-tion � = (�1 > : : : > �s) de r (P�i = r). Ceux-i lassi�ent les ourbes de genre g aveun diviseur de type (�1 > : : : > �s) donné. Préisément M�g;[r℄ est l'image du produit desdiagonales��1 � � � � ���s :Mg;1 �Mg � � � �Mg Mg;1| {z }s fateurs !Mg;[�1℄ �Mg � � � �Mg Mg;[�s℄ !Mg;[r℄Question 1.2.7 Il y a un morphisme évident i : Mg;(r) ! Mg;[r℄. C'est un monomor-phisme, par onséquent il est représentable. Supposons que g > 2. Alors i est en fait uneimmersion ouverte, dense �bre à �bre (au-dessus de Z) et le omplémentaire de Mg;(r)dans Mg;[r℄ est un fermé de odimension 1, dé�ni (intuitivement) par l'inidene d'aumoins deux setions. Par ailleurs le quotientMg;r !Mg;(r) est un torseur sous Sr ; il estdon naturel de se demander si e torseur s'étend en un torseur au-dessus deMg;[r℄.2 Champs de revêtements sur ZCe paragraphe se propose de donner un sens indépendamment de la aratéristique desshémas de base aux dé�nitions des divers objets, morphismes, onepts attahés aux re-vêtements galoisiens. En partiulier, on traite le as des revêtements sauvagement rami�és.Parfois le as modéré inspire des réponses aux questions qui se posent, mais dans ertaineslimites ; nous verrons notamment au hapitre suivant (III) que les problèmes posés par larami�ation sauvage ne peuvent en général être abordés sans l'introdution de nouveauxoutils. Shématiquement le ontenu du paragraphe est le suivant : dé�nitions des hampsde Hurwitz, disussion sur la rami�ation, étude de la fontorialité et du morphisme dis-riminant.Mises à part les deux dé�nitions suivantes, qui sont en vigueur partout dans le hapitre,e paragraphe ne traite que de ourbes lisses.Dé�nition 2.0.1 Une ation d'un groupe �ni G sur une ourbe lisse ou stable C=S estun morphisme � : G ! AutS(C). Dans e hapitre, toutes les ations sont supposéesuniversellement �dèles 'est-à-dire que �s est supposé injetif sur haque �bre au-dessusde S, ou enore, après tout hangement de base S0 ! S. Nous noterons (C;�) ou (C;G),et appellerons G-ourbe, une ourbe ave ation. �Rappelons qu'une ourbe stable est projetive sur la base [DM, th. 1.2 et orollaire℄,don le shéma en groupes AutS(C) existe, et de plus il est �ni et non rami�é sur S [DM,th. 1.11℄. Don dans e as un automorphisme non trivial � : C ! C est non trivial surhaque �bre, don la ondition de �délité �bre à �bre est automatique.Nous ne onsidérerons que des revêtements onnexes, et ne le rappellerons plus. Ladé�nition générale utilisée sera don la suivante :Dé�nition 2.0.2 Soit S un shéma et Y un S-shéma. Un revêtement (éventuellementplat, ou non rami�é) de Y est un morphisme �ni, surjetif, à �bres géométriquementonnexes (éventuellement plat ou non rami�é) de S-shémas � : X ! Y .Désormais, dans e paragraphe les ourbes onsidérées sont lisses.39



2.1 Dé�nitions de Hg;GSoit g > 2 un entier et G un groupe �ni.Dé�nition 2.1.1 Le Z-hamp de Hurwitz Hg;G a pour objets les ouples formés d'uneourbe relative lisse  : C ! S, de genre g, et d'une ation (universellement �dèle) � : G ,!AutS(C). Un morphisme entre (C 0=S0;�0) et (C=S;�) est un diagramme artésien (II.1)où f est G-équivariant.C'est sous une autre forme que le lien ave les hamps de revêtements quelonques (nonnéessairement galoisiens) est le plus simple à établir. Par ailleurs ette dé�nition sera aussielle utilisée pour relier les hamps de Hurwitz aux hamps de ourbes ave struture deniveau.Dé�nition 2.1.2 Le Z-hamp H0g;G a pour objets les revêtements de S-ourbes (lisses)� : C ! D, ave C de genre g, galoisiens de groupe G. Les morphismes sont les diagrammesC 0 f- C�D0? - D?�S0? - S? (II.2)où f est G-équivariant et tous les arrés sont artésiens.On obtient un isomorphisme de hamps Hg;G;� ! H0g;G;� en assoiant, à une ourbeC=S ave ation � : G ,! AutS(C), le revêtement (C ! C=G). En e�et il est lair que efonteur est pleinement �dèle, par ailleurs il est essentiellement surjetif par dé�nition deH0g;G;�.Bien sûr, on peut adjoindre à C la donnée de l'ation et du morphisme C ! D, d'oùune troisième dé�nition, équivalente aux préédentes, qui peut être mieux adaptée dansdes ironstanes où les opérations de quotient par un groupe et de passage à la �bre neommutent pas :Dé�nition 2.1.3 Le Z-hamp H00g;G a pour objets les ouples formés d'un revêtementgaloisien � : C ! D de groupe G, ave C de genre g, et d'un isomorphisme { : G ��!AutD(C) spéi�é. Les morphismes sont les diagrammes (II.2) où f est G-équivariant.Quelques remarques s'imposent sur les isomorphismes hoisis dans la lassi�ation. Soit� : C ! D un revêtement, orrespondant à une ation � : G ,! AutS(C) ave D ' C=G.Un automorphisme f de et objet est un automorphisme f : C ! C qui est G-équivariant.Don, AutHg;G(�) est inlus dans le entralisateur de G dans AutS(C). Ce groupe est toutà fait di�érent du groupe Auttop(�) utilisé en général pour la lassi�ation topologique desrevêtements, i.e. l'ensemble des automorphismes h : C ! C tels que � Æ h = �. Ainsi(i) il peut être plus petit, par exemple si G = AutS(C) on aAutHg;G(�) = Z(G) Auttop(�) = G(ii) il peut être plus gros, par exemple si C = P1C et � : C ! C est le quotient x 7! xn :AutHg;G(�) = G m Auttop(�) = G = Z=nZ40



Pour lore es dé�nitions, indiquons que l'on peut strati�er les hamps de Hurwitzpar des invariants liés à la rami�ation de l'ation. Celle-i est étudiée en détail dans lesous-paragraphe qui suit ; pour donner la dé�nition suivante il su�t de savoir (voir 2.2.1)que, pour un revêtement de ourbes lisses � : C ! D, le diviseur de rami�ation R � Cest un diviseur relatif sur la base, dont la formation ommute au hangement de base. Leplus simple des invariants évoqués est le degré r = deg(R) :Dé�nition 2.1.4 Soit r > 0 un entier. Le Z-hamp Hg;G;r est le sous-hamp ouvert etfermé de Hg;G qui a pour objets les ouples formés d'une ourbe relative lisse  : C ! S, degenre g, et d'une ation (universellement �dèle) � : G ,! AutS(C), telle que deg(R) = r.Un morphisme entre (C 0=S0;�0) et (C=S;�) est un diagramme artésien (II.1) où f estG-équivariant.Noter que r étant �xé, le genre g0 de la ourbe quotient C=G est bien déterminé (parla formule de Riemann-Hurwitz).2.2 Le morphisme disriminantDans e paragraphe nous étudions les di�érentes notions qui gravitent autour des di-viseurs de rami�ation R et de branhement B. Ceux-i sont au ÷ur de la dé�nition dumorphisme disriminant Æ. Dans le as modéré les diviseurs réduits assoiés à R et B sontplats sur la base ; la dé�nition la plus simple (d'un point de vue géométrique) pour ledisriminant est Æ�� : C ! D� = (D;Br�ed)Dans le as général la meilleure situation possible est elle où l'on sait dé�nir des diviseursR� et B� dont les expressions oïnident ave elles de Rr�ed et Br�ed lorsque la aratéristiqueest première à l'ordre du groupe G.Evidemment, la rami�ation sauvage empêhe d'élairir omplètement la situation.Di�érentes formules naturelles (II.3, II.4) n'ont de démonstration qu'ave ertaines hypo-thèses supplémentaires. Néanmoins de nombreux as partiuliers faisant intervenir la baseS, ou la omplexité du groupe G, donnent satisfation. Il reste quelques questions ouvertesquant au lien entre rami�ation et points �xes ; es questions sont présentées omme tellesdans le texte.Diviseurs R et BSoit ( : C ! S;G) une G-ourbe relative lisse et � : C ! D = C=G le quotient. Dansla suite exate de OC -modules0 - ��
1D=S �- 
1C=S - 
1C=D - 0on a l'injetivité à gauhe ar, après passage aux �bres au-dessus d'un point s 2 S, on aa�aire à des ourbes lisses. En onséquene le module 
1C=D est plat sur S par [EGA4℄,11.3.7. Les faiseaux ��
1D=S et 
1C=S sont loalement libres de rang 1, et un générateur loalde 
1C=D est donné par le déterminant f de l'appliation linéaire � entre es faiseaux. Donil est assoié à 
1C=D un diviseur de Cartier e�etif R, d'équation loale f . La formation deR ommute au hangement de base. De plus, de toute évidene, R est �ni sur S. Ainsi ledegré de R est onstant, i.e. deg(R) = deg(
1C=S 
 (��
1D=S)�1) = (2gC � 2)� n(2gD � 2)(bien sûr e n'est rien d'autre que la formule de Riemann-Hurwitz).41



Dé�nition 2.2.1 Le diviseur R = Div(
1C=D) est appelé diviseur de rami�ation du re-vêtement. Le diviseur B = ��R est appelé diviseur de branhement. Ce sont des diviseursde Cartier relatifs sur S (dans C et D respetivement), dont la formation ommute auhangement de base.On rapelle qu'une équation loale pour B est donnée par la norme d'une équation loalepour R. Il y a des formules de � dévissage � pour es diviseurs :Proposition 2.2.2 Soit  : C ! S une ourbe relative lisse, G un groupe �ni agissant surC, et H CG un sous-groupe distingué. On note D = C=H, E = C=G etC ��! D ��! Eles quotients. Le quotient total est � = � Æ �. On a alorsRC=E = ��RD=E + RC=DBC=E = (#H)BD=E + ��BC=DPreuve : Soit les morphismes��
1E=S ��! 
1C=S ; ��
1E=S  �! 
1D=S ; ��
1E=S ��! 
1C=SOn a la omposition � = � Æ �� , don la première formule provient de la multipliativitédu déterminant. La seonde en déoule en appliquant ��, ompte tenu du fait que ���� estla multipliation par deg(�) = #H pour les diviseurs de D. �On peut relier le diviseur de rami�ation aux points �xes de l'ation de G sur C. Lediviseur de points �xes CG (voir III.1.2.2) n'est, en général, ni réduit ni plat sur S. Pourun revêtement modéré, ependant, les deux propriétés sont vraies. Un autre as agréableest elui des groupes yliques (y ompris aux � mauvaises � aratéristiques) :Lemme 2.2.3 Si H � G est ylique, CH est un diviseur relatif sur S, dont la formationommute au hangement de base.Preuve : Soit x 2 CH , il su�t de montrer que bOCH ;x est plat sur bOS;s où s = (x). CommeC est lisse sur S, quitte à faire une extension étale sur S on peut supposer que bOS;s ! bOC;xa une setion, don l'extension de orps résiduels est triviale. Alors, bOC;x = bOS;s[[t℄℄ par[SGA1℄, Exp. III, prop. 1.5. Soit h un générateur de H ; alors h(t)� t divise hi(t)� t pourtout i. En e�et pour une série formelle quelonque f =P fktk, on af(h(t))� f(t) =X fk(h(t)k � tk) = (h(t) � t) X fk(h(t)k�1 + � � �+ tk�1) ;or hi(t) � t = f(h(t)) � f(t) pour f = Pi�1j=0 hj. Don, loalement, l'idéal qui dé�nit leomplété de CH est prinipal engendré par h(t) � t = Pi>0 aiti. Si ai 2 ms pour tout i,alors l'ation est triviale au voisinage de x sur la �bre au-dessus de s, e qui est ontraireà l'hypothèse. Don les ai engendrent bOS;s, et il s'ensuit que bOCH ;x est plat sur bOS;s [Ma,or. au th. 22.6℄. �Lorsque la base est pontuelle, la formule donnant la valuation de la di�érente d'uneextension de orps loaux ([Se2, IV, prop 4℄) en fontion des groupes de rami�ationsupérieurs, permet d'expliiter le lien entre R et les diviseurs de points �xes :42



Proposition 2.2.4 Soit ' l'indiateur d'Euler. Si la base S est le spetre d'un orps algé-briquement los, on a R = Xg2Gg 6=1 Cg = XH�Gylique '(#H)CH (II.3)Preuve : Il est lair que le support de R est l'ensemble des points de stabilisateur nontrivial ; 'est don aussi le support de PCH , la somme portant sur les sous-groupes y-liques de G. Le nombre de générateurs de H ylique est '(#H). Loalement en x, lalongueur de CH est la valuation de h(tx) � tx où tx est une uniformisante de l'anneaude valuation disrète OCs;x (notation � iG(s) � dans [Se2, IV℄). Par dé�nition, le diviseurR 
 k(s) est dé�ni dans la �bre Cs par l'idéal annulateur de 
1C=D, i.e. par la di�érenteDC=D. En assemblant es remarques et [Se2, IV, prop 4℄ on obtient :lgx(R
k(s)) = vx(DC=D
k(s)) [Se2℄#= Xg2Gg 6=1 lgx(Cg
k(s)) = lgx0B� XH�Gylique '(#H)CH 
 k(s)1CAe que l'on voulait. �La di�ulté pour montrer la formule pour une base S générale provient en grandepartie des � apries � de la base. Il s'agit de omparer deux diviseurs relatifs (i.e. R etPCg) qui induisent les � mêmes familles � de diviseurs, 'est-à-dire qui sont égaux surtoutes les �bres géométriques.Proposition 2.2.5 (as modéré) Si S est un Z[ 1jGj℄-shéma, l'égalité (II.3) est vraie.Preuve : Soit x 2 C un point fermé appartenant à une �bre géométrique Cs. Il su�tde montrer la formule sur un voisinage formel de x. Ii on sait que le stabilisateur H estylique, engendré par un élément h d'ordre e. Comme i-dessus, on peut supposer quebOC;x = bOS;s[[t℄℄et h agit par h(t) = �t, pour une raine primitive e-ème de l'unité �. Alors bOD;�(x) =bOS;s[[u℄℄ ave u = te. Lorsque g 62 H le diviseur Cg ne passe pas par x, et sinon, 'est-à-direlorsque g = hj 6= 1, son équation est �jt� t, don t à une unité près. Par ailleurs le diviseurR a pour équation loale du=dt = ete�1. Don les deux diviseurs ont la même équation, àsavoir te�1. �Proposition 2.2.6 Si la base S est intègre, l'égalité (II.3) est vraie.Preuve : Il est onnu dans e as que deux diviseurs relatifs identiques sur les �bresgéométriques, sont égaux. On peut le voir en observant que R et PCg proviennent dudiviseur universel Divr(C=S) = Symr(C=S) par deux morphismes S ! Divr(C=S) ; or untel morphisme est déterminé par l'image du point générique (géométrique). �Remarque 2.2.7 Les obstrutions à établir l'égalité (II.3) viennent du fait que la base dela déformation universelle d'un revêtement sauvagement rami�é n'est pas lisse en général(ni même réduite). A ontrario, lorsque la base de la déformation est lisse, on peut s'yramener loalement. Le as partiulier suivant s'en déduit :43



Proposition 2.2.8 Si G = Z=2Z, l'égalité (II.3) est vraie quelle que soit la base S.Preuve : Comme préédemment il su�t de montrer l'égalité au voisinage formel d'unpoint. Soit x 2 C, s son image dans S, et R = bOS;s. On peut supposer que la aratéristiquerésiduelle en s est p = 2. On onsidère le revêtement � loal �b�x : Spe(bOC;x)! Spe(bOD;�(x))Soit f : C ! D la déformation universelle de la �bre spéiale b�x 
 idk. Elle a une baseRvers qui est formellement lisse sur un anneau de veteurs de Witt (voir [BM1, th. 4.3.7℄),don par 2.2.6 l'égalité (II.3) est véri�ée pour f . Le revêtement b�x s'en déduit par unhangement de base Rvers ! R. Or la formation de R et de Pg 6=1 Cg est ompatible auhangement de base, d'où le résultat. �Il est probable qu'il existe des exemples qui mettent en défaut l'égalité (II.3), mêmepour G = Z=pZ, ave une base S su�samment singulière.Diviseurs essentiels R� et B�L'identité (II.3), quand elle est valable, montre qu'apparaissent d'importantes multi-pliités dans le diviseur de rami�ation (et don des multipliités enore plus grandes dansB = ��R). Dans l'optique de dé�nir le morphisme disriminant, ei pose problème ar las-siquement, dans la dé�nition topologique, le disriminant d'un revêtement C ! D = C=Gest le diviseur des points de branhement (réduit) porté par la base D.Dans la situation générale où l'on ne suppose plus que jGj 2 O�S , il semble très intéres-sant d'étendre la dé�nition du disriminant de manière uniforme, indépendamment de laaratéristique. L'une des motivations pour ela est par exemple l'espoir de transposer desrésultats aessibles en aratéristique 0 à la aratéristique p. Ainsi la question suivantese pose :Question 2.2.9 Cherher l'expression d'un diviseur R� qui soit un diviseur de Cartierrelatif sur S, de support égal à elui de R, et qui oïnide ave le diviseur Rr�ed au-dessusde l'ouvert d'inversibilité de jGj (i.e. (R�)
 Z[ 1jGj℄ est réduit).Inursion dans le as modéréAvant de hasarder des réponses, omplétons notre onnaissane de la situation modérée.On suppose don pour l'instant que jGj 2 O�S . Pour tout sous-groupe ylique H � G, soite(H) = sup f i jH = H0 ( � � � ( Hi haîne de sous-groupes yliques gPar réurrene sur e, on dé�nit pour tout H 6= 1 le diviseur des points de stabilisateur égalà H : �H = CH si e = 0 ; �H = CH � XK)Hylique �K si e > 1:Proposition 2.2.10 Le diviseur CG et les diviseurs �H sont des diviseurs de Cartierrelatifs, �nis et étales sur S.Preuve : Si S = Spe(k), omme jGj 2 k�, on sait que le stabilisateur d'un point �xeest ylique, et le diviseur de points �xes est réduit en e point. Revenant à la situationrelative, si G n'est pas ylique on a CG = ;, et sinon, par le lemme 2.2.3 i-dessus, CG44



est plat ; il est étale ar sur les �bres il est somme de points réduits. En�n CG est proprear C l'est.La di�érene D0 �D de deux diviseurs relatifs tels que D 6 D0, est enore un diviseurrelatif. Il est faile d'établir les assertions suivantes par réurrene sur e : si e(H) 6 e,e(K) 6 e, alors �H et �K sont disjoints lorsque H 6= K ; et �H est un diviseur relatif,�ni et étale sur S. �Le diviseur �H n'est pas stable sous G ; en revanhe, la lasse de onjugaison de H,notée [H℄, fournit un diviseur �[H℄ := PK2[H℄�K qui est stable. De plus les G-orbitesdans �[H℄ ont [G : H℄ éléments. Ce qui préède montre que :Proposition 2.2.11 Les diviseurs de Cartier relatifs sur S suivantsR� =X[H℄ �[H℄ et B� =X[H℄ 1[G:H℄ ��(�[H℄) (II.4)sont égaux à Rr�ed et Br�ed (on rappelle qu'ii jGj 2 O�S ). �Une remarque permet de tester la robustesse des expressions proposées pour R� et B�.Compte tenu du fait que les diviseurs de points �xes sont réduits, les manipulations sur lessommes et di�érenes de diviseurs relatifs se résument à dénombrer les points à stabilisateurnon trivial. Or si G �ni agit sur un ensemble X, le nombre de points à stabilisateur nontrivial, s'il est �ni, vautXH1 jXH1 j � XH1;H2 jXH1 \XH2 j+ XH1;H2;H3 jXH1 \XH2 \XH3 j � : : :(les Hi dérivent tous les uplets de sous-groupes yliques de G). On n'a pas de mal àmontrer ainsi que R� = Rr�ed =Xn>1(�1)n�1 XHi1 ;:::;HinCHi1 \ � � � \ CHin (II.5)En fait, dans le as de aratéristique première à jGj où l'on s'est plaé, CHi1 \� � �\CHin =C<Hi1 ;:::;Hin> est bien plat, vu la proposition 2.2.10. La raison est que si < Hi1 ; : : : ;Hin >n'est pas ylique, alors le diviseur de points �xes est vide. La formule (II.4) est simplementla formule (II.5) où la somme ne se fait que sur les Hi1 ; : : : ;Hin tels que < Hi1 ; : : : ;Hin >est ylique.Exemples 2.2.12(i) Si G = Z=6Z ave H = Z=2Z et K = Z=3Z, les deux formules donnent R� = CH +CK � CG.(ii) Si G = H �K ave H = K = Z=2Z, alors R� = CH + CK pour (II.4) et R� = CH +CK �CG pour (II.5). En aratéristique 2 le terme CG, non nul, n'est pas néessairementplat.Retour sur le as généralLes notations �H ; R�; B� sont onservées omme i-dessus. Comme as partiulierde (II.4), lorsque le groupe G est abélien, alors la lasse de onjugaison [H℄ est égale45



au seul groupe H, don les formules se lisent R� = PH �H et B� = PH 1[G:H℄���H . Leas des groupes abéliens est agréable aussi ar le théorème de Hasse-Arf nous apprendque les sauts dans la �ltration des groupes de rami�ation (en notation supérieure) sontentiers. Nous allons voir qu'on peut alors donner une première in�exion dans le sens de laonjeture suivante :Conjeture 2.2.13 Si G est un groupe ylique, les diviseurs �H sont des diviseurs rela-tifs sur S, et les expressions (II.4) i-dessus pour R� et B� dé�nissent des diviseurs entiersrelatifs sur S.La platitude de �H est aquise ; 'est son e�etivité qui pose question. Il est possibleque ette onjeture soit raisonnable dans le as des groupes abéliens généraux. Nousallons montrer qu'elle est véri�ée dans le as d'un p-groupe ylique et lorsque la base estpontuelle, i.e. lorsque S = Spe(k).Proposition 2.2.14 Soit C une ourbe lisse sur un orps algébriquement los de araté-ristique p > 0. Soit une ation (�dèle) de G = Z=pnZ sur C. Alors la onjeture 2.2.13 estvraie.Preuve : Soit � un générateur de G, et pour 0 6 j 6 n � 1, soient Hj =< �pj > lessous-groupes de G, totalement ordonnés : G = H0 � H1 � � � � � Hn�1 � f1g. On a�Hj = CHj � CHj�1 , don la positivité de es diviseurs est ii évidente. Soit x 2 C, si H`est son stabilisateur, on note aussi ` = `(x). Le théorème de Hasse-Arf dit que la suite desgroupes de rami�ation supérieure pour l'ation de G sur OC;x est (voir [Se2, IV, � 3℄)G = G�1 � H` = G0 = � � � = Gi0 ) H`+1 = Gi0+1 = � � � = Gi0+pi1 ) : : :Pour marquer la dépendane en x nous noterons i0(x), i1(x), et. Cela signi�e, par dé�ni-tion, que pour tout j > ` = `(x), on algx(CHj ) = i0(x) + pi1(x) + � � �+ pj�`ij�`(x)Alors, CHj = X06`6j Xx;`(x)=`�i0(x) + pi1(x) + � � �+ pj�`ij�`(x)� xPar di�érene, on obtient �Hj = X06`6j Xx;`(x)=`�pj�`ij�`(x)� xDe plus, si `(x) = `, l'orbite de x dans C a p` éléments. Don��(�Hj ) = pj X06`6j Xy=�(x)�ij�`(x)� yoù y dérit les images des points de stabilisateur H`. Il en déoule que l'expression de B�dé�nit bien un diviseur entier, e�etif de C. �Malheureusement il est faux en général qu'un diviseur relatif sur S, qui sur haque�bre au-dessus de S est multiple n-uple d'un diviseur relatif de la �bre, est globalementmultiple n-uple d'un diviseur relatif. Cependant une remarque de Serre (remarque 2 suivant46



la proposition 4 dans [Se2, IV, � 1℄) laisse entendre qu'une globalisation du théorèmede Hasse-Arf soit possible, d'où potentiellement une piste vers la démonstration de laonjeture i-dessus.Il faut tout de même mentionner le fait que lorsque G = Z=pZ, la réponse à 2.2.9 estévidente :Dé�nition 2.2.15 Lorsque G = Z=pZ on pose R� = CG et B� = ��(CG), appelés divi-seurs de rami�ation et de branhement essentiels.Donnons l'exemple des ourbes de Potts, tiré du hapitre IV, avant d'appliquer e quipréède au disriminant.Exemple 2.2.16 Les ourbes de Potts de niveau p sont étudiées au hapitre IV. Soit k unorps algébriquement los de aratéristique p > 2 et R =W (k)[�℄ l'extension de l'anneaudes veteurs de Witt de k par adjontion d'une raine p-ème de l'unité. Soit � = �� 1, quiest une uniformisante de R ; soit en�n le polyn�me de [OSS℄, P�(X) = 1�p ((�X+1)p�1) 2R[X℄. Une ourbe de Potts est une ourbe C=R, de genre p � 1, munie d'une ation dugroupe G = Z=2Z� D p où D p est le groupe diédral d'ordre 2p ; elle est hyperelliptique.Pour simpli�er nous allons supposer que, quitte à grossir un peu R, les points �xes sontrationnels. On peut alors donner une équation a�ne (voir IV)Y 2 = (P�(X)� �)(P�(X)� �)ave a; b 2 R des raines de haun des fateurs du seond membre. Pour que la �brespéiale soit lisse il faut imposer � 6� � modulo l'idéal maximal de R. Pour être ompletpréisons que ette équation a�ne dérit C en entier, à l'exeption de deux setions àl'in�ni ��1 (intuitivement, X =1 et Y = �1). Des générateurs de G sont � (involutionhyperelliptique) et �; � (générateurs du groupe diédral) dé�nis par�(X;Y ) = (X;�Y )�(X;Y ) = (�X + 1; Y )�(X;Y ) = (�X+u�X+1 ; Y )ave u = �ab + a + b. Le diviseur C� est le diviseur de degré 2p onstitué des setionsR-rationnelles images par � des deux setions Y = 0, X = a; b. Sur la arte a�ne i-dessusson équation est �X + 1. Le diviseur C� est situé en partie à l'in�ni ; son image dans lequotient C=� est visiblement de degré 2. Ainsi C� est de degré 4, il omprend les deuxsetions à l'in�ni, et deux setions disjointes supplémentaires. En�n C� est onstitué dequatre setions qui se rejoignent deux par deux à l'in�ni sur la �bre spéiale (pour le voir,regarder là enore dans C=�). Le dessin orrespondant est présenté sur la page suivante.��1... ... �+1�bre générique�bre spéiale
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On voit que sur la �bre spéiale C� est non réduit ; par ailleurs CDp = C�\C� n'est pasplat sur R. Malheureusement il n'est pas très intéressant de tester ii la onjeture 2.2.13qui est trivialement vraie. La raison est que les seuls sous-groupes yliques non maximauxde G sont H =< � > et K =< � >, et le sous-groupe ylique maximal qui les ontient,L =< �; � >=< �� > n'a pas de point �xe. Il semble di�ile (en tous as, laborieux) defournir des exemples pour tester 2.2.13, ar il faut utiliser des groupes su�samment grospour qu'il y ait des haînes de sous-groupes yliques et que �H ne se réduise pas à CH .FontorialitéAux sous-groupes de G, resp. aux sous-groupes distingués, sont attahés des mor-phismes naturels de restrition et de orestrition.(1) Pour H 6 G, le morphisme de restrition assoie à un ouple (C;G) le ouple (C;H)(l'ation est restreinte à H) : resH : Hg;G - Hg;H(C;G) - (C;H)Compte tenu du lemme 1.3.11, e morphisme est représentable.(2) Pour K C G, le morphisme de orestrition assoie à un ouple (C;G) le ouple(C=K;G=K) (voir dé�nition 2.1.4 pour Hg;G;r) :oresG=K :Hg;G;r - Hg0;G=K(C;G) - (C=K;G=K)où g0 est le genre de la ourbe quotient C=K. Cei dé�nit bien un morphisme de hampsar la formation du quotient ommute au hangement de base ([BM2℄, th. 1.1). De pluson a AutC=K(C) = K (par théorie de Galois des ourbes lisses) ; on en déduit qu'unautomorphisme G-équivariant de C induit l'identité sur C=K si et seulement si il appartientà K \ Z(G). Don oresG=K se fatorise en un morphisme représentableores�G=K : Hg;G;r==K \ Z(G)!Hg0;G=KLe disriminantLe disriminant est un avatar de ores�1 (K = G) :ores�1 : Hg;G;r==Z(G)!Mg0La dé�nition omplète du disriminant fait intervenir les diviseurs de rami�ation et debranhement. La meilleure possible utilise R� et B� (2.2) ; si l'on ne veut pas être tributairede la validité de la onjeture 2.2.13, on hoisit R et B omme dé�nis par 2.2.1. Quelle quesoit la dé�nition hoisie, on strati�e alors le hamp de Hurwitz par les degrés r = deg(R)et b = deg(B), et le disriminant est donné parÆ : Hg;G;r==Z(G)!Mg0;[b℄Dans le as modéré où jGj est inversible dans les anneaux loaux des shémas de base, ledisriminant peut même être dé�ni sur une strate Hg;G;� (� est une donnée de rami�ation�xée, voir paragraphe 3).Dans le as de G = Z=pZ pour un nombre premier p, on a une dé�nition satisfaisantede R� = CG et B� = ��(CG), qui sont de degré égaux. En résumé :48



Proposition et dé�nition 2.2.17 Soit g > 2 un entier, et G un groupe �ni. Soit r unentier ; le genre g0 d'une ourbe quotient D = C=G, ave C de genre g et la rami�ationétant de degré r, est bien déterminé. Soit S un shéma de base.(i) Si S = Spe(Z), i.e. en toutes aratéristiques, on dé�nit le morphisme disriminant� total � par Æ : Hg;G;r - Mg0;[b℄(C;G;R) - (C=G;B)(ii) Si S = Spe(Z[ 1jGj℄) ou si G = Z=pZ (plus généralement, si existent les diviseursessentiels R� et B�), on dé�nit le disriminant � essentiel � parÆ : Hg;G;r� - Mg0;[b�℄(C;G;R�) - (C=G;B�)(iii) Lorsque G = Z=pZ le disriminant essentiel est �ni, surjetif au-dessus des pointsgéométriques de Mg0;[b�℄ qui sont de aratéristique première à p, et au ontraire, a des�bres vides ou de dimension positive, au-dessus des points géométriques de aratéristique p.Preuve : Il n'y a que (iii) à démontrer. L'assertion onernant les points de aratéristiquepremière à p est onséquene de la théorie du groupe fondamental modéré de Grothendiek([SGA1℄). L'assertion onernant les points de aratéristique p est lassique également.Le fait que Æ ne soit pas surjetif en ertains points provient du fait que le diviseur debranhement d'un Z=pZ-revêtement a en haque point une multipliité de la forme m+1,où m est un onduteur de Hasse premier à p : ei impose des ontraintes sur le diviseurB�, i.e. le disriminant ne peut arriver que dans les strates M�g0;[b�℄ ave �i = mi + 1 etmi > 1, (mi; p) = 1 (voir remarque 1.2.6(ii)). Le fait qu'il y ait des �bres de dimensionpositive est expliqué par exemple dans [Harb℄. �3 Compati�ation des hamps de revêtements modérésC'est la partie modérée du hamp de Hurwitz, à savoir Hg;G
Z[ 1jGj℄, dont l'étude a puêtre poussée de manière satisfaisante. Il est strati�é par les hamps Hg;G;� qui lassi�entles revêtements dont la rami�ation est �xée, égale à un ertain type �. Le problème dela ompati�ation est alors résolu de manière satisfaisante ; e paragraphe, à peu prèsentièrement expositoire, reprend en quelques pages les onepts et résultats prinipaux deette théorie.3.1 Revêtements modérés de ourbes stablesSoit k un orps de aratéristique p. Dans le as modéré (i.e. n = jGj premier àp), les invariants de rami�ation sont odés plus simplement par la donnée de Hurwitz,objet de la dé�nition i-dessous. Cette donnée est essentielle pour la ompréhension de laompati�ation des hamps de Hurwitz due à Bertin [BR℄ et Ekedahl, que nous utiliseronspour proposer une ompati�ation du hamp des ourbes ave strutures de niveau.Soit maintenant C=k une G-ourbe (lisse ou stable) sur un orps algébriquement losk. En un point �xe x 2 C, il y a une représentation �dèle du stabilisateur Gx dans leotangent T �x = mx=m2x, i.e. �x : Gx ,! GL(T �x ).49



(i) Si x est un point lisse, T �x ' k, don Gx est ylique. Un point de l'orbite de x, y = gx,a pour stabilisateur Gy = g:Gx:g�1 et pour aratère assoié �y(h) = �x(g�1hg).(ii) Si x est un point double, T �x ' k2. Alors Gx est ylique ou diédral, selon qu'il ontientou non des automorphismes qui éhangent les deux branhes en x.Pour l'ation de G sur une ourbe nodale C, il y a don trois types de points �xes :(I) les points lisses.(II) les points doubles de stabilisateur ylique.(III) les points doubles de stabilisateur diédral.Pour di�érenier les points de type (II) et (III) lorsque le stabilisateur est d'ordre 2, nousadoptons une terminologie qui autorise le groupe diédral D 1 d'ordre 2, et distingue donle groupe ylique Z=2Z de D 1 .Dé�nition 3.1.1 L'ation de G sur C est dite stable en x si, pour tout g 2 Gx, on adet(�x(g)) = 1 si g �xe les branhes, et det(�x(g)) = �1 si g éhange les branhes.Cette dé�nition est motivée par le résultat suivant :Proposition 3.1.2 (Bertin, Ekedahl) Soit C une G-ourbe stable sur un orps algé-briquement los k. Alors, (C;G) a une déformation universelle génériquement lisse si etseulement si l'ation de G est stable. �Introduisons le groupe des données de rami�ation de G. Soit E l'ensemble des ouplesonstitués d'un sous-groupe ylique H 6 G (éventuellement trivial) et d'un aratèreprimitif � de H. Pour (H;�) 2 E on note [H;�℄ = [H 0; �0℄ lorsqu'il existe g 2 G tel queH 0 = gHg�1 et �0 = �(g�1 �g). On a vu que pour deux points d'une G-ourbe lisse C dansla même G-orbite, on a [Gx; �x℄ = [Gy ; �y℄.Dé�nition 3.1.3 Le groupe des données de rami�ation de G est le groupe abélien libreRam(G) = �[H;�℄Z [H;�℄.Dé�nition 3.1.4 Soit (C=S;G) une G-ourbe relative lisse. Soit s 2 S. On appelle donnéede rami�ation ou donnée de Hurwitz du revêtement la somme � = �(C;G) = P[Gx; �x℄(loalement onstante sur S, voir [BR, 3.1.2, 3.1.3℄) des lasses [Gx; �x℄ sur les orbites depoints �xes d'une �bre Cs. Noter qu'un terme [H;�℄ = [Gx; �x℄ peut apparaître plusieursfois. Si la ourbe est de plus r-pointée ou r-marquée, la donnée de Hurwitz est la sommede la donnée préédente P[H;�℄ et de r[1; 1℄.Voii venu le temps de dé�nir le diviseur de rami�ation dans le as des ourbes stables.Soit C une ourbe semistable sur un orps algébriquement los k ; soit � : eC ! C lanormalisation. Soit (yi; zi) les ouples de points de eC situés au-dessus des points doublesde C. Rappelons que le faiseau dualisant de C, noté !C=k, est le faiseau (inversible) des1-formes sur eC, régulières à l'exeption de p�les simples en les (yi; zi), ave résidus opposés :Resyi(!) + Reszi(!) = 0. Don en un point double x 2 C, d'anneau loal bO ' k[[s;t℄℄st , on ab!C;x ' bO:(ds=s;�dt=t).Proposition 3.1.5 Soit  : C ! S une ourbe relative semi-stable ave ation stable dugroupe �ni G. Soit � : C ! D = C=G le quotient, qui est une ourbe nodale. On a unesuite exate 0 - ��!D=S - !C=S - F - 050



où F est un OC-module plat sur S, de support inlus dans l'ensemble des points �xes detype (I) et (III).Preuve : Il su�t de montrer que (d�)� : ��!D=S ! !C=S est injetif sur toutes les �bres(alors le onoyau F est plat), et que 'est un isomorphisme en un point de type (II). Soitdon s 2 S, k = k(s), x 2 Cs et y = (x) 2 Ds. On note bOx et bOy les anneaux loauxomplétés.Soit x un point lisse. Alors y est aussi lisse, les faiseaux dualisants sont simplementles faiseaux de 1-formes régulières, et l'injetivité est onnue.Soit x un point double d'isotropie ylique H = Z=eZ (éventuellement triviale). Alorsl'ation étant stable, on peut supposer qu'elle s'exprime, sur les deux branhes en x, àl'aide d'un aratère primitif � 2 bH tel queh(s) = �(h)s et h(t) = ��1(h)tDon bOy ' k[[u;v℄℄uv où u = se et v = te. Alors loalement (d�)� envoie (du=u;�dv=v) sure(ds=s;�dt=t) don 'est un isomorphisme.En�n soit x un point double d'isotropie diédrale H = D e . L'ation sur bOx est dériteen plus par une involution qui éhange les deux branhes s; t. Le point y est alors lisse,et bOy ' k[[u℄℄ ave u = se + te. Loalement (d�)� envoie du sur (ese:ds=s; ete:dt=t) =e(se � te)(ds=s;�dt=t), don (d�)� est bien injetif (mais ii non surjetif). �Dé�nition 3.1.6 On appelle diviseur de rami�ation de � le diviseur R = Div(F).3.2 Le hamp des revêtements modérés de ourbes lissesLe fait que la rami�ation soit modérée autorise à onsidérer une dé�nition du hampde Hurwitz légèrement di�érente (mais équivalente au-dessus de Z[ 1jGj℄) de elles donnéesau paragraphe 2 préédent. Celle-i a l'avantage de préparer un terrain agréable en vue dela ompati�ation (voir la disussion orrespondante dans 3.3). Cette dernière dé�nitionrevient à marquer la rami�ation des revêtements :Dé�nition 3.2.1 Le Z[ 1jGj℄-hamp Hramg;G a pour objets les triplets (C;�; R) où  : C ! Sest une ourbe lisse de genre g, � est une ation de G sur C, et R est le diviseur derami�ation réduit de C ! C=G, et que l'on suppose somme de setions disjointes (noterque dans le as modéré R est �ni étale sur S).Par le même argument que dans 1.2.4 il y a un morphisme d'oubliHramg;G !Hg;G
Z[ 1jGj℄qui est un isomorphisme (il faut simplement faire l'observation que la formation de Rommute au hangement de base). Dorénavant, pour simpli�er, nous noterons simplementHg;G pour Hramg;G , tant qu'il n'y aura pas de risque de onfusion.Comme annoné, la donnée de Hurwitz permet de strati�erHg;G ; plus préisément, si Cest une G-ourbe sur un orps algébriquement los de aratéristique p, ave (p; jGj) = 1,alors il est démontré dans [BR, 3.2.1℄ que les représentations de Hurwitz H0(C;!
mC=k)(m > 0) de G (et même, un nombre �ni d'entre elles) déterminent la donnée de rami�ationde l'ation. D'où :Dé�nition 3.2.2 Soit � = fVm gm>0 une famille de Z[ 1jGj℄-G-modules �xée. Le hampHg;G;� lassi�e les ourbes relatives lisses � : C ! S ave ation de G, telles que pour toutm le faiseau ��!
mC=S ait des �bres isomorphes à Vm 
 k(s).51



Noter que, � étant �xé, le genre g0 = g(C=G) est déterminé par la formule de Riemann-Hurwitz. Le résultat est :Théorème 3.2.3 ([BR℄) Le hamp Hg;G;� est un sous-hamp ouvert et fermé de Hg;G,'est un hamp algébrique de Deligne-Mumford de type �ni et lisse sur Z[ 1jGj℄, équidimen-sionnel de dimension 3g0 � 3 + r. �Observons que, si r = r1 + r2 et � = r1[1; 1℄ +PH 6=1[Hi; �i℄, on obtient un hampalgébrique pour les G-revêtements ave une rami�ation de degré r2 et r1 points marqués.En partiulierMg;r = Hg;1;� pour � = r[1; 1℄.3.3 Compati�ation du hamp des revêtements modérésDi�érentes méthodes ont permis de produire une ompati�ation pour Hg;G;�. A l'ori-gine, il s'agit essentiellement des deux méthodes � onurrentes � de onstrution d'espaesmodulaires grossiers. D'un �té, utilisation de la théorie G.I.T. adaptée par Bertin [BR℄,et de l'autre, extension aux hamps par Wewers [We℄ du théorème de représentation desfonteurs non-rami�és (Grothendiek, utilisé déjà dans la thèse de Fulton [Fu℄). Il faut no-ter qu'une troisième méthode, plus puissante mais d'appliation tehniquement oûteuse,est également disponible : il s'agit des théorèmes d'approximation d'Artin, qui ont évoluéen une mahinerie qui, par algébrisation des déformations formelles des objets, fournit lareprésentabilité de problèmes modulaires par un hamp, ou un espae, algébrique.Pour ompati�er, on adapte la dé�nition 3.2.1 i-dessus en onsidérant le hampHg;G;�dont les objets sont les ourbes relatives stables C=S, munies d'une ation stable de G, etmarquées par le diviseur de rami�ation réduit Rr�ed (dé�ni par 3.1.6) supposé somme desetions disjointes. On �xe toujours la rami�ation omme dans 3.2.2.Le point ruial est que les points de rami�ation sont marqués et inlus dans le lieulisse : ela interdit don les isotropies diédrales aux points doubles des �bres Cs (points detype (III)), mais pas les isotropies yliques (type (II)). Ainsi est évité le problème fâheuxdes points doubles qui disparaissent au quotient par G. En résumé :Dé�nition 3.3.1 Soit � = fVm gm>0 une famille de Z[ 1jGj℄-G-modules �xée. Le hampHg;G;� lassi�e les ourbes relatives stables � : C ! S ave ation stable de G, telles quele diviseur de rami�ation R soit somme de setions disjointes inluses dans le lieu lisse deC, et que pour tout m le faiseau ��!
mC=S ait des �bres isomorphes à Vm 
 k(s).Ce hoix a don pour première onséquene le fait lassique qu'en l'absene de pointsde type (III), le quotient d'une G-ourbe stable C est une ourbe stable marquée par lespoints de rami�ation (B; fQig) (points de type (I)) ; voir par exemple [BR℄. Une seondeonséquene, exploitée dans le paragraphe suivant, est que la ontribution � globale � à ladéformation de (C;G; fPig) est la même que la ontribution � globale � à la déformationde (B; fQig). Ces deux faits sont primordiaux pour étudier le disriminant.Le fait d'imposer l'absene de points de type (III) n'altère pas la propreté du hampHg;G;�. En e�et, soit C=k une G-ourbe lisse. Par uniité, le modèle stable aquiert uneation de G. S'il y a des isotropies diédrales pour ette ation, un proessus d'élatements(équivariants) permet de les éliminer, obtenant ainsi un théorème de rédution stable. Lerésultat �nal est (lire aussi [E℄, th. 3.2) : 52



Théorème 3.3.2 ([BR℄) Le hamp Hg;G;� est un hamp algébrique de Deligne-Mumfordpropre et lisse sur Z[ 1jGj℄, équidimensionnel de dimension 3g0 � 3 + r. De plus, Hg;G;� estdense dans Hg;G;� �bre à �bre. �3.4 Déformations des revêtements modérés et disriminantLa lissité du hamp de Hurwitz Hg;G;� est résultat de l'étude des déformations équiva-riantes des G-ourbes stables. Pour être omplet nous rappelons brièvement les prinipauxrésultats de la théorie. Cette étude loale permet aussi de donner une desription �ne dela struture loale du morphisme disriminant, sous la forme du théorème 3.4.6.Dans tout e paragraphe C une ourbe stable sur un orps algébriquement los k, degenre g, marquée par des points P1; : : : ; Pr (lisses).SoitW (k) l'anneau des veteurs de Witt in�nis de k, et A la atégorie desW (k)-algèbresloales artiniennes de orps résiduel k.3.4.1 Soit C une ourbe stable sur un orps algébriquement los k, de genre g, marquée pardes points fPig (lisses). Soit A 2 A ; une déformation de (C; fPig) à A est un diagrammeC �

� { //

��

C
��Spe(k) �

� an //

Pi BB Spe(A)Pi\\ave les onditions suivantes : C est une ourbe propre, plate sur A, et le diagramme estun arré artésien (don { est une immersion fermée). De plusPi Æan = {ÆPi pour tout i.On dé�nit le fonteur de déformations de (C; fPig), de la atégorie A dans la atégoriedes ensembles, parDefC;fPig(A) = f lasses d'isomorphisme de déformations de (C; fPig) à A gLe résultat suivant est lassique :Proposition 3.4.2 L'espae tangent au fonteur DefC;fPig s'identi�e àExt1OC (
1C ;OC(�XPi))De plus Ext2OC (
1C ;OC(�PPi)) = 0. En onséquene, DefC;fPig est proreprésentable parune W (k)-algèbre formellement lisse de dimension 3g � 3 + r. �3.4.3 Supposons maintenant que C est munie de l'ation d'un groupe �ni G, le diviseurPPi étant G-stable. Alors G agit naturellement sur DefC;fPig(A), fontoriellement en A,par la règle g:(C ; {;Pi) = (C ; { Æ g; g�1 ÆPi).On peut s'intéresser aux déformations équivariantes de C, 'est-à-dire les déformationsde (C;G; fPig) : e sont des déformations omme i-dessus, ave un relèvement à C del'ation de C de telle sorte que le diviseur PPi soit G-stable. Notons que omme les Pisont lisses, les setions Pi sont elles-mêmes ontenues dans le lieu lisse de C .Utilisant lefait que C n'a pas d'automorphisme in�nitésimal ([DM℄), on observe queDefC;G;fPig = (DefC;fPig)Gpour l'ation de G sur DefC;fPig vue au-dessus. Ii :53



Proposition 3.4.4 L'espae tangent au fonteur DefC;G;fPig s'identi�e àExt1OC ;G(
1C ;OC(�XPi)) = �Ext1OC (
1C ;OC(�XPi))�GSi G est rédutif (i.e. son ordre est non nul dans k), alors DefC;fPig est proreprésentablepar une W (k)-algèbre formellement lisse de dimension 3g0 � 3 + r, où g0 est le genre deC=G. �3.4.5 En�n supposons que les points fPig ontiennent les points de rami�ation de C. Celapermet d'englober le as d'un � quotient partiel � de la ourbe, 'est-à-dire C ! C=H !(C=H)=(G=H) = C=G pourHCG un sous-groupe distingué. En e�et, dans e as les pointsimages Pi 2 C=H des points de rami�ation de C ! C=G, ontiennent la rami�ation deC=H ! C=G, et il est ommode de les onserver dans l'étude par dévissage (la fontorialitéen G est détaillée dans 2.2). Comme les Pi sont lisses ela implique en partiulier queil n'y a pas de point de rami�ation de type (III) (II.6)Soient y1; : : : ; yd 2 D les images des points doubles x1; : : : ; xd 2 C, et ei l'ordre du grouped'inertie en xi. Sous l'hypothèse (II.6) les yi sont des points doubles de D, et la ourbequotient D = C=G est stable marquée par les points de branhement Qj, images des Pi.De plus le quotient par G induit un morphisme de fonteurs� : DefC;G;fPig ! DefD;fQjgLe théorème 3.4.6 i-dessous mesure le défaut de � à être un isomorphisme : la réponse estentièrement ontenue dans les points doubles et leur isotropie ei.Théorème 3.4.6 Le morphisme � est donné, pour des hoix onvenables de paramètresdans les anneaux de déformation, par�� : W (k)[[�1; : : : ; �d; : : : ; �3g0�3+r℄℄ �!W (k)[[t1; : : : ; td; : : : ; t3g0�3+r℄℄ave ��(�i) = teii pour 1 6 i 6 d et ��(�i) = ti pour i > d+ 1.Preuve : La lé de la démonstration est le prinipe loal-global qui montre qu'il su�t deregarder le omportement de � loalement sur les bases des déformations universelles, auvoisinage des points doubles.Considérons les fonteurs DefC;G;fPig et DefD;fQjg. On a des morphismes de spéiali-sation en les points doubles :DefC;G;fPig !Yi Def bOxi et DefD;fQjg !Yi Def bOyiLe prinipe loal-global [DM, prop. 1.5℄ dit que es morphismes sont formellement lisses,i.e. on a une surjetion au niveau des espaes tangents. Les noyaux sont identi�és ommeétant H1G(C; TC(�XPi)) et H1(D;TD(�XQj))Le morphisme � induit une �èhe entre les deux suites exates que nous venons de dérire :0 - H1G(C; TC(�PPi)) - Ext1OC ;G(
1C ;OC (�PPi)) - Qdi=1 Ext1bOxi (b
 bOxi ;dOxi) - 00 - H1(D;TD(�PQj))? - Ext1OD (
1D;OD? (�PQj)) - Qdj=1 Ext1bOyj (b
 bOyj ;dOyi)? - 054



Sous l'hypothèse qu'il n'y a pas de point de rami�ation de type (III), on montre queH1G(C; TC(�XPi)) ��! H1(D;TD(�XQj)) ;(voir [BR℄) 'est-à-dire que les ontributions � globales � aux déformations sont identiques.Chaun des espaes vetoriels Ext1bOxi (b
 bOxi ;dOxi) et Ext1bOyj (b
 bOyj ;dOyi) est de dimension 1,orrespondant à un paramètre dans la déformation universelle. Don, les anneaux verselsde déformation Rxi , Ryj qui représentent les fonteurs de déformation des points doubles,sont des anneaux de séries formelles en une variable sur W (k), et le prinipe loal-globalpermet d'érire ([BM1℄)RversC;G;fPig = (Rx1 b
 : : : b
Rxd)[[t1; : : : ; tN ℄℄RversD;fQjg = (Ry1 b
 : : : b
Ryd)[[t1; : : : ; tN ℄℄don il ne reste qu'à regarder le morphisme de quotient Ry ! Rx, pour x (resp. y) l'undes xi (l'un des yi).Les déformations universelles des points doubles, au-dessus de Rx; Ry, sont respetive-ment W (k)[[s;t;�℄℄st�� et W (k)[[u;v;�℄℄uv�� . Soit � un générateur du stabilisateur Gx, ylique d'ordree. Quitte à hanger les paramètres s; t, l'ation de Gx sur la déformation universelle estdonnée, pour une ertaine raine e-ème de l'unité �, par s 7! �s et t 7! ��1t. Le quotientq : W (k)[[u;v;�℄℄uv�� ! W (k)[[s;t;�℄℄st�� est q(u) = se, q(v) = te d'où q(�) = �e. Don sur les bases desdéformations on a ��x :W (k)[[�℄℄ ! W (k)[[�℄℄� 7! �ele résultat en déoule. �On voit don que le quotient de la déformation universelle (équivariante) n'est pas ladéformation universelle du quotient : la di�érene vient des points doubles. En fait, enun point double x d'image y (omme dans la preuve i-dessus), l'anneau d'invariants del'anneau de déformation loal en x est W (k)[[u;v;�℄℄uv��e , qui est stritement inlus entre W (k)[[u;v;�℄℄uv��et W (k)[[s;t;�℄℄st�� .4 Champs de ourbes ave strutures de niveauDans e paragraphe nous utilisons l'existene de la ompati�ation Hg;G;� (voir 3.3.2)pour proposer une ompati�ation modulaire du hamp des strutures de niveau. Pourle hamp propre Mg(G) proposé par Deligne et Mumford (su�sant pour l'appliation àl'irrédutibilité de Mg), dé�ni par normalisation, les points à l'in�ni n'ont pas de des-ription modulaire. Si G domine un niveau abélien n > 3, il est représentable par unespae algébrique, mais non lisse. A ontrario, nous onstruisons ii un hamp propre etlisse pour ompati�erMg(G), dont les points à l'in�ni ont une interprétation modulaireomme ourbes stables ave struture de niveau (généralisée) ; on doit aepter de perdrela représentabilité.Il y a trois façons de onevoir une struture de niveau sur une ourbe C, équivalentesau moins lorsque la ourbe est lisse : 'est(i) un revêtement étale galoisien de C, 55



(ii) un homomorphisme (extérieur) surjetif depuis le groupe fondamental de C (dé�ni-tion de Deligne et Mumford),(iii) dans le as abélien, un revêtement étale (isogénie) de la jaobienne J(C). Pour epoint de vue voir Serre [Se1, VI, no 12, or. à la prop. 11℄ ou [Mi, prop. 9.1℄. Par dualité,un tel revêtement orrespond à un sous-groupe �ni de J(C).4.1 Strutures de niveau sur les ourbes lissesPour ommener, nous onsidérons exlusivement des ourbes lisses. Pour une ourberelative lisse C=S, il existe des setions loalement sur S�et, e qui permet de dé�nir ef-fetivement un faiseau (en groupes) étale �1(C=S)P où un ensemble de nombres pre-miers P est �xé, qui ontient les aratéristiques résiduelles de S et jGj est premier àP. Alors, une struture de niveau sur C est naturellement une setion globale du fais-eau Homext(�1(C=S)P; G) des homomorphismes surjetifs de �1(C=S)P vers le groupeonstant G.Dans le as des ourbes stables en revanhe, ette dé�nition sera inexploitable. Prenonspour point de départ la dé�nition lassique à l'aide de la n-torsion de la jaobienne. Ladé�nition préise de la jaobienne relative est elle de [FGA, Exp. 236℄, à savoir J := Pi�C=S� voir aussi [GIT, Ch. 0, �5 et prop. 6.9℄. On pose C[n℄ := J [n℄ :Dé�nition 4.1.1 (provisoire) Une préstruture de niveau n sur C=S est un isomor-phisme de S-shémas en groupes ' : C[n℄ ��! (Z=nZ)2gS .Proposition 4.1.2 Soit n > 3 un entier et A = (Z=nZ)2g. Soit �n � Q l'ensemble desraines n-ièmes de l'unité, et S un shéma sur Z[ 1n; �n℄. Alors, étale-loalement sur S, ily a une bijetion (non anonique) entre l'ensemble des préstrutures de niveau n sur C=Set l'ensemble des lasses d'équivalene de revêtements étales �! C (on rappelle que � estonnexe, voir 2.0.2), de groupe A, où �0 � � si et seulement si il existe un isomorphismeA-équivariant �0 ��! � au-dessus de C.Preuve : Le Z=nZ-module A est muni d'une base anonique B. Le hoix d'une raineprimitive n-ième de l'unité détermine un isomorphisme u : A! Â entre A et son groupe dearatères (dual de Cartier). Par ommodité d'ériture, dans ette preuve une préstruturede niveau sera un isomorphisme ' : ÂS ��! C[n℄. Nous notons en�n B̂ = u(B).) Soit ' : ÂS ��! C[n℄ une préstruture de niveau sur C=S. Il su�t de onstruire unrevêtement �! C loalement pour la topologie étale ; dans e as, C ! S a une setion desorte qu'un élément de C[n℄ est une lasse d'isomorphisme [L℄ de faiseau inversible relatifsur C (rigidi�é), de n-torsion. Choisissons, pour tout � 2 B̂, un tel faiseau inversibleL� dans la lasse '(�). Pour � = P��� élément de Â, on hoisit alors L� = 
�L���dans la lasse '(�). On forme le faiseau d'algèbres �nies sur OC , A = ��2ÂL�, où lamultipliation est donnée par L� = 
L��� et les isomorphismes anoniques entre produitstensoriels. Le shéma � = Spe(A ) est un revêtement (galoisien) étale de C ar loalementA est produit tensoriel de 2g algèbres de la forme OC [t℄=tn � f où f est inversible dansOC . En�n on note que des hoix di�érents de faiseaux L� mènent à une algèbre isomorpheA 0 ��! A , d'où un isomorphisme A-équivariant f : �0 ��! �.( Soit � : �! C un revêtement galoisien étale de groupe A. Le OC -module ��O� estmuni d'une ation de A. Soit ��O� =L�2Â L� sa déomposition en fateurs isotypiques.La multipliation de ��O� induit un morphisme L� 
 L�0 ! L�+�0 , d'où en itérantL
n� ! OC . Comme � est intègre e morphisme est injetif, et � est supposé étale, don56



'est un isomorphisme. On dé�nit une préstruture de niveau par '(�) = [L�℄. En�n, sion a deux revêtements équivalents f : �0 ��! � de C, alors �0�O�0 = ��f�O�0 ' ��O�, etes algèbres sont aussi isomorphes omme A-modules si f est A-équivariant. Il en résulteque les préstrutures de niveau assoiées sont égales. �On peut s'inspirer de e résultat pour inlure dans notre dé�nition le as des struturesde niveau non abélien. Considérons un groupe �ni G ; bien sûr, pour que la dé�nition soitnon vide, il faut supposer que G est quotient du groupe fondamental �g d'une surfae deRiemann de genre g. De plus pour pouvoir utiliser le fondamental lemme de rigidité deSerre (rappelé i-dessous), nous supposerons souvent aussi que G domine un niveau abélienn > 3, i.e. on a des surjetions �g !! G!! (Z=nZ)2gDé�nition 4.1.3 Soit G un groupe �ni. Une préstruture de niveau G sur une ourbe C=Sde genre g est la donnée d'une lasse d'équivalene de revêtements étales �! C, de groupeG, où �0 � � si et seulement si il existe un C-isomorphisme G-équivariant �0 ��! �. Onnotera souvent ' = [�! C℄ ette lasse.La néessité de faiseautiser (f. dé�nition de [DM℄) n'est pas ontournée. En d'autrestermes, l'ensemble F (T ) des préstrutures de niveau sur C �S T , qui est un fonteuren T 2 Sh =S, n'est pas un faiseau étale. En e�et soit fTi ! Tgi2I un reouvrementétale, on voit bien que le passage d'une lasse [�i ! Ci℄ à �i ! Ci fait apparaître desautomorphismes qui empêhent le reollement. Cei nous onduit à poser :Dé�nition 4.1.4 Soit G un groupe �ni. Le faiseau des strutures de niveau G est lefaiseau étale assoié au préfaiseau des préstrutures de niveau sur C. Une struture deniveau G sur C=S est une setion globale de e faiseau.Le hamp des ourbes ave struture de niveau, au sens de 4.1.4, oïnide bien aveelui dé�ni par [DM℄ : en e�et, pour Deligne et Mumford, un objet est un ouple omposéd'une ourbe C=S de genre g, et d'une setion globale� 2 �(S;Homext(�1(C=S); G))Etale loalement sur S, � dé�nit un revêtement étale � : � ! C, galoisien de groupe G,bien dé�ni à un isomorphisme de revêtements équivariant près : 'est-à-dire un f : �0 ! �qui est G-équivariant et qui véri�e �0 = � Æ f . On retrouve bien la dé�nition 4.1.4. Nousontinuerons parfois à noter ' = [� ! C℄ une (pré)struture de niveau sur la ourbe C.La dé�nition suivante sera désormais la seule utilisée :Dé�nition 4.1.5 Soit G un groupe �ni. Le Z[ 1jGj℄-hampMg(G) a pour objets les ourbeslisses munies d'une struture de niveau G : (C=S; ' = [� ! C℄), et un morphisme entre(C 0=S0; '0) et (C=S; ') est un diagramme artésien (II.1) tel que '0 = f�'. Lorsque G =(Z=nZ)2g, on noteraMg(n) pourMg(G).De manière équivalente,Mg(G) est le hamp assoié au préhamp dont les objets sontles ouples (C; [�! C℄). Rappelons le résultat fondateur :Théorème 4.1.6 ([DM℄) Soit g > 2 et G un groupe �ni. Le hampMg(G) est un hampalgébrique de Deligne-Mumford de type �ni et lisse sur Z[ 1jGj℄. Si G domine un niveauabélien n > 3,Mg(G) est représentable par un shéma. �57



4.2 Strutures de niveau sur les ourbes stablesAvant toute hose rappelons le lemme de rigidité de Serre, qui sera indispensable sousla forme générale de Deligne [D, 3.5.1℄ valable pour les ourbes stables.Lemme 4.2.1 (Lemme de Serre) Soit C une ourbe stable sur un orps algébriquementlos k, et n > 3 inversible dans k. Tout automorphisme de C agissant trivialement sur C[n℄est l'identité. �Dans le but d'exhiber une ompati�ation de Mg(n) à l'aide de ourbes stables, ladé�nition 4.1.1 est maintenant déliate ar sa généralisation devrait faire intervenir uneompati�ation de PiC=S . De nombreux auteurs ont proposé de telles ompati�ations,mais semble-t-il peu adaptées au problème qui nous oupe. L'approhe par la théorie deHurwitz, via la dé�nition des strutures de niveau omme revêtements étales, présente lemérite supplémentaire de traiter les strutures de niveau G général. Soit G un groupe �ni,on ommene par poser eg = jGj(g � 1) + 1 ; (II.7)'est, par la formule de Riemann-Hurwitz, le genre d'une ourbe � revêtement étale d'uneourbe C de genre g, le groupe de Galois du revêtement étant G. Le hamp Heg;G;; est lastrate de Hg;G � Spe(Z[ 1jGj℄) orrespondant à la donnée de rami�ation vide � = ;, i.e.le hamp des revêtements galoisiens étales modérés de groupe G. Une ourbe du bord deHg;G;; est une ourbe stable ave ation � quasi-libre � 'est-à-dire libre en dehors despoints doubles :Dé�nition 4.2.2 Soit C=S une ourbe relative stable, et G un groupe �ni. Un revêtement� ! C, galoisien de groupe G, sera dit quasi-étale si l'ation de G sur � est libre sur lelieu lisse de C, et ave des stabilisateurs yliques (éventuellement triviaux) aux pointsdoubles. Une préstruture de niveau G sur C est une lasse d'équivalene de revêtementsquasi-étales �! C, de groupe G, où �0 � � si et seulement si il existe un C-isomorphismeG-équivariant �0 ��! �. Une struture de niveau G sur C est une setion globale dufaiseau fppf assoié au préfaiseau des préstrutures de niveau.Avant d'introduire le hamp lassi�ant les strutures de niveau sur les ourbes stables(au paragraphe suivant), nous traduisons le lemme de Serre qui a des onséquenes fortessur les automorphismes d'un revêtement quasi-étale. Soit � : � ! C un tel revêtement ;il y a une ation e�etive de G sur �. Parmi les automorphismes de �, notons AutG(�)l'ensemble de eux qui sont G-équivariants, et AutC(�) eux qui sont des automorphismesdu revêtement, i.e. f tel que � Æ f = �. On a des inlusions évidentes du entre Z(G) dansAutG(�) et AutC(�). On peut alors énoner :Proposition 4.2.3 Soit C=S une ourbe relative stable de genre g, et G un groupe �nidominant un niveau abélien n > 3. Soit � : �! C un revêtement quasi-étale de groupe G(par exemple un revêtement étale). Alors, AutG(�) � AutC(�).Preuve : Soit f : � ! � un S-automorphisme G-équivariant. Il passe don au quotientpar G en un automorphisme ef de C, ave �f = ef�. Il faut montrer que ef = id. D'autrepart, en vertu de la propriété de non-rami�ation du groupe d'automorphismes AutS(C)(voir [DM℄), il su�t de montrer que ef = id sur les �bres géométriques, ar alors e seravrai globalement. 58



On a un quotient G!! (Z=nZ)2g, soit H le noyau et �0 = �=H qui est un revêtementde C de groupe A = (Z=nZ)2g. En remplaçant � par �0 on se ramène à G = A, e quel'on suppose jusqu'à la �n de la preuve. Alors l'ation de ef sur ��O� n'est autre que leomorphisme de f , à savoir ��f ℄ : ��O� ! ��O�. Or, du fait que f est A-équivariant,��f ℄ est un isomorphisme de A-OC -modules, en partiulier il respete la déomposition enfateurs isotypiques ��O� =L�2Â L�, i.e. induit des isomorphismes L� ��! L�. Dans leas lisse les L� forment une base de C[n℄, don par le lemme de Serre 4.2.1, ei impliqueque ef = id. Dans le as stable, le revêtement � n'est plus néessairement plat, et les L�sont simplement, a priori, des faiseaux sans torsion de rang 1. Il est néanmoins montrédans [BR℄ qu'on a enore ��O� � C[n℄, de sorte que ef agit enore trivialement sur C[n℄,et le résultat reste valide. �4.3 Compati�ation modulaire de Mg(G)Il est immédiat de voir que les éléments du entre Z(G) sont des automorphismes pourtous les objets de Hg;G (dé�nitions 2.1.1 et 3.2.1) ; d'après la proposition I.3.0.2 on peutdon poser Ng(G) := Heg;G;;==Z(G)A la base de notre approhe est l'observation :Proposition 4.3.1 On a un isomorphisme Ng(G) ��!Mg(G) au-dessus de Z[ 1jGj℄.Preuve : Un morphisme Heg;G;; ! Mg(G) est dé�ni en assoiant à un revêtement étale� ! C le ouple (C; [� ! C℄). Par dé�nition de la lasse [ ℄, e morphisme envoie unautomorphisme z 2 Z(G) de � sur l'identité, don il se fatorise en u : Ng(G) ��!Mg(G).De toute évidene, u est un épimorphisme. Il nous reste à voir qu'il est pleinement �dèle.Prenons deux objets dans Ng(G) : loalement sur la base, e sont des revêtements � : �!C et �0 : �0 ! C 0. Nous nous reportons à I.3.0.2 qui dit que quitte à loaliser enore ('estindolore puisque les Hom sont des faiseaux), un morphisme entre es objets est une lassed'équivalene de diagrammes � z�- C �C0 �0 f- �0C? h-� C 0?ave z 2 Z(G). DansMg(G), ela veut exatement dire que h�('0) = ' où ' = [�! C℄,'0 = [�0 ! C 0℄. Don il y a une orrespondane bijetive entre Hom(�; �0) etHom(u(�); u(�0)).� On est don mené à la dé�nition suivante :Dé�nition 4.3.2 On dé�nit une ompati�ation naturelle de Mg(G) = Ng(G) ommeétant le Z[ 1jGj℄-hamp algébrique propre et lisse (voir I.3.0.2)N g(G) := Heg;G;;==Z(G)Il y a une immersion ouverte Ng(G)! N g(G) , topologiquement dense �bre à �bre. �59



Remarque 4.3.3 En général N g(G) n'est pas représentable, même lorsque G domine unniveau abélien n > 3. On a (4.2.3)Z(G) � AutG(�) � AutC(�)or de par l'aspet ombinatoire des ourbes stables, la dégénéresene stable d'une ourbelisse peut aquérir des automorphismes supplémentaires, qui rendent strites es inlusions.Des exemples de e fait sont donnés dans [BR℄, où est proposée une étude détaillée dehaune des deux inlusions i-dessus.Rappelons que Deligne et Mumford ont dé�ni une ompati�ation deMg(G) en onsi-dérant le morphisme d'oubli Mg(G) !Mg et en posant Mg(G) égal à la normalisationdeMg relativement àMg(G). Nous allons omparer ette ompati�ation à N g(G). Onnote que par Deligne [D, prop. 3.5℄, si G est un groupe �ni dominant un niveau abélienn > 3,Mg(G) est représentable par un espae algébrique.Théorème 4.3.4 Il y a un morphisme q : N g(G)!Mg(G) qui donne une désingularisa-tion de Mg(G). Si Mg(G) est représentable (par exemple si G domine un niveau abélienn > 3), alors 'est l'espae modulaire grossier de N g(G).Preuve : Considérons le produit �bré sur u et vX b //a
��

Mg(G)v
��Ng(G) �

� //

i 11N g(G) u //MgLe morphisme de normalisation v :Mg(G)!Mg est représentable, �ni et surjetif, donil en est de même pour a. Par ailleurs, par la proposition 4.3.1, a a une setion i surl'ouvert dense Ng(G) � N g(G) (la setion diagonale). Soit Y � X l'adhérene réduite del'image de i, alors par le théorème prinipal de Zariski I.1.3.12 la restrition de a à Y estun isomorphisme (ar N g(G) est lisse don normal). On pose alors q = b Æ (ajY)�1.Supposons queMg(G) est représentable. Soit W l'espae modulaire grossier de N g(G)(théorème de Keel-Mori I.1.3.14). D'une part, W est �ni surMg (il est propre, quasi-�niar r et v le sont, on applique alors [L-MB, or. A.2.1℄). D'autre part, N g(G) est lisse donW est normal dans Mg(G) (remarque I.1.3.15), don �nalement, 'est la normalisationdeMg relativement àMg(G), 'est-à-dire Mg(G). Si on préfère, une nouvelle utilisationdu théorème prinipal de Zariski pour la fatorisation N g(G) ! W ! Mg(G) donneégalement le résultat. �5 Algébriité et ompati�ation du hamp de Hurwitz Hg;Gsur ZOn approfondit dans e paragraphe une idée de [BM1, �5℄ permettant d'obtenir unenouvelle desription de Hg;G. Pour e faire on utilise les strutures de niveau abélien nétudiées au paragraphe préédent. 60



5.1 AlgébriitéLes démonstrations � lassiques � de l'algébriité du hamp de Hurwitz Hg;G sur Z sontau nombre de deux. La première proède par algébrisation en utilisant les ritères d'Artin ;la théorie des déformations orrespondante est exposée dans [BM1℄. Dans ette setionnous esquissons la preuve lassique utilisant le plongement trianonique des ourbes.Théorème 5.1.1 Le hamp Hg;G est un hamp de Deligne-Mumford séparé et de type �nisur Z.Preuve : Soit, omme dans [DM℄, P (n) = (6n�1)(g�1) et Hg le sous-shéma de HilbPP5g�6tel que Hg(S) = ( (�; �) ave ( � : C ! S une ourbe lisse de genre g� : P(��!
3C=S) ��! P5g�6 � S isom. ) )Etant donnée une inlusion G � PGL(5g � 6), G agit sur Hg en omposant ave l'isomor-phisme �. Un point de (Hg)G est une ourbe, plongée dans P5g�6 � S via le plongementanonique et �, et qui est stable sous G. Don il y a une ation induite de G sur la ourbe ;ette ation est �dèle ar le plongement est non dégénéré (C n'est inluse dans auunhyperplan). Réiproquement soit � : C ! S une ourbe lisse ave ation de G. Fixonsun isomorphisme � : P(��!
3C=S) ��! P5g�6 � S. Alors l'ation de G induit une ation (�-dèle) sur P(��!
3C=S), d'où par onjugaison une ation sur P5g�6 � S orrespondant à uneinlusion G � PGL(5g � 6).Soit maintenant X =`(Hg)G, la somme disjointe portant sur les di�érentes inlusionsG � PGL(5g � 6). On note que Hg est onnu pour être lisse, et que ela n'est plus le aspour X. Vu e qui préède le morphisme X ! Hg;G qui onsiste à oublier le plongementprojetif, est un épimorphisme ; il fatorise par [X=PGL(5g� 6)℄ en un isomorphisme. Parle théorème I.2.3.4(i) ei montre que Hg;G est un hamp algébrique. En�n, pour toute G-ourbe C=S, le shéma AutS(C;G) = AutS(C)G est �ni et non rami�é, don la diagonalede Hg;G a les mêmes propriétés, don Hg;G est un hamp de Deligne-Mumford. �5.2 Algébriité : une nouvelle preuveSoit g > 2 et n > 3 des entiers, G un groupe �ni, et A = (Z=nZ)2g. Soit I l'ensemble desinlusions i : G ,! Aut(A) = GL2g(Z=nZ). Lorsque i 2 I, on note eGi le produit semi-diretAoi G.5.2.1 Rappelons-nous que GL2g(Z=nZ) agit (à gauhe) surMg(n) (f 2.1.5(3)). Si ' est unisomorphisme C[n℄ ��! A, l'ation est donnée par �:(C;') = (C; �Æ'). Si la (pré)struturede niveau est représentée par une lasse de revêtement [�! C℄, notons � : A ,! AutS(�)l'ation orrespondante, alors on pose �� = �Æ��1 ; soit �� la ourbe � munie de l'ationtordue ��, alors l'ation est donnée par �:(C; [�! C℄) = (C; [��! C℄).L'ation s'étend don à N g(n), ave la même expression. Pour i : G ,! GL2g(Z=nZ)�xé, lorsque nous utiliserons N g(n) muni de l'ation restreinte à G via i, nous le noteronsN ig(n).Dans la suite de 5.2 nous ne traitons plus que de ourbes lisses.61



Dé�nition 5.2.2 On note Hig;G(n) le hamp sur Z[ 1n℄ lassi�ant les ourbes ave ationde G, munies d'une struture de niveau n équivariante pour l'ation de G : étant donnée' : C[n℄ ��! A, l'ation sur le membre de gauhe est elle induite par l'ation de G sur C,et l'ation sur le membre de droite est elle donnée par i.Remarque 5.2.3 Indiquons sans entrer dans le détail, omment les résultats aquis jus-qu'ii donnent déjà l'algébriité deHig;G(n). En e�et on peut relierHig;G(n) à un sous-hampfermé de Heg;A;;. Préisément, `iHig;G(n) = Hg;G(n) est le hamp des ourbes C ave a-tion � : G ,! Aut(C) et struture de niveau '. Par le lemme de rigidité de Serre, on peutoublier la donnée de l'ation de G si l'on marque une ation i sur A : ainsi Hg;G(n) estle hamp des triplets (C;'; i) où C est une ourbe qui admet une ation (non préisée)de G et i agit sur A. On peut voir (C;') omme un revêtement étale � ! C de groupeA (proposition 4.1.2), dé�ni à C-isomorphisme A-équivariant près. Comme la suite exate1 ! A ! eGi ! G ! 1 est sindée, des arguments de théorie de Galois montrent qu'onpeut relever l'ation de G à � de sorte que eGi = Aoi G agisse. On établit ainsi une or-respondane entre Hg;G(n) et le sous-hamp fermé (don algébrique) de Heg;A;; onstituépar les ourbes � (de genre eg), ave ation libre de A, qui admettent eGi dans leur grouped'automorphismes. Notons H e sous-hamp fermé. L'élimination des � C-automorphismesA-équivariants � néessite de faire un 2-quotient par A, don on obtient �nalement unisomorphisme Hg;G(n) ' H==A. �Proposition 5.2.4 Supposons �xée une ation �dèle i 2 Ide G sur A. Il y a un morphismed'oubli qui induit un isomorphisme s : Hig;G(n) ��! Mig(n)G. En partiulier le hampHig;G(n) est représentable par un Spe(Z[ 1n℄)-shéma.Preuve : Il y a un morphisme d'oubli (non rami�é et séparé omme on va le voir) ! :Hig;G(n) !Mg(n). On observe, e qui n'est pas néessaire pour la suite, que par 5.2.3 et1.3.11, ! est représentable, don on sait d'ores et déjà que Hig;G(n) est un shéma. Uneautre façon de voir la représentabilité est la suivante : soit T !Mg(n) un point représentépar une ourbe C=T ave struture de niveau '. Le produit �bré Hg;G(n)�Mg(n) T est lefonteur (en T 0=T ) des ations de G sur la ourbe C�T T 0 telles que 'T 0 soit équivariante.Celui-i est un sous-shéma loalement fermé du shéma (AutT (C))n où n = jGj. Ceimontre que ! est non rami�é et séparé ar AutT (C) est �ni et non rami�é sur T .Pour voir que ! fatorise parMig(n)G, �xons g 2 G, il su�t de trouver un isomorphismede fonteurs g Æ ! ' !. Soit x = (C;G;') un objet de Hig;G(n), on a don g Æ ' = ' Æ g.De plus, dansMg(n) on a l'isomorphisme �(x) = g : (C;' Æ g) ��! (C;'). Clairement, �dé�nit un isomorphisme de fonteurs g Æ ! ' ! onvenable.Véri�ons que s est un isomorphisme. Tout d'abord, qu'il est essentiellement surjetif.Soit x 2Mig(n)G, il orrespond à la donnée d'une ourbe ave struture de niveau (C;' =[� ! C℄), et d'isomorphismes �g : (C; [� ! C℄) ! (C; [g�1� ! C℄) ('est pour simpli�erles notations par la suite que nous mettons g�1� plut�t que g�). Remarque : l'isomorphismeh(�g) : (C; [h� ! C℄) ! (C; [hg�1� ! C℄) est égal à �g en tant qu'isomorphisme de C.Alors l'isomorphisme [h�1(�g) Æ �h℄�1 Æ �gh est un automorphisme de (C; [�! C℄), dontrivial par le lemme de Serre (orollaire 4.2.3). Don en tant qu'automorphismes de C on a�gh = �g Æ �h, 'est-à-dire que � := � dé�nit une ation de G sur C par automorphismes.En résumé x ' s(C;�; ') don s est essentiellement surjetif.En�n montrons que s est pleinement �dèle. Soit x 2 Hig;G(n), son image s(x) estle triplet (x; x; f�gg) ave �g = g�1 : (C;') ��! (C; g Æ '). On doit montrer que s :62



Hom(x1; x2) ! Hom(s(x1); s(x2)) est bijetif. Un morphisme du seond membre est unepaire u; v : (C1; '1)! (C2; '2) telle que pour tout g 2 G, on ait la ommutativité(C1; '1) u - (C2; '2)(C1; g Æ '1)g�1 ? g(v)- (C2; g Æ '2)g�1?Cela signi�e que u = v en tant que morphismes sur les ourbes sous-jaentes, et que emorphisme est G-équivariant. �Si une ourbe ave ation (C;G) porte une préstruture de niveau équivariante, l'ationi 2 I de G sur A est déterminée de manière unique. Par ailleurs deux telles préstruturesde niveau donnent lieu à z = '2 Æ '�11 : A � � C[n℄ ��! A qui est G-équivariant. NotonsZin(G) le entralisateur de G dans le groupe Aut(A) = GL2g(Z=nZ), ela signi�e don quez 2 Zin(G). Ainsi :Théorème 5.2.5 Il existe un isomorphisme au-dessus de Spe(Z[ 1n℄) :t :ai2IMig(n)GZin(G) �! Hg;GPreuve : Comme le morphisme Mg(n) ! Mg est un épimorphisme ('est un quotient,voir I.2.3.6) il est lair que le morphisme évident `i2IMig(n)G �! Hg;G l'est. Par ailleursd'après e qui a été dit i-dessus e morphisme passe au quotient de l'ation de Zin(G) partranslation sur les strutures de niveau.Il reste à montrer que t est pleinement �dèle. Soit T 2 Sh =S et x1; x2 deux objetsde `i2IMig(n)GZin(G) . On doit montrer que t : Hom(x1; x2)! Hom(t(x1); t(x2)) est bijetif. Onpeut supposer que T est onnexe, et que xj = (Cj ;�j ; ['j ℄) sont deux ourbes d'un mêmeMi0g (n)G=Zi0n (G). On note Z = Zi0n (G). Dans l'ériture préédente, �j désigne l'ation deG, et ['j ℄ la lasse de struture de niveau équivariante pour la relation : '0 � ' ssi 9z 2 Z,'0 = z Æ '. Le fait que t est surjetif vient de e que, d'après la remarque qui préèdel'énoné du théorème, si f : (C1;�1) ! (C2;�2) est un morphisme G-équivariant, alors'1 et f�'2 sont deux strutures de niveau équivariantes sur C1, don égales modulo Z.L'injetivité est laire ar t assoie simplement à un morphisme, le même morphisme entreourbes (C;�) sous-jaentes. �Remarque 5.2.6 Comme il est bien préisé dans 2.3, bien queMig(n)G soit un shéma, en'est pas le as deMig(n)G=Zin(G). En revanhe, en e qui onerne les espaes modulairesgrossiers, on a l'isomorphisme de shémas `i2IM ig(n)GZin(G) ��! Hg;G (voir I.2.3.7).Théorème 5.2.7 Le hamp Hg;G est un hamp de Deligne-Mumford sur Z.Preuve : Choisissons deux entiers p et q premiers à 2jGj. Ce qui préède montre que Hg;Gest un hamp de Deligne-Mumford au-dessus de Spe(Z[1p℄) et au-dessus de Spe(Z[1q ℄). �63



5.3 Compati�ationL'existene d'une bonne ompati�ation deMg(n) permet de proposer une ompa-ti�ation pour Hg;G, ave la desription préédente. Préisément, on a vu que G agit surN ig(n) (5.2.1). Soit Stabg;G le hamp des ourbes stables ave ation �dèle (universelle-ment) de G. C'est un objet a priori � horrible �, qui bien sûr n'est pas une ompati�ationde Hg;G. Son seul mérite est de permettre de reonduire l'existene d'un morphisme ommei-dessus (e qui montre qu'un objet du ompati�é Hng;G est une ourbe stable ave a-tion) :Théorème 5.3.1 Le hamp Hng;G =ai2IN ig(n)GZin(G)est un hamp (de Deligne-Mumford) propre sur Z[ 1n℄, qui ontient Hg;G 
 Z[ 1n℄ ommeouvert dense. De plus il y a un morphisme (qui n'est ni mono ni épi) :Hng;G ! Stabg;G 
 Z[ 1n℄Preuve : Le fait queHng;G soit un hamp propre provient de la même propriété pourN ig(n).En e�et, la propreté est onservée pour le hamp de points �xes (I.2.2.1) et pour le quotientpar Zin(G) ar 'est un torseur (I.2.3.4). Le fait que le hamp de Hurwitz des ourbes lissessoit un ouvert dense se onserve également, d'abord par restrition aux hamps de points�xes, ar Mig(n)G 'Mig(n)�N ig(n) N ig(n)G ;puis par l'opération de quotient qui est une submersion.Pour exhiber le morphisme annoné il su�t de reprendre la démonstration de 5.2.4.Préisément, il faut adapter l'endroit où on montre que s est essentiellement surjetif ; leseul point qui demande une adaptation est la preuve du fait que � [h�1(�g) Æ �h℄�1 Æ �ghest trivial � (notations de 5.2.4). En fait, ii et isomorphisme n'est plus trivial mais lelemme qui suit montre qu'il est trivial sur la ourbe sous-jaente C, e qui est su�sant. �Lemme 5.3.2 Soit G un groupe �ni dominant un niveau abélien n > 3. Soit C=S uneourbe relative stable de genre g, et [� ! C℄ une struture de niveau G sur C. Alors, unautomorphisme de (C; [�! C℄) est l'identité sur C.Preuve : Un automorphisme de (C; [� ! C℄) est un morphisme h : C ! C ave unelasse d'équivalene onstituée de diagrammes� a�- � f- �C? h-- C?ave a 2 A. Dans e diagramme, f est A-équivariant, don h = idC par la prop. 4.2.3. �64



Commentaires et questionsIl serait intéressant de savoir si, pour deux premiers p et q bien hoisis, on peut reollerles hamps Hpg;G et Hqg;G au-dessus de Spe(Z[ 1pq ℄), pour obtenir une ompati�ation surZ. Cela n'est pas évident ar on n'a plus, omme pour l'ouvert orrespondant aux ourbeslisses, de desription de es hamps indépendante des entiers p; q hoisis omme struturesde niveau.Il faut aussi signaler que l'on voit lairement que, au-dessus des aratéristiques quidivisent l'ordre de G, l'opération qui introduit toutes les singularités dans la onstrutionpréédente est la onsidération du hamp de points �xes. Cette opération se omporte trèsmal lorsque G n'est pas rédutif.
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Chapitre IIIRédution des ations de groupesau-dessus d'un anneau de valuationdisrèteDe manière grossière, en géométrie algébrique, un espae ou un hamp de modules(dans le as qui nous intéresse : le hamp de Hurwitz Hg;G) lassi�e des familles d'objets,paramétrées par des bases variables S. Le type le plus simple de telles familles est eluipour lequel S est le spetre d'un orps : les familles sont alors simplement les objets quel'on veut lassi�er. Dans le as du hamp de Hurwitz, il s'agit des G-revêtements de ourbesalgébriques, dé�nis sur un orps k. Parmi les familles un peu moins rudimentaires qui seprésentent ensuite, on peut iter elles qui ont pour base un anneau de nombres duaux k["℄ :elles permettent l'étude in�nitésimale du hamp, au voisinage d'un point. Il y a égalementles familles de base un anneau de valuation disrète (S est un trait), partiulièrementimportantes à plusieurs titres. Ces familles permettent de tester la séparation ou la propretédu hamp, par les ritères valuatifs ; d'un point de vue topologique, elles dérivent quellessont les spéialisations de ses points. En�n, si le hamp est normal, la onnaissane deses points à valeurs dans un trait est un pas vers la onnaissane du groupe de Piard duhamp (en e�et on peut voir un diviseur premier sur un hamp normal omme un point� de odimension 1 �, 'est-à-dire dont l'anneau loal est de dimension 1 : par normalité'est alors un anneau de valuation disrète).Soit maintenant R un anneau de valuation disrète, K son orps des frations et k sonorps résiduel. Dans l'optique d'étudier les points Spe(R)!Hg;G, 'est-à-dire les ationsde groupes sur des ourbes lisses (ou éventuellement stables) sur un anneau de valuationdisrète R, nous avons été amenés à poser le problème de la façon suivante.Si XK est une variété sur K, par exemple une ourbe, une variété abélienne..., en ré-ponse aux problèmes de rédution, di�érents � modèles � X sur R peuvent en généralêtre hoisis (modèles de Néron, modèles réguliers des ourbes, modèles stables ou semi-stables...). Ayant hoisi un modèle, lorsqu'un groupe �ni G agit sur XK , on aime naturel-lement qu'il agisse aussi sur X. La situation qui nous intéresse dans e hapitre est elleoù k est de aratéristique p > 0 et p divise l'ordre de G. Alors, toutes sortes d'ennuisse produisent : peut-être le plus gênant est que le passage au quotient ne ommute pasnéessairement au passage aux �bres (la raison est que les points à isotropie non trivialene sont plus isolés). Cela mène à aepter l'idée que 'est un modèle du ouple (XK ; G)qu'il faut herher, plut�t qu'un modèle de XK tout seul.67



Lorsque X est le modèle stable sur R de la �bre générique XK , on sait que, par uniitéde e modèle, le groupe G agit sur X s'il agit sur XK . Lorsque la aratéristique du orpsrésiduel k divise l'ordre de G, il peut arriver qu'un automorphisme de G agisse trivialementsur ertaines omposantes irrédutibles de la �bre spéiale : on est don typiquement dansla situation pathologique évoquée préédemment. Dan Abramovith nous a posé la questionsuivante : omment dérire l'ation au voisinage d'un point double de la �bre spéiale ?C'est e qui a motivé le travail de e hapitre. En partiulier, un modèle (X; eG) pour(XK ; G), ou disons, un modèle au voisinage d'un point double, pour espérer répondre demanière satisfaisante à la question posée, doit éviter le défaut de � l'ation qui devienttriviale �.Voilà une desription du ontenu du hapitre. L'objetif prinipal est la onstrution,une fois hoisi un modèle X, d'un modèle eG pour l'ation de G. Celui-i sera un shéma engroupes �ni et plat sur R, ave la vertu que 'est l'unique shéma en groupes, génériquementisomorphe à G, agissant universellement �dèlement sur X. Le paragraphe 1 regroupe lespréliminaires utiles pour la suite. Au paragraphe 2, la onstrution de eG est menée à bienpour X propre sur R, en prenant une adhérene dans le fonteur des automorphismes deX=R (théorème 2.1). Le paragraphe 3 présente la tehnique des élatements de Néron,et approfondit son utilisation pour les ations de shémas en groupes sur des shémas. Ilse termine par une interrogation (3.3.3), dont la validité (le as éhéant) est un passagenéessaire pour le paragraphe 4.Le paragraphe 4 est don de nature � spéulative � ; il se propose de dérire un proédépermettant d'obtenir un résultat similaire à 2.1 lorsque, au ontraire de 2.1, X est a�ne(théorème 4.1). Ce proédé présente l'intérêt d'être e�etif, 'est-à-dire qu'il mène (enthéorie) à une onstrution du modèle eG. Notons que(i) le travail du paragraphe 5 montre qu'on est fondé à penser que la question 3.3.3 aune réponse positive lorsque G est un p-groupe ylique.(ii) par ette dernière méthode d'élatements, le résultat n'est obtenu (sous réserveque 3.3.3 soit vraie) que pour G appartenant à la lasse des groupes abéliens (à ausenotamment de l'utilisation du dual de Cartier). Cette restrition n'est pas trop gênantedans l'optique d'étudier les dégénéresenes de groupes en groupes in�nitésimaux, à ausedu phénomène onnu que es derniers apparaissent plus volontiers dans les groupes abéliens(lire [Ta℄, � 3, p. 145).Le paragraphe 5, qui est le dernier, revient sur les revêtements de ourbes : nous appli-quons la tehnique des élatements de Néron dérite dans 4 pour donner une desriptionomplète des revêtements galoisiens de degré p d'un germe de ourbe lisse sur R (théo-rème 5.1). Cei est naturellement inspiré par les travaux de Raynaud qui traite du pointgénérique (il onvient de iter aussi Green-Matignon, Henrio, Saïdi, Wewers...).Faisons en�n quelques ommentaires sur la nature du résultat. En dépit du résultatonernant le as où X est propre (� 2), où l'on onstruit eG sans autre hypothèse, il sembleque e groupe eG soit un objet purement loal (sur X), ou, au moins, dont la signi�ationdisparaisse lorsqu'on veut sortir d'une omposante irrédutible de la �bre spéiale Xk. Ceiest lair dans l'exemple où X est le modèle stable de la K-ourbe lisse XK : ii G peutagir trivialement sur ertaines omposantes de la �bre spéiale, et �dèlement sur d'autres(voir disussion dans 1.3). D'ailleurs, par la propriété de non-rami�ation de AutR(X)(voir [DM℄), l'ation de G sur la �bre spéiale (entière) est �dèle, i.e. eG = G. On voit quel'information loale, sur les branhes où G agit trivialement, nous éhappe : ei vient du68



fait qu'on est dans le as où X est propre, alors qu'il faudrait le reouvrir par des ouvertsa�nes Ui, bien hoisis, et obtenir des groupes eGi qui agissent � mieux �. Signalons quele résultat du paragraphe 2 reste néanmoins tout à fait pertinent, dès que le shéma X=Rpossède des automorphismes in�nitésimaux (par exemple pour une ourbe ave des usps,voir aussi 2.5).1 Préliminaires : ations de shémas en groupesSoit S un shéma et f : Y ! X un morphisme de S-shémas ; nous noterons f ℄, ouparfois ef , le omorphisme OX ! f�OY .La notion d'image shématique sera utilisée onstamment au �l du texte. Si f�OY estun OX -module quasi-ohérent alors f a une image shématique dé�nie omme le sous-shéma fermé de X d'idéal I = ker(f ℄) : 'est le plus petit sous-shéma fermé de X parlequel f se fatorise. Sa formation ne ommute pas en général aux hangements de baseS0 ! S, mais, si f est quasi-ompat et quasi-séparé, 'est le as lorsque S0 ! S est plat([BLR℄, 2.5, prop. 2).Lorsque l'image shématique de f : Y ! X est X, on dit que f est shématiquementdominant, ou simplement dominant.1.1 Shémas au-dessus d'un anneau de valuation disrèteDans la suite nous résumons la donnée d'un anneau de valuation disrète R, d'idéalmaximal mR, orps résiduel k, orps des frations K, et uniformisante �, par le quintuplet(R;mR; k;K; �). Lorsque X est un shéma sur R, ou A une R-algèbre, nous utilisons desindies K et k pour indiquer les �bres spéiale et générique : XK = X �SpeR SpeK,Xk = X �SpeR Spek, AK = A
R K, Ak = A
R k.Lorsque S est le spetre d'un anneau de valuation disrète omme i-dessus, et lorsquef orrespond à l'inlusion d'un sous-shéma fermé de la �bre générique de X dans X, alorson a le as partiulier suivant d'image shématique (voir [EGA4℄, prop. 2.8.5 et [Ra1℄,� 2.1) :Proposition 1.1.1 Soit R un anneau de valuation disrète. Soit X un R-shéma et YKun sous-shéma fermé de la �bre générique XK . Alors il existe un unique sous-shémafermé Y de X, plat sur R et tel que YK = Y 
R K. C'est le plus petit sous-shéma ferméde X ontenant YK. On l'appelle l'adhérene shématique de YK dans X. �Si X est a�ne d'anneau A, et si YK est dé�ni par un idéal IK � AK , alors Y est dé�nipar l'idéal I = IK \A, image inverse de IK par l'appliation anonique A! AK : don ona l'injetion A=I ,! AK=IK qui montre que Y est sans torsion, don plat, sur R.De l'assertion d'uniité il résulte que la formation de l'adhérene shématique ommuteaux produits �brés de sous-K-shémas de R-shémas. Par onséquent, siX est un R-shémaen groupes et YK un sous-groupe fermé de XK , alors la multipliation de YK s'étend à Y ,qui est don un sous-R-shéma en groupes plat de X.1.2 Ations de shémas en groupes sur des shémasSoit S un shéma et X un shéma plat sur S. Soit G un S-shéma en groupes plat, et� : G �S X ! X une ation. Lorsque S = Spe(R) est a�ne ainsi que G, nous notonsR[G℄ ou RG l'algèbre de Hopf du shéma en groupes.69



Soit T un S-shéma et T 0 un T -shéma. Lorsque g 2 G(T ) et x 2 X(T ), on note gT 0et xT 0 leurs images dans G(T 0) et X(T 0), respetivement. Dans les dé�nitions qui suivent,pour ne pas alourdir les notations, on note simplement g(x) au lieu de �(T 0)(gT 0 ; xT 0), et.Dé�nitions 1.2.1 Soit Y un sous-shéma fermé de X. Pour tout shéma T=S, on dé�nit(i) le transporteur de Y :TranspG(Y )(T ) = f g 2 G(T ) j g(Y (T 0)) � Y (T 0) pour tout T -shéma T 0g(ii) le entralisateur de Y :CentG(Y )(T ) = f g 2 G(T ) j g(y) = y; pour tout T -shéma T 0 et tout y 2 Y (T 0)g(iii) le fonteur de points �xes :FixG(X)(T ) = fx 2 X(T ) j g(x) = x; pour tout T -shéma T 0 et tout g 2 G(T 0)g(iv) et, si G est un shéma en groupes, le normalisateur de Y :NormG(Y )(T ) = f g 2 G(T ) j g(Y (T 0)) = Y (T 0) pour tout T -shéma T 0gBien sûr, on a Cent(Y ) � Norm(Y ) � Transp(Y ) (en tant que fonteurs). Dorénavanton prend un shéma de base a�ne et n÷thérien S = Spe(R). On rappelle qu'un R-shémaX est dit loalement libre sur R s'il est reouvert par des ouverts a�nes dont les anneauxde fontions sont des modules libres sur R.Théorème 1.2.2 ([DG, II, �1, th. 3.6℄)Si Y et X sont loalement libres sur S = Spe(R),(i) TranspG(Y ) est représentable par un sous-groupe fermé de G noté TranspG(Y ).(ii) Si X est séparé, CentG(Y ) est représentable par un sous-groupe fermé de G notéCentG(Y ).(iii) Si G est un shéma en groupes, NormG(Y ) est représentable par un sous-groupe ferméde G noté NormG(Y ). De plus, CentG(Y ) est un sous-shéma en groupes fermé distinguéde NormG(Y ).(iv) Si X est séparé et G est loalement libre sur S, FixG(X) est représentable par unsous-shéma fermé de X noté XG.Par dé�nition, la formation de es shémas ommute aux hangements de base quelonquessur S. �Toujours dans le as où la base S = Spe(R) est a�ne, supposons de plus que G est�ni et plat sur S, d'ordre n. On peut alors préiser la struture du shéma de points �xessur un ouvert a�ne G-stable U = SpeA. Pour ela on suppose de plus que RG est libre('est le as par exemple si R est loal). La setion unité de G donne une déompositionRG = R�mRG. Prenons e1 = 1 et hoisissons une base feig26i6n de mRG. Alors l'atione� : A! RG
A s'érit e�(a) = 1
 a+Pi>1 ei 
 mi(a), et XG est dé�ni sur U par l'idéalengendré par tous les mi(a), i > 1, a 2 A. 70



1.3 NoyauxDans les notations de 1.2, on suppose maintenant que X est loalement libre sur leshéma a�ne S = Spe(R) (R étant n÷thérien), et G est un R-shéma en groupes �ni,plat. Soit � : G � X ! X une ation. Un as partiulier de entralisateur (voir 1.2),essentiel pour la suite, est le as du noyau de l'ation, ker(�) := CentG(X). La formationdu noyau ommute au hangement de base. Il n'est pas néessairement plat sur R ; deuxas partiuliers sont intéressants :(1) Ation triviale : ker(�) = G. Cela équivaut à dire que � = pr2 ou que XG = X.(2) Ation �dèle : ker(�) = 1. Cela équivaut à dire qu'il existe un ouvert G-stable tel que�jU est �dèle : en e�et, si �jU est �dèle alors ker(�) = CentG(X) � CentG(U) = 1.Nous serons préautionneux lorsque nous parlerons de la �délité d'une ation : S étantde nouveau un shéma a�ne quelonque, si ker(�) = 1 en tant que S-shéma en groupes,nous dirons que l'ation est universellement �dèle, et réserverons le terme d'ation �dèleau as d'un orps de base.Par ailleurs, même lorsque S = Spe(k), ette notion n'est véritablement sympathiquequ'ave des hypothèses d'intégrité sur X : si X n'est pas irrédutible, l'ation peut être�dèle sur X et simultanément triviale sur des omposantes tout entières de X. Si X n'estpas réduit, les pathologies sont di�érentes. Le groupe G peut agir uniquement sur les fon-tions nilpotentes de OX , de sorte que topologiquement son ation est triviale : par exemplelorsque X = Spe(k[�℄=�2), le groupe G = Z=2Z agit par � 7! �� (en aratéristique dif-férente de 2) et XG = Xr�ed = Spe(k). Bien sûr, si Gr�ed est un sous-groupe de G (parexemple si k est parfait), l'ation � induit tout de même une ation �r�ed de Gr�ed sur leshéma réduit Xr�ed (en général G n'agit pas sur Xr�ed : si k est de aratéristique >0, faireagir un groupe in�nitésimal sur lui-même par translations).Lorsque X est intègre et S = Spe(k) est le spetre d'un orps, une ation � est �dèlessi �jU est �dèle pour tout ouvert G-stable U 6= ;. En e�et, le sens � ) � vient du faitque, si U 6= ; et �jU a un noyau non trivial K 6 G, alors XK est un fermé qui ontientl'ouvert dense U , don XK = X (on a supposé X réduit), e qui ontredit l'hypothèse que� est �dèle.1.4 Les groupes HnNous rappelons ii la dé�nition bien onnue des groupes Hn ('est la notation de [He℄ ;dans [OSS℄ il s'agit de N � G (�)). Ceux-i interviennent dans la déformation des suitesd'Artin-Shreier à Kummer [OSS℄, et également, omme nous allons le voir, dans la ré-dution des revêtements p-yliques (ou pn-yliques d'ordre supérieur). Une raison quiexplique à notre avis leur apparition à et endroit est le fait que les Hn sont les groupessuessifs de la suite standard d'élatements entre Z=pZ et �p (f exemple 3.2.2).Soit (R;mR; k;K; �) un anneau de valuation disrète omplet, de orps résiduel k sup-posé algébriquement los, et � 2 mR. La présentation lassique introduit le R-shéma engroupes ommutatif G(�) = SpeR[x; 1=(�x+ 1)℄ dont la struture est donnée paromultipliation x 7! x
 1 + 1
 x+ �x
 x,antipode x 7! �x�x+1 ,oünité x 7! 0.Supposons maintenant qu'il existe u 2 R tel que p = u�p�1. Le polyn�me P� =(�x+1)p�1�p = (x + ��1)p � ��p est à oe�ients dans R, et il y a un morphisme �ni,71



�dèlement plat G(�) ! G(�p) ; x 7! P�(x)dont on note H� le noyau. Ainsi H� = Spe R[x℄P�(x) , 'est un shéma en groupes �ni et platsur R, d'ordre p.Lorsque R ontient une raine primitive p-ème de l'unité � et � = � � 1, on note s lavaluation de � et, pour tout n 6 s, on note simplement Hn pour H�n . Dans e ontexte,il y a une meilleure façon de voir Hn :Proposition 1.4.1 Les shémas en groupes Hn sont les shémas en groupes G �nis etplats sur R tels que GK ' (Z=pZ)K.Preuve : Rappelons que par la lassi�ation de Oort-Tate [OT, � 2, remark 5℄, tout shémaen groupes �ni et plat sur R est isomorphe à un groupe Ga ave p = a. Le groupe Ga apour algèbre de Hopf R[x℄xp�ax , et la omultipliation est x 7! x
1+1
x+
Dp(x
1; 1
x)(Dp est un polyn�me expliite). De plus on peut aluler le module de di�érentielles 
1Ga =R[x℄pxp�1�a ' R[x℄a utilisant le fait que a = (pxp�1 � a)(�1 + p�1xp�1) (le seond fateur estune unité, d'inverse p�1�p�1 � 1). La lassi�ation préise que lorsque p = a = a00, ona Ga ' G0a0 ssi il existe une unité u 2 R telle que a = up�1a0,  = u1�p0. Comme R esthensélien de orps résiduel algébriquement los, on sait extraire les raines (p � 1)-èmes,don Ga ' G0a0 ssi a et a0 ont même valuation. Cette valuation, alulable via 
1, est notéee(Ga). Par exemple, e(Hn) = (p� 1)(s� n).Soit G un shéma en groupes �ni et plat tel que GK ' (Z=pZ)K. Par propreté, toutpoint de G à valeurs dans K se prolonge en un R-point. Don l'isomorphisme de la �bregénérique se prolonge en un morphisme (Z=pZ)R! G, qui est un morphisme de groupes.Par Oort-Tate, G ' Ga ; au morphisme (Z=pZ)R! G orrespond un morphisme d'algèbresu : R[�℄�p�a� ! Rp. Comme �p = a�, les oordonnées (x1; : : : ; xp) de u(�) véri�ent xpi = axi.Comme uK est un isomorphisme, l'un des xi est non nul, don a = xp�1i . Ainsi e(G) =(p� 1)v(xi) ; ompte tenu de e qui préède, G ' Hn pour n = s� v(xi). �Nous donnerons dans le paragraphe 3 une démonstration plus naturelle de ette pro-position.1.5 Ations des groupes diagonalisablesNous aurons besoin d'avoir en tête quelques faits onernant les groupes �nis diagona-lisables, qui interviendront dans la preuve de 4.1. Nous tirons e dont nous avons besoin de[DG, II, �2, 2.5℄. Soit R un anneau quelonque, et � un groupe (ordinaire) �ni, ommutatif,noté multipliativement. Il lui est assoié le groupe diagonalisableD(�) = Spe(R�) où R� est l'algèbre du groupe �:Soit m la omultipliation de R�, et " sa oünité (l'idéal d'augmentation mR� = ker " apour base les  � 1,  6= 1). Soit U une R-algèbre sur laquelle R� agit, 'est-à-dire queX = Spe(U) est un shéma a�ne ave ation de D(�). On a don une oation � : U !U
R[�℄, donnée par u 7!P2� p(u)
. L'axiome d'� assoiativité � :(0:x) = (:0):xfournit :(�
 idR[�℄)(�(u)) = X;02� p(p0(u))
  
 0 = (idC 
m)(�(u)) =X2� p(u)
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'est-à-dire p Æ p0 = 0 lorsque  6= 0, et p Æ p = p . L'axiome d'� unité � fournitu = (idC 
 ")(�(u)) =X2� p(u)i.e. P2� p = idU . Si on pose U = p(U), le fait que � est un morphisme d'anneauxdonne alors U :U0 � U0 . De manière équivalente, on a une graduation de type � donnéepar U = �2�U , les p étant les projeteurs orrespondants. On observe que U1 = UD(�)est l'anneau d'invariants pour l'ation de D(�).Par ailleurs il est faile de reonnaître la �délité de l'ation sur la graduation : préi-sément, l'ation est �dèle sur la �bre au-dessus de p 2 Spe(R) si et seulement si les pour lesquels U 
 �(p) 6= 0 engendrent �. (Il faut remarquer qu'un système de généra-teurs fig pour � est la même hose qu'un système de générateurs fi � 1g pour l'idéald'augmentation mR�.)Pour l'utilisation qui sera la n�tre, nous détaillons seulement le as partiulier où labase R = (R;mR; k;K; �) est un anneau de valuation disrète et où U est plat sur R, etséparé pour la topologie �-adique. Cela équivaut à dire que tout sous-R-module non nul deU est �dèlement plat sur R. Don dans e as, U 6= 0 , U 
 k 6= 0 , U 
K 6= 0.Nous résumons e qui préède dans la proposition suivante :Proposition 1.5.1 ([DG℄) Le fonteur U  �2�U est une équivalene entre la até-gorie des R[�℄-algèbres et la atégorie des algèbres �-graduées.Supposons que R = (R;mR; k;K; �) est un anneau de valuation disrète, et que U estplat sur R et séparé pour la topologie �-adique. Alors, de plus, l'ation est génériquement�dèle si et seulement si elle est universellement �dèle si et seulement si les  pour lesquelsU 6= 0 engendrent �. �Dans le paragraphe 5 où l'on traite plus spéialement le as des revêtements de groupeG = Z=pZ, nous utiliserons le ra�nement suivant de 1.5.1 :Proposition 1.5.2 Soit R un anneau de valuation disrète et U une R-algèbre plate etséparée pour la topologie �-adique. Soit une ation �dèle de �p;R sur X = Spe(U), et U =�i2Z=pZUi la déomposition orrespondante. Soit T = U0 = U�p;R l'anneau d'invariants.Alors U est une T -algèbre �nie de rang p, et si T est loal omplet n÷thérien, les Ui sontdes T -modules projetifs, don libres, de rang 1. �2 Rédution des ations de groupes sur un anneau de valua-tion disrète (as propre)Nous prouvons ii l'existene du modèle eG, agissant universellement �dèlement, dansle as où le shéma X est propre sur R.Donnons une préision de voabulaire (voir paragraphe 3) : soit u : G ! G0 un mor-phisme de R-shémas en groupes plats tels que GK = G0K =: G , on dit que G domine G0si u
 idK = idG . Lorsque G et G0 agissent tous les deux sur un shéma X, de telle sorteque l'ation de G se déduise de elle de G0 par u, on dit que G domine G0 ompatiblement(aux ations sur X). 73



Théorème 2.1 Soit X un shéma propre et plat sur un anneau de valuation disrète R.Soit � : G � X ! X une ation d'un groupe �ni sur X, �dèle sur la �bre génériqueXK. Alors, G a un unique modèle eG, qui agit universellement �dèlement sur X, et que Gdomine ompatiblement aux ations sur X.Remarques 2.2 (1) Il n'est fait dans le théorème auune hypothèse de régularité sur X.(2) Intuitivement, le résultat déoule de la onsidération de l'adhérene shématique de Gdans le � R-shéma en groupes � AutR(X). La di�ulté majeure résulte dans l'existenede AutR(X) : il peut être énorme, et/ou ne pas avoir de struture algébrique raisonnable.(3) Comme nous l'avons expliqué dans 1.3, la onlusion du théorème est plus signi�ativesi on fait l'hypothèse que les �bres de X sont intègres.Preuve : Considérons le fonteur F des automorphismes de X, qui est un faiseau fpq.Pour tout shéma S0=S, on a F (S0) = AutS0(X �S S0)Artin a montré que F est un espae algébrique loalement de présentation �nie : 'est unsous-espae ouvert de HilbS(X �S X) [Ar1, or. 6.2℄. De plus X étant plat sur R, F estséparé. Or on sait qu'un espae algébrique en groupes séparé, loalement de présentation�nie sur un anneau de valuation disrète, est un shéma ([An, hap. IV℄). Par hypothèse,on a un morphisme u : G ! F (G = GR est le groupe onstant) qui fait de GK un sous-fonteur fermé de FK . Comme u est quasi-ompat et séparé, il a une image shématique,dé�nie par l'idéal quasi-ohérent égal au noyau I du morphisme OF ! u�OG. Soit eGette image shématique. L'injetion O eG ,! OG montre que eG est �ni, et sans torsion,don plat, sur R ('est don aussi l'adhérene shématique de G
K dans F ). Le fait queeG agit universellement �dèlement sur X vient de la dé�nition de F , puisque eG en est unsous-shéma fermé. En�n, il est lair que si un groupe �ni, plat sur R, de �bre spéialeégale à G, agit universellement �dèlement sur X, alors 'est un sous-groupe fermé de F ,'est don l'adhérene shématique de G
K dans F , don 'est eG. �Complétons la desription des propriétés de eG (ertaines sont des onséquenes diretesde l'uniité) :Proposition 2.3 (i) Si H est un sous-groupe de G, alors eH est un sous-shéma en groupesfermé de eG ; 'est aussi l'adhérene shématique de H 
K dans eG.(ii) Si H est distingué dans G, alors eH est distingué dans eG.(iii) Soit N C G l'ensemble des automorphismes de G qui agissent trivialement sur Xk.Alors, le groupe eN est un p-groupe onnexe.On suppose désormais que G agit de manière admissible ('est-à-dire que toute orbite estinluse dans un ouvert a�ne de X), de sorte que le quotient X=G existe.(iv) X=G et X= eG sont isomorphes.(v) Pour tout sous-groupe distingué H C G, on a ℄G=H = eG= eH (pour l'ation induite deG=H sur X=H).(vi) Pour le sous-groupe N dé�ni en (iii), on a G=N ��! eG= eN don eG a une suite étale-onnexe 1! eN ! eG! G=N ! 1Preuve : (i) et (ii) sont lairs. 74



(iii) Le morphisme Nk ! eNk est trivial, ar le omposé Nk ! eNk ,! Autk(Xk) l'est. OrN ! eN est surjetif (plus généralement G ! eG est surjetif, ar dominant et fermé), onen déduit que eNk est in�nitésimal, don eN est un p-groupe. Montrons la onnexité. Quitteà étendre la base au omplété de R, on peut supposer que R est omplet. Considérons lemorphisme omposé t : N ! eN ! eN�et, où eN�et est le quotient de la suite étale-onnexe deeN ; t est trivial sur la �bre spéiale. Or t est déterminé par sa �bre spéiale ([SGA1℄, ExpI, or 6.2) don il est globalement trivial. Comme t est dominant, eN�et = 1. Ainsi eN estonnexe.(iv) Loalement, X = Spe(A) et X=G est dé�ni par le spetre de l'anneau A0 = f a 2A; �G(a) = 1
 a g, où �G est la oation orrespondante à l'ation de G sur X. Or, �G sefatorise par � eG en A! R eG
A ,! RG
Ade sorte que eA0 = f a 2 A; � eG(a) = 1
 a g = A0 d'où la onlusion.(v) H agit évidemment de manière admissible, et X=H ��! X= eH par (iv). Pour montrerque ℄G=H = eG= eH il su�t de montrer que eG= eH agit universellement �dèlement sur X=H,e qui est lair puisque eG agit universellement �dèlement sur X.(vi) Par (v) on a G=N ��! eG= eN puisque G=N agit universellement �dèlement sur X=N 'X= eN . La suite étale-onnexe en déoule. �Remarque 2.4 Une égalité telle que G=N = eG= eN n'est bien sûr pas vraie pour toutsous-groupe distingué N CG.Exemples 2.5 (i) Si X est une ourbe de genre g > 2, stable (ou stable marquée) sur R,alors eG ' G du fait que AutS(X) est non rami�é [DM℄.(ii) Si en revanhe X est une ourbe de genre g 6 1, ou de genre g > 2 mais non stable,on n'a pas néessairement eG = G. Par exemple soit X = E la ourbe elliptique averédution nodale, E : y2 = x3 + x + �, ou alors, une ourbe elliptique ave rédutionlisse supersingulière. Soit P un point de p-torsion sur EK , par propreté il s'étend en unesetion de E=R donnant lieu à un automorphisme d'ordre p. Comme il n'y a pas de pointde p-torsion sur la �bre spéiale, on ne peut pas avoir eG = Z=pZ.(iii) Un exemple généralisant elui de la ourbe elliptique supersingulière (ii) est elui d'unshéma abélien A sur R (i.e. une variété abélienne ave bonne rédution au sens de [BLR℄).On suppose que la p-torsion de AK est rationnelle : G = (Z=pZ)2n � AK . Alors l'ation deG par translation s'étend en une ation sur A, et eG est le noyau de l'isogénie p : A ! A.Celui-i n'est pas étale (le noyau de l'isogénie n est étale lorsque et seulement lorsque nest premier à p), don eG 6= G.3 Elatements de NéronDans ette setion nous retraçons rapidement les dé�nitions et propriétés de base desélatements de Néron, puis disutons plus en détail les élatements d'ations de shémas engroupes sur des shémas (on élate à la fois dans le groupe qui agit, et dans le shéma). Pourétablir un résultat du type de 2.1, nous devons étudier spéialement le omportement dunoyau d'une ation par élatement. Nous arrivons à la formulation d'un résultat onjetural(question 3.3.3), ruial pour établir le théorème 4.1 au paragaphe 4.75



Les référenes utilisées sont [WaWe℄ et [BLR℄. Nous nous limitons au as de shémasa�nes, qui nous su�t ; la disussion de [BLR℄ est plus préise. Pour 3.1 nous suivons essen-tiellement [WaWe℄, en aentuant la fontorialité pour élargir les énonés au as d'ationde (shémas en) groupes.Soit (R;mR; k;K; �) un anneau de valuation disrète. Dans ette setion tous les R-shémas sont a�nes et plats. On pourrait aussi bien travailler ave l'hypothèse plus forteque les R-algèbres de fontions sont plates et séparées pour la topologie �-adique ('estune hypothèse essentielle pour 1.5.1, sous laquelle nous travaillerons dans le paragraphe 4).Soit X un K-shéma. Un shéma X est appelé un modèle de X si 'est un R-shéma(a�ne omme dans tout le pargraphe) et plat, tel que XK = X . (Ii aussi on pourraittravailler ave des modèles d'algèbres plates et séparées pour la topologie �-adique.) ParfoisX ne sera pas préisé et on dira que X est un modèle de sa �bre générique, ou simplementun modèle. Un morphisme X 0 ! X entre modèles de X est appelé morphisme modèlesi 'est l'identité de X sur la �bre générique ; dans ette situation on dira aussi que X 0domine X.3.1 Rappel des propriétés prinipalesSoit X = Spe(A) un modèle, et Y un sous-shéma fermé de Xk, dé�ni par un idéalI � A ontenant �.Proposition et dé�nition 3.1.1 L'élatement de Néron de Y dans X est le shémaa�ne XY d'anneau de fontions AY = R[��1I℄ � AK . Si X est de type �ni sur R de sorteque I = (�; f1; : : : ; fn) est de type �ni, alors AY = A[f1� ; : : : fn� ℄. L'élatement XY est unmodèle de XK, de type �ni si X l'est, et il y a un morphisme modèle anonique XY ! X.Preuve : Comme �A � J , on a A � AY � AK . Cela montre que AY n'a pas de R-torsion, don il est plat. Le fait que AY soit de type �ni si A l'est est lair. De même,(AY )
K = AK de sorte que XY est un modèle de XK . �On observe que, si A est plat et séparé pour la topologie �-adique, il en est de mêmede AY . D'autre part, par onstrution, le morphisme XY ! X est dominant.Proposition 3.1.2 (Propriété Universelle) Le morphisme modèle XY ! X envoie la�bre spéiale dans Y , et tout morphisme Z ! X ave Z plat sur R, qui envoie la �brespéiale dans Y , se fatorise de manière unique par XY .Preuve : On a I � �AY , don il s'envoie sur 0 dans AY =�AY , don la �bre spéiale de XYest envoyée dans Y . Si u : Z ! X envoie la �bre spéiale Zk dans Y , alors par platitudeon a le diagramme (où Z = Spe(B))A eu - B\ \AK - BKL'hypothèse u(Zk) � Y signi�e eu(I) � �B. Soit fk 2 I, par platitude bk 2 B tel queeu(fk) = �bk est unique, don eu s'étend de manière unique à AY par eu(fk=�) = bk. �76



Proposition 3.1.3 (Fontorialité en (X;Y )) Supposons avoir un diagramme ommu-tatif de shémas et sous-shéma fermésX1 f - X2Y1[6 - Y2[6(i) Alors, il y a un unique morphisme (X1)Y1 ! (X2)Y2 rendant ommutatif le arréévident, et de plus, si le diagramme i-dessus est artésien i.e. Y1 = f�1Y2, alors enfait (X1)Y1 = (X2)Y2 �X2 X1. En d'autres termes, l'élatement ommute au hangementde base sur X.(ii) Lorsque X1 = X2 = X (don Y1 est un sous-shéma fermé de Y2), notons eY1 lapréimage de Y1 par l'élatement XY2 ! X. Alors, on a XY1 = (XY2)eY1 .(iii) La �bre spéiale de XY est Y �X XY .Preuve : En utilisant la propriété universelle, toutes es assertions sont immédiates. �En�n nous rappelons l'existene d'une suite d'élatements anonique qui déomposetout morphisme modèle X 0 ! X.Lemme 3.1.4 Un morphisme modèle X 0 ! X qui est dominant sur la �bre spéiale, estun isomorphisme.Preuve : X 0k ! Xk est dominant ssi Ak ! A0k est injetif, 'est-à-dire, �A0 \A = �A. Sia0 2 A0, vu dans A0K = AK il s'érit a0 = a�k . Alors, a = �ka0 2 A \ �kA0 = �kA. Commeles anneaux sont sans torsion, on en déduit que a0 2 A. �Proposition 3.1.5 (Suite Standard d'élatements [WaWe℄)Tout morphisme modèle f : X 0 ! X est (de façon anonique) omposé d'une suite d'éla-tements, �nie si X est de type �ni :X 0 ! � � � ! X2 ! X1 ! X0 = X(si la suite n'est pas �nie, on entend par là que X 0 est � limite projetive � des Xi, 'est-à-dire que son algèbre de fontions est la réunion des algèbres de fontions Ai des Xi). Cettesuite est appelée la suite standard de f .Preuve : Si X 0k ! Xk est dominant, par le lemme on a X 0 = X. Sinon, on note Y sonimage, de sorte que X 0 ! X se fatorise par X1 = XY . Pour i > 1, tant que X 0k ! (Xi)kn'est pas dominant, on élate son image dans Xi et on obtient ainsi X 0 ! Xi+1. Il su�tde montrer que e proédé prend �n après un nombre �ni d'étapes. Or l'image Y 2 X estdé�nie par l'idéal I = A\�A0, don A1 = R[��1I℄ � ��1A\A0. Par réurrene, on montreque An � ��nA\A0. En prenant la réunion, A0 = A0\AK = A0\([n��nA) � [nAn � A0.Si A0 est de type �ni, on a égalité pour un ertain n. �Remarque 3.1.6 Comme on l'a déjà fait observer, siX etX 0 ont des algèbres de fontionsqui sont plates et séparées pour la topologie �-adique, alors il en va de même pour haundes membres de la suite standard.Par ailleurs, si on travaille ave des R-algèbres (pour X et X 0) qui ont une propriété de�nitude telle que : � loalisée (ou loalisée-omplétée) en un premier d'une algébre de type�ni �, la �nitude de la suite standard reste naturellement vraie, par la même démonstration.77



3.2 Elatement d'ationsUn modèle peut avoir une struture supplémentaire de R-shéma en groupes. Dans lasuite, un shéma, que e soit un groupe ou non, sera enore appelé un modèle. LorsqueX 0;X sont des shémas en groupes, on demande bien sûr qu'un morphisme modèleX 0 ! Xsoit un morphisme de groupes : nous montrons dans la proposition suivante que 'est bienle as.Proposition 3.2.1 (Elatement d'ations)(i) L'élatement de Néron ommute au produit : si X1;X2 sont des modèles et Y1; Y2 dessous-shémas fermés, alors l'élaté de Y1 � Y2 dans X1 �X2 est le produit des élatés deYi dans Xi, i = 1; 2.(ii) En partiulier, si X est un R-shéma en groupes et Y un sous-shéma en groupesde Xk, alors XY est un R-shéma en groupes et le morphisme modèle anonique est unmorphisme de groupes.(iii) Si � : G � X ! X est une ation d'un R-shéma en groupes plat (a�ne) sur unR-shéma plat (a�ne), si Y (resp. H) est un sous-shéma fermé de Xk (resp. un sous-shéma en groupes fermé de Gk) tels que Y soit H-stable, alors il y a une unique ationinduite � : GH �XY ! XY ompatible ave �.GH �XY - XYG�X? - X?Preuve : La ommutation au produit est une onséquene direte de la propriété univer-selle. Don, si X est un shéma en groupes et Y un sous-shéma en groupes fermé de Xk,alors par fontorialité on peut élater la multipliationX �X f - XY � Y[6 - Y[6pour obtenir une multipliation XY � XY ! XY . De manière similaire, on obtient unmorphisme d'inversion et une unité pour XY .En�n, dans le as d'un shéma ave ation, les mêmes raisonnements s'appliquent arle morphisme GH �XY ! G�X ! X envoie la �bre spéiale dans Y . �Exemple 3.2.2 Dérivons la suite standard pour un morphisme modèle entreG = (Z=pZ)Ret G = �p;R. On suppose que R ontient une raine primitive p-ème de l'unité �, et onpose � = � � 1. A un hangement de générateur près dans (Z=pZ), il n'y a qu'un mor-phisme modèle qui, au niveau des algèbres, est donné par f : R[G ℄ = R[z℄zp�1 ,! R[G℄ = Rp,P (z) 7! (P (1); P (�); : : : ; P (�p�1)). Pour aluler l'élatement posons z = 1 + �, alorsf�; : : : ; �p�1g est une base de mR[G ℄. Pour 0 6 i 6 p�1, soit � [i℄ = �i�1��1 = 1+�+ � � �+�i�1et e = (� [0℄; : : : ; � [p�1℄) 2 R[G℄. On voit que f(�) = �e, et que e engendre R[G℄ : enfait R[G℄ = R[e℄ = R[X℄P�(X) . Don, R[G ℄ = R[�e℄ ; le premier élatement donne l'algèbreR[G1℄ = R[��e℄, et on reonnaît G1 = H1 (f 1.4). En poursuivant les élatements ondéouvre la suite : (Z=pZ)R = Hs !Hs�1 ! � � � ! H1 !H0 = �p78



Utilisons ette suite pour donner une démonstration plus géométrique de 1.4.1. Soit G unR-shéma en groupes �ni et plat tel que (Z=pZ)K ' GK . On a vu que, G étant propre,et isomorphisme se prolonge en un morphisme (Z=pZ)R! G. Considérons la ompositionvers le modèle minimal (Z=pZ)R s! G t! �p et sa suite standard qui est elle i-dessus (àun automorphisme près de Z=pZ). Si l'image de la �bre spéiale par t est le groupe trivial1, alors le premier ran de la suite standard de t est H1. En itérant, tant que l'image de la�bre spéiale par ti : G! Hi est 1, le ran suivant est Hi+1. Lorsque e n'est plus le as,'est que ti est dominant sur la �bre spéiale, don G ' Hi. �3.3 Noyau de l'élatement d'une ationPassons à l'étude du noyau d'une ation élatée. Un premier lemme va nous élairer :Lemme 3.3.1 Soient � : G�X ! X et � : GH�XY ! XY dans la situation de 3.2.1(iii).Soient K = ker(�) et L = ker(�) leurs noyaux. Notons u : GH ! G et f : XY ! X lesélatements. Alors,(i) L � u�1(K).(ii) L = u�1(K) si Y = Xk.Preuve : Les morphismes u et f sont dominants, don le morphisme t := (ujL; f) aussi.On onsidère le triangle L�XYu(L)�X (id;�ju(L)�X)-� t u(L)�Xt -qui ommute par ompatibilité de � et de �. Or t est un épimorphisme dans la atégoriedes shémas séparés ([EGA1℄, or. 9.5.6) don (id; �ju(L)�X) = id i.e. �ju(L)�X = pr2.Don u(L) agit trivialement, il fatorise par le noyau K, d'où le résultat. L'assertion (ii)est évidente ar si Y = Xk, alors XY = X et f = id. �Ce lemme indique qu'il y a deux situations antagonistes :(1) si on n'élate que le groupe G (i.e. Y = Xk), alors L = u�1(K) a tendane à augmenter.Par exemple, si on a initialement une ation �dèle i.e. un noyau trivial K = 1, alorsL = ker(u) n'est pas trivial (sauf si u est un isomorphisme).(2) si on n'élate que le shéma X (i.e. H = Gk), alors u = id et par le lemme L �u�1(K) = K. Don ii le noyau diminue.Dans l'appliation que nous avons en vue au paragraphe 4, on dispose d'un morphismemodèle f : X 0 ! X, et un groupe G agit universellement �dèlement sur X. Le mor-phisme f est déomposé anoniquement en sa suite standard d'élatements. Il s'agit alorsde � suivre � l'ation de G lors de es élatements, et notamment, de faire en sorte qu'ellereste universellement �dèle (voir la preuve de 4.1 pour G abélien, au paragraphe suivant).Partant d'une ation universellement �dèle (K = 1), dans le but de onserver ettepropriété, le point (2) i-dessus ainsi que 3.1.3(ii) montrent qu'on a intérêt à élater desgroupes � gros �. Le sous-shéma fermé Y � Xk à élater étant imposé (dans la suitestandard on élate les images suessives de la �bre spéiale par f), le plus gros sous-groupe de G que l'on peut élater pour obtenir enore une ation doit stabiliser Y , i.e.doit être inlus dans le transporteur TranspGk(Y ) (voir 1.2). Or, lorsque G est �ni sur R,elui-i est bien un sous-groupe de Gk (et pas seulement un sous-monoïde) :79



Lemme 3.3.2 Si G est �ni sur R on a H = TranspGk(Y ) = NormGk(Y ), 'est-à-dire queH est un sous-groupe (fermé) de Gk.Preuve : La base k étant un orps algébriquement los, on sait que le shéma en groupesGk est annulé par son ordre n. Don le morphisme d'inversion est �n�1, l'élévation à lapuissane n � 1. Le résultat est alors lair sur les fonteurs de points de G;X; Y puisqueg(Y ) � Y implique g�1(Y ) = gn�1(Y ) � Y , q.e.d. �La question qui se pose alors est la suivante :Question 3.3.3 Soit X un R-shéma a�ne, plat, de type �ni (ou loalisé, ou omplétéd'un shéma de type �ni). Soit G un R-shéma en groupes �ni et plat, et � : G�X ! Xune ation universellement �dèle. Soit Y un sous-shéma fermé de la �bre spéiale Xk,et H = TranspGk(Y ) son transporteur. L'ation élatée � : GH � XY ! XY est-elleuniversellement �dèle ?L'exemple du paragraphe 5 donne de bonnes raisons de penser que la réponse est posi-tive lorsque le groupe G est un p-groupe ylique. Dans e as G a un modèle minimal quiest un groupe diagonalisable, et la simpliité de e dernier permet de ontr�ler e�etivementl'ation. La démonstration du théorème 5.1 le montre ; par ailleurs il est vraisemblable quela seule di�ulté supplémentaire vienne du fait que les algèbres de Hopf des shémas engroupes mis en jeu (à la plae des H`) ne sont plus monogènes ('est e que montre parexemple le alul de la suite standard de (Z=p2Z)R! �p2;R, omme dans 3.2.2).Il faut noter qu'une tentative pour démontrer la proposition diretement dans les termesde 3.3.3, 'est-à-dire en revenant aux dé�nitions des élatements, du transporteur... surles anneaux de fontions, semble ne pas pouvoir aboutir. Par ailleurs un essai par desméthodes plus formelles (utilisant les propriétés universelles et la fontorialité) semblevain également ar l'élatement représente un fonteur dé�ni sur les shémas plats sur Ralors qu'au ontraire le noyau a tendane à ne pas être plat.Exemple 3.3.4 Donnons un exemple qui montre qu'on doit e�etivement élater le trans-porteur tout entier. Soit G = �p;R agissant sur X = A 1R = Spe(R[t℄), et élatons l'origineY = O dans Xk, dé�nie par l'idéal (t). Le transporteur, égal au normalisateur, est �p;k.L'ation est donnée par R[t℄ ! R[z℄zp�1 
R[t℄t 7! z 
 tSi on élate seulement f1g � �p;k, 'est-à-dire que l'on pose u = z�1� , alors l'ation obtenueest t 7! (1 + �u)
 t qui n'est pas �dèle sur la �bre spéiale.4 Rédution des ations de groupes sur un anneau de valua-tion disrète (as a�ne)Nous allons énoner dans e paragraphe un résultat similaire au théorème 2.1, lorsqueX est maintenant supposé a�ne. La validité du théorème en question est onditionnée parelle de 3.3.3.Le problème dans le as a�ne est qu'on ne peut plus parler d'un shéma (ou mêmed'un espae algébrique) AutR(X). Une idée naturelle pour ontourner et obstale seraitde plonger X dans un espae a�ne A NR , de manière équivariante (G agit alors sur A NRpar automorphismes linéaires, par exemple par permutation des oordonnées). L'intérêt80



est qu'on peut ensuite plonger A NR dans PNR , et onsidérer la l�ture projetive X de Xdans PNR . Il y a maintenant un shéma AutR(X), et l'ation de G sur X se propage à X .Malheureusement, si on fait apparaître de la sorte un groupe eG, on ne peut pas montrerqu'il agit universellement �dèlement sur X : une raison à ela est que la �bre spéiale Xkn'est pas dense dans la �bre spéiale (X)k de X .Le prinipe de la démonstration est don tout à fait di�érent. Il utilise les élatementsde Néron, sous la forme partiulière du paragraphe 3, puisqu'on élate ii des ations degroupes sur des shémas, en élatant en même temps le shéma et le groupe qui agit. Laméthode que nous proposons pour une approhe e�etive du modèle eG, ne fontionne quedans le as des groupes abéliens.Théorème 4.1 Soit G un groupe �ni abélien d'ordre n et R un anneau de valuation dis-rète qui ontient une raine primitive n-ème de l'unité. Soit X = Spe(A) un shémaa�ne, de type �ni (ou loalisé, ou omplété d'un shéma de type �ni), ave A plat sur Ret séparé pour la topologie �-adique. Soit � : G � X ! X une ation de G sur X, �dèlesur la �bre générique XK . Supposons que la réponse à la question 3.3.3 soit positive pourG. Alors, G a un unique modèle eG (�ni et plat sur R), qui agit universellement �dèlementsur X, et que G domine ompatiblement.On rappelle que, lorsque deux groupes G;G0 agissent sur X, on dit que G domine G0ompatiblement si G domine G0 (don on a un morphisme u : G ! G0) de telle sorte quel'ation de G se déduise de elle de G0 par u.Remarques 4.2(i) Compte tenu des ommentaires faits à la suite de la question 3.3.3, il semble raisonnablede onjeturer que le résultat du théorème est don vrai pour G = Z=pnZ.(ii) Comme on l'a fait remarquer dans 1.3, le théorème prend tout son sens si on supposeles �bres de X au-dessus de R intègres.(iii) Intuitivement, l'hypothèse que � A est plat sur R et séparé pour la topologie �-adique � est néessaire pour éviter la situation où X est en fait un K-shéma. Elle sert demanière essentielle lorsqu'on utilise la proposition 1.5.1.(iv) Si X est un R-shéma en groupes et que G agit par morphismes de groupes, il enest de même de eG. En e�et, les axiomes qui traduisent le fait que G agit par morphismesde groupes sont des égalités entre des shémas plats sur R, vraies par hypothèse sur la�bre générique ; or on rappelle qu'un tel morphisme est déterminé par sa valeur sur la �bregénérique.(v) Pour diverses raisons, il est sans espoir de vouloir étendre le résultat par reollementà un R-shéma quelonque (séparé, de type �ni, loalement libre sur R). Par exemple,étant donné un reouvrement a�ne de X, on ne peut pas assurer que les Ui \ Uj soientloalement libres sur R. Par ailleurs, eG ne � varie pas le long de X �, e qui annone desinompatibilités sur les intersetions Ui \ Uj .Faisons l'observation (essentielle) que la proposition 2.3 se reonduit ii de la mêmefaçon. Passons à la démonstration :Preuve : Par hypothèse, XK est muni d'une ation �dèle de G, qui oïnide sur Spe(K)ave son dual de Cartier D(G) (puisqu'il y a dans R une raine primitive pn-ème del'unité). Cela orrespond par 1.5.1 à une G-graduation AK = �g2G(AK)g. Posons Bg =(AK)g\A et B = �g2GBg : il est lair que 'est un sous-anneau de A, plat et séparé pour latopologie �-adique, don muni par onstrution d'une ation universellement �dèle deD(G)81



(proposition 1.5.1). Le shéma Y = Spe(B) est un modèle de XK , et on a un morphismemodèle f : X ! Y . De plus G domine D(G), ompatiblement aux ations sur X et Y .Soit X = Xn ! Xn�1 � � � ! X1 ! X0 = Y la suite standard de f (proposition 3.1.5).Elle orrespond à élater les images suessives Z0; Z1; : : : de Xk dans Y;X1; : : : Il estlair par ailleurs que l'image de Gk dans D(G)k stabilise Z0, 'est-à-dire qu'elle est inlusedans le transporteur, égal au normalisateur par le lemme, NormD(G)k(Z0). En élatant,dans D(G), e normalisateur tout entier, on obtient un R-shéma en groupes eG1 qui agituniversellement �dèlement sur X1, ompte tenu de l'hypothèse que 3.3.3 a une réponsepositive. On itère en élatant Norm eG1;k(Z1), et. Au terme du proessus on obtient unR-shéma en groupes eG := eGn qui agit universellement �dèlement sur X = Xn.Prouvons l'uniité de eG. Soit G0 un modèle de G, dominé par G, et agissant sur Xompatiblement. On a une fatorisation G! G0 ! D(G) (minimalité du dual de Cartier,f [WaWe, or. 2.4℄). Soit G0 = G0m ! � � � ! G00 = D(G) la suite standard. L'image de la�bre spéiale par G01 ! D(G) est inluse dans NormD(G)k(Z0), don l'élatement donneG01 ! eG1 (3.1.3(ii)). En itérant on voit que G0i domine eGi, pour tout i, d'où �nalement unmorphisme u : G0 ! G0n ! eG. On a alors un diagramme d'ationsG0 �X - XkeG�X? - XDans ette situation, le noyau de l'ation de G0 est ker(G0 ! eG) (lemme 3.3.1), don trivialen supposant que G0 agit universellement �dèlement. Ainsi G0 ' eG. �5 Exemple : rédution des revêtements de degré pSoit (R;mR; k;K; �) un anneau de valuation disrète omplet, de orps résiduel algé-briquement los. Dans e paragraphe nous appliquons la méthode du préédent à l'étudede la rédution des revêtements de ourbes lisses sur R, dans le as du groupe de GaloisG = Z=pZ. C'est l'aspet loal qui est traité : on onsidère don un germe de ourbe lissesur R, 'est-à-dire le spetre de A = R[[t℄℄, et on étudie la rédution de revêtements sur Kde la forme � : Spe(BK)! Spe(AK), galoisiens de groupe G. Le as où � est un torseura été traité par [He℄, [GM1℄. Ii nous étendons la lassi�ation au as d'une ation nonnéessairement libre, omme illustration de la tehnique des élatements de Néron.Dans e paragraphe, on suppose que R ontient une raine primitive p-ème de l'unité�, et on pose � = � � 1. On note v� la valuation normalisée de R et s = v�(�). On saitqu'il existe une unité 0 2 R� telle que p = 0�p�1, de sorte qu'il existe  2 R� tel quep = �s(p�1). En�n, dans tout le � 5, on note par une barre � la rédution modulo �, i.e.,pour toute R-algèbre B et b 2 B, �b 2 Bk.Le résultat du paragraphe est le théorème suivant. Soit X = Spe(A), où A = R[[t℄℄,un germe de ourbe lisse sur R. Soit � : YK ! XK un revêtement galoisien de groupeG = Z=pZ ; YK est une R-algèbre formellement lisse et � est génériquement étale. SoitY = Spe(B) obtenu par normalisation de X dans YK ; le groupe G agit sur Y . Onsuppose que la �bre spéiale de Y est intègre. Les anneaux loaux A(�) et B(�) des pointsgénériques des �bres spéiales de X et Y sont des anneaux de valuation disrète ; soit Æ lavaluation de la di�érente de l'extension orrespondante.82



Théorème 5.1 On a Æ = (s�m)(p� 1) pour un m 2 f0; : : : ; sg, et X est le quotient deY par Hm agissant universellement �dèlement.Le groupe Hm (voir 1.4) est don le modèle de rédution eG du groupe G pour sonation sur Spe(B). La preuve du théorème donne la struture préise de B omme A-algèbre (voir lemme 5.3.2) ; ontrairement au as des torseurs, B n'est pas en généralA-algèbre monogène.Dans la démonstration du théorème 4.1, on a vu qu'il existe un anneau intermédiaireA � C � B, ave ation universellement �dèle de D(G) = �p;R (prendre garde queles notations sont di�érentes de elles de 4.1). De plus, A est l'anneau d'invariants deC sous D(G) et CK = BK . L'ation eG � Spe(B) ! Spe(B) est obtenue à partir deD(G)�Spe(C)! Spe(C) par une suite �nie d'élatements : 'est la suite standard entreSpe(B) et Spe(C), et les élatements suessifs des normalisateurs dans eG0 = D(G),eG1... La di�ulté majeure pour mener ei à bien est la onnaissane de l'algèbre C et desélatés : 'est e qui oupe 5.1, 5.2 et une partie de 5.3.5.1 Desription de CPar la proposition 1.5.2 on a don une graduation BK = Lp�1j=0 (BK)j ave de plus(BK)j = AK wj (les indies sont à prendre modulo p). L'algèbre C est alors dé�nie parC = Lp�1j=0 (BK)j \ B. Dans les lignes qui suivent nous allons dérire es algèbres BK etC, pour ensuite suivre le proessus d'élatements qui nous mènera à eG = Hm. Les résultatssont résumés par (III.1), (III.2), (III.3), (III.4).Choix de wjPar platitude, BK = B[1=�℄. Don dans la déomposition i-dessus, on peut hoisirwj 2 BK ave wj 2 B; �wj 6= 0 (III.1)Le hoix de wj dans le � sous-espae assoié à �j � est unique à multipliation par uneunité de AK près, et la ondition i-dessus montre qu'il est en fait unique à multipliationpar un élément de A près.Puissanes de wjPour la suite, posons w := w1. On a wj 2 AK wj don il existe hj 2 AK satisfaisantwj = hjwj . Mais, Bk étant intègre, hj 2 A et �hj 6= 0. En partiulier, pour j = p on awp = f 2 A, et �f 6= 0.L'hypothèse que B n'a pas de diviseur de zéro empêhe f d'être une puissane p-ème.De plus, f peut être hoisi sans fateur puissane p-ème, ar si wp = f 0up, alors w0 = w=usatisfait (w0)p = f 0 2 A, don w0 2 B ar B est intégralement los, don on peut remplaerw par w0. L'anneau A étant fatoriel, déomposons f en fateurs irrédutibles :f = qe11 : : : qerr ; 1 6 ei < p (III.2)Observons que, à un automorphisme de Z=pZ près (i.e. quitte à hanger le hoix de w), onpeut supposer que e1 = 1. Le as f 2 A� peut être inlus dans ette formulation si l'on83



aepte que q1 2 A�. Ce qui a été fait pour w peut être fait pour tous les wj , en partiulieron a (fj hoisi sans fateur puissane p-ème) :wpj = fj 2 A (III.3)Choix de hj ; oe�ients hi;j ; présentationsOn a (hj)pfj = (hjwj)p = wjp = f j = qje11 : : : qjerr , et omme fj n'a pas de fateurpuissane p-ème, on voit que, quitte à multiplier par une unité si néessaire, on peut prendrehj = qb je1p 1 : : : qb jerp r . Par onséquent fj = fj(hj)p = qje1modp1 : : : qjermodpr . La relation suivantes'en déduit aussit�t : wiwj = hi;jwi+j (III.4)où hi;j := f b i+jp  hi+jhihj = qb (i+j)e1p �b ie1p �b je1p 1 : : : qb (i+j)e1p �b ie1p �b je1p r 2 A. Les hj sont réu-pérés à partir des hi;j par hj = h1;1h1;2 : : : h1;j�1. En�n, omme la table de multipliationde BK est entièrement déterminée par les hi;j, on obtient la présentation suivante :BK ' AK [X1; : : : ;Xp�1℄(XiXj � hi;jXi+j)i;jPour e qui est de l'algèbre C, on a Ci = (BK)i \B = Awi, et e qui préède montre :Lemme 5.1.1 On a C ' A[X1;:::;Xp�1℄(XiXj�hi;jXi+j)i;j . �Partant de ette présentation, on peut donner une desription plus ommode de C, quimontre en partiulier que C est intègre. Considérons l'injetion de A := A[X℄Xp�f dans sonorps de frations K . Soit � l'image de X dans A , et onsidérons le morphisme'0 : A[X1; : : : ;Xp�1℄ ! A h�2h2 ; : : : ; �p�1hp�1 i � KXi 7! �ihiDe toute évidene, '0 s'annule sur les relations XiXj � hi;jXi+j et don induit un mor-phisme ' qui est un morphisme surjetif de A-modules libres de rang p, don ' est unisomorphisme.5.2 Formes réduitesLemme 5.2.1 Il existe un entier maximal r > 0 tel que 9u; v 2 A; f = up + �rv. On ar = pm ave m 6 s, et, u; v étant hoisis, �v n'est pas une puissane p-ème. Une telle formeréduite pour f n'est pas unique.Preuve : Noter que, omme as partiulier du lemme, r = 0 ssi �f n'est pas une puissane p-ème. Etablissons d'abord la première assertion. Si elle n'est pas vraie, il existe des élémentsun; vn tels que f = upn + �rnvn ave rn ! 1. Mais A étant omplet pour la topologie �-adique, on doit avoir upn ! f = wp, et don par le prinipe des tiroirs, une sous-suite desun tend vers �ew pour un e. Mais w = lim ��eun 2 A est une ontradition.84



Soit f = up+�rv une telle expression ave r maximal. Nous allons montrer que r 6 ps.Pour e faire, onsidérons, pour un entier e quelonque pour le moment, l'élément de BKdé�ni par �e = w�u�e . Il satisfait l'équationf = up + �rv = (u+ �e�e)p i.e., en développant : �ep�pe + � � � + p�eup�1�e = �rvD'abord on observe que �u 6= 0. En e�et, si u = ��u0 ave � > 1, alors hoisissant e = �dans l'équation on aurait ��pjf ontredisant l'hypothèse que f est hoisi sans puissanep-ème. Supposons maintenant que r > ps et hoisissons e = s. On peut diviser les deuxmembres par �ps, d'où une équation unitaire don �s 2 B. Après rédution modulo � onobtient ��ps + ��up�1��s = 0 (se rappeler que p = �s(p�1)). Cette équation est sindée :��s p�2Yi=0(��s � ��i�� �u) = 0 (III.5)où � 2 R est une raine (p� 1)-ème de l'unité, et � 2 R est une raine (p� 1)-ème de �.Montrons qu'alors on a B = A[�s℄. Pour ela il su�t de voir que A[�s℄ est intégralementlos ; on utilise le ritère (R1) + (S2) de Serre. La ondition (S2) est automatique ar A[�s℄est d'intersetion omplète. Pour véri�er (R1) il faut onsidérer les idéaux premiers p deA[�s℄ de hauteur 1. On peut supposer que p est au-dessus de l'idéal (�) de R. D'aprèsl'équation (III.5) i-dessus les idéaux reherhés sont p = (�; �s) et les pi = (�; �s � �i�u)pour i 2 f0; : : : ; p�2g. On doit montrer que les loalisés en es premiers sont des anneaux devaluation disrète. Traitons le as du loalisé en p = (�; �s). Toujours par l'équation (III.5)on a �sQi(�s � �i�u) = �z (ave z 2 A[�s℄, et pas seulement z 2 B). Or dans A[�s℄pl'élément �s��i�u est inversible ; il s'ensuit que �s 2 (�) don A[�s℄p est prinipal engendrépar �. Le as des autres loalisés A[�s℄pi est similaire. Il s'ensuit que A[�s℄ = B. CommeB 
 k est supposé intègre, et que A[�s℄
 k ne l'est pas, ei est impossible.Voyons maintenant que pjr. Par ontraposée, la division eulidienne donne r = pm+r0,0 < r0 < p, m < s. Après division par �pm, l'équation véri�ée par �m est�pm + � � �+ �(s�m)(p�1)up�1�m = �r0vSoit �m = �Æ�0 ave Æ la �-valuation de �m 2 BK . Comme (s�m)(p� 1) > 0, l'équationréduite modulo � est ��pm = 0 don Æ > 1 (Bk est intègre). Alors, dans le membre de gauhe,tous les termes ont une valuation > p ; dans le membre de droite, 'est v� = r0 < p,ontradition.En�n, �v n'est pas une puissane p-ème, ar si on avait v = p + ��d, alors up + �rv =(u+ �m)p � pup�1�m� � � � � pu(�m)p�1 + �mp+�d e qui ontredirait la maximalité der = mp. �Réiproquement :Lemme 5.2.2 Si f = up + �pmv ave �v non puissane p-ème, alors r = pm est le rmaximal.Preuve : Imaginons qu'on ait f = up + �pmv = ap + �pnb ave m < n 6 s. Alors u et adoivent être égaux modulo �, d'où u = a+�tÆ ave Æ 2 A, �Æ 6= 0. L'équation satisfaite parÆ est �pnb = �s(p�1)�tÆap�1 + � � �+ �tpÆp + �pmv85



En omparant les �-valuations on voit que néessairement t = m. En divisant par �mp onobtient une équation unitaire dont la rédution modulo � est �Æp + �v = 0. Ainsi, �v est unepuissane p-ème. �Une onséquene de e lemme est que r = r(f) est invariant par multipliation parun élément ap, a 2 A, �a 6= 0. En partiulier, on a r(fj) = r((hj)pfj) = r(f j). En élevantf = up + �pmv à la puissane j, on voit que r(f) 6 r(f j). Don, r(f) 6 r(fj), et parsymétrie on a égalité. En onlusion, pour tout j il existe uj; vj tels quewpj = fj = upj + �pmvj (III.6)On verra in �ne que m a une signi�ation géométrique en termes de la di�érente de l'ex-tension d'anneaux loaux des points génériques de Spe(Ak) et Spe(Bk), omme anonédans le théorème 5.1.5.3 Le proessus d'élatementsDe manière intuitive, on peut voir dès le départ que Ck n'a qu'un premier minimal (i.e.Spe(C) est irrédutible), ar Spe(B) ! Spe(C) est ensemblistement surjetive. Don,le proessus onsiste à élater la préimage (dans C) du nilradial de Ck pour rendre Ckintègre. Notons C` le `-ème élaté de la suite standard (3.1.5).G� SpeB - SpeBeG1 � SpeC1 -- SpeC1-eG� SpeC? -� SpeC?�Lemme 5.3.1 Pour 1 6 ` 6 m, C` est engendré omme A-algèbre par les éléments  j;` =wj�uj�` . Si ` < m les images de es éléments dans (C`)k sont nilpotentes ; l'algèbre réduitede (C`)k est Ak.Preuve : Les  j;` satisfont une équation entière dérivée de wpj = upj + �pmvj :( j;`)p + � � � + �(s�`)(p�1)up�1j  j;` = �p(m�`)vj (III.7)Par onséquent,  j;` 2 B ar B est intégralement los. Par dé�nition C` est engendré partous les =�` ave  2 C \ �`B. Erivons  =Pi iwi 2 C, ave i 2 A, alors =X iui +X i�` j;`Cei montre que  2 C \ �`B ) Pi iui 2 A \ �`B = �`A, de sorte que C` =A[f j;`gj=1:::p�1 ℄. Alors, pour ` < m, par l'équation i-dessus, ( � j;`)p = 0, et il est lairque ((C`)k)r�ed = Ak. �86



Lemme 5.3.2 Cm = B.Preuve : Par le ritère (R1) + (S2) il su�t de véri�er que (Cm)k est intègre, ar alors leloalisé (Cm)(�) sera un anneau de valuation disrète, don Cm intégralement los, donCm = B. A partir de maintenant érivons simplement  j pour  j;m. Des relations (III.4)pour C on déduit (�m i + ui)(�m j + uj) = hi;j(�m i+j + ui+j) (III.8)Don uiuj�hi;jui+j 2 A\�mB = �mA est de la forme �m�i;j pour un �i;j 2 A déterminé demanière unique. Les relations dé�nissant Cm sont obtenues à partir de (III.8) en éliminantla �-torsion, d'où �m i j + (ui j + uj i) + �i;j = hi;j i+jCe sont des relations dé�nissant Cm omme A-algèbre, et par onséquent(Cm)k ' Ak[X1; : : : ;Xp�1℄(�uiXj + �ujXi) + ��i;j � �hi;jXi+j)i;jDe �hi;j � i+j = �ui � j + �uj � i + ��i;j, �hj �uj = �uj et hj = h1;1h1;2 : : : h1;j�1, il déoule parréurrene que �hi � i = i�ui�1 � + ��i (III.9)où �i :=Pi�1d=1 hd�1;dui�1�d (partir de �hi+1 = �hi�h1;i et multiplier par � i+1).Après rédution modulo �, l'équation (III.7) est irrédutible. En e�et, si m = s, 'estune équation d'Artin-Shreier, qui si elle avait une raine serait entièrement sindée, dontoutes les raines se relèveraient, et don  j 2 A. Si m < s, l'équation est ( � j)p = �vj or �vjn'est pas une puissane p-ème. En onséquene, dans tous les as A 0 = Ak[ � ℄ est intègre.Soit K 0 = FraA 0 et dé�nissons un morphisme�0 : Ak[X1 : : : Xp�1℄ ! K 0Xi 7! i�ui�1 � +��i�hiA ause de (III.9) il est lair que toutes les relations (�uiXj + �ujXi) + ��i;j � �hi;jXi+j sontdans le noyau de �0, et que le morphisme induit � est un isomorphisme sur son image. �Soit Æ la valuation de la di�érente de l'extension des anneaux loaux A(�) et B(�) despoints génériques des �bres spéiales de X = Spe(A) et Y = Spe(B) (voir énoné duthéorème 5.1). La di�érente est l'idéal annulateur du module des di�érentielles 
1B(�)=A(�) .Par 5.3.2, on a B = A[ j;m℄16j6p�1. En di�érentiant les équations satisfaites par  j;m :( j;m)p + � � � + �(s�m)(p�1)up�1j  j;m = vj on obtient que l'idéal annulateur est (�Æ) oùÆ = (s�m)(p� 1). On peut en�n onlure :Théorème (5.1) On a Æ = (s�m)(p� 1) pour un m 2 f0; : : : ; sg, et X est le quotient deY par Hm (voir 1.4) agissant universellement �dèlement.Preuve : Comme indiqué au début de 5.3, on suit le proédé d'élatements dérit dans lapreuve de 4.1 en élatant dans C` (tant que ` < m) l'idéal I` = p� = (�;  1;`; : : : ;  p�1;`).Par réurrene, on établit la desription suivante. On a eG` = H` ; l'algèbre de Hopf de H`,87



intermédiaire entre R[�p℄ = R[z℄zp�1 et R[Z=pZ℄ = Rp, est engendrée par z�1�` (3.2.2). L'ationde H` sur C` est donnée pare�`( j;`) = e�`(wj � uj�` ) = 1�` e�(wj � uj) = 1�` (zj 
 wj � 1
 uj) = 1
  j;` + zj � 1�` 
 wjComme zj�1�` est non nul modulo � dans R[H`℄ ('est un générateur de R[H`℄
k), l'ationest �dèle sur la �bre spéiale. Par ailleurs on voit que (H`)k ne stabilise pas le sous-shémad'idéal I` 
 k = p0 ('est-à-dire, e�`(I`) 6� R[H`℄ 
 I`) don 'est le sous-groupe trivialqu'on élate (voir démonstration du théorème 4.1). On obtient eG`+1 = H`+1.Lorsque `+1 = m, on a eGm = Hm. Par le lemme préédent 5.3.2, on a Cm = B e quisigni�e la �n de la suite d'élatements. �
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Chapitre IVA moduli spae for wild overs inpositive harateristi
Abstrat : In this note we study the modular properties of a family of yli overings of P1 ofdegree N , in harateristi p > 0. This provides an example of an algebrai stak of wildly rami�edovers whose moduli spae has good redution. We ompute the automorphism group of these urves,provided that N and p are both odd. We onstrut a oarse moduli spae in the tame ase (N prime top), desribe the usps of its natural ompati�ation, and alulate the modular Piard group. We alsoonstrut a oarse moduli spae in the wild ase, over an algebraially losed �eld k of harateristi p.We are interested here in algebrai urves alled N -state Potts urves (N > 3 is aninteger), that provide interesting examples of families of Galois overs, both in the asesof tame and wild rami�ation. They were previously studied by S-S. Roan in [Ro℄.In the theory of Galois overs of urves, muh is known in the tame ase where theharateristi p > 0 of the base �eld does not divide the order of the group of automor-phisms. Preisely, �x a genus g, a �nite group G, and invariants of rami�ation. Then theGalois overs C ! D ' C=G with g = g(C) and rami�ation as presribed form a smoothalgebrai stak over Z[ 1jGj℄. It is also known how to ompatify it with stable overs. Byontrast, when p divides jGj, the base of the (uni)versal deformation of a G-over is verynasty in general (not even redued), meaning that the orresponding lassifying stak isfar from being smooth. Moreover, there exist smooth G-overs in harateristi 0 that donot have good (i.e. smooth) redution to harateristi p, and vie versa there exist smoothG-overs in har. p that do not lift to har. 0. Thus it is hard in general to establish bridgesbetween har. 0 and har. p.We fous here on the problem of giving suh a bridge ; essentially this means buildinga moduli spae over a valuation ring of mixed harateristis (0; p), and studying spe-ialization and generization. This is possible for the example of p-state Potts urves (thearguments given in setion 4 need very little adaptation to yield this, as we indiate in 4.2).It is worth observing that general theorems prove the existene of a oarse moduli spaeKey words : overs of algebrai urves, Hurwitz moduli spae, algebrai stak, wild rami�ation, redutionmod p.AMS Classi�ation : 14D22, 14H10, 14L30. 89



(as an algebrai spae) for separated algebrai staks [KeMo℄. However, suh an objet,ome out of the blue, is hard to omprehend. By ontrast, here we propose an � expliit �onstrution, thanks to whih we an provide simple answers to redution problems. Theonstrution makes use of the existene of a j-invariant, like in the ase of ellipti urvesor Igusa's lassi�ation of urves of genus 2.The strategy of the artile is to give full details in the ase of tame Potts urves (i.e.N prime to p), in order to prepare the ground for the study of all the phenomena thatremain quite obsure in the wild ase (i.e. pjN). In partiular, further work should treattwo aspets over R (mixed harateristi) : the problem of ompatifying (in a modularway) the spae of p-Potts urves, and the redution problem for urves of level N divisibleby p, e.g. N = p2 (see 2.2).Let us now introdue the main harater of the artile. Let N > 3 be an odd integer.De�nition 0 An N -state Potts urve (or N -Potts urve) is a (smooth) hyperellipti urveof genus N � 1, whih is a yli overing of P1 of degree N .Atually there is another de�nition when N is prime to the harateristi, slightlydi�erent at least from a modular point of view. We will rather use this variant in the studyof the tame ase, beause is �ts in the general setting of hapter II. We will indiate thisin the text.As a �rst step, in order to study the basi algebrai and arithmeti properties of Pottsurves, we need a preise knowledge of �nite subgroups of the projetive linear group PGL2over a �eld. The lassi�ation of �nite subgroups of PGL2 does not give their desriptionas subsets but only their group-theoreti struture. Hene we gathered some useful resultsin the �rst setion.In the seond setion we introdue Potts urves and ompute their automorphismgroups. It turns out that only when N = p does there exist Potts urves in the wildrami�ation ase (2.2).In the third setion, we treat the tame ase. For simpliity we assume that all baseshemes ontain a primitive N -th root of unity �N , and we rule out the prime 2 beause ofhyperelliptiity. The main result of this setion is the omputation of the moduli spae ofthe stak Pt of N -Potts urves (the exponent � t � stands for � tame �), as a stak overSpe Z[�N ; 12N ℄ (theorem 3.1.1) :Theorem The sheme A 1� 
Z[�N ; 12N ℄ is a oarse moduli spae for the algebrai stak Pt.Also, the modular Piard group of Pt and the ompati�ation by stable urves aredesribed.At last, in the fourth setion, we takle the wild ase. We build the moduli spae ofp-Potts urves over an algebraially losed �eld of harateristi p > 0, and obtain aneven more preise result on the orresponding stak Pw (the exponent � w � stands for� wild �) (see theorem 4.1.2) :Theorem The sheme A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2 is a oarse moduli spae for the algebrai stak Pw.Moreover, the map from Pw to its moduli spae is a gerbe, with �bres isomorphi to BGwhere G = Z=2Z� Z=pZ (preisely, Pw==G ' A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2 ).Notations : In the whole text, k is a �eld of harateristi p 6= 2. The harateristiexponent of k is exphar(k) = maxf1; har(k)g. As usual, the prime �eld is Fp , e.g. F0 = Q .90



We denote by (m;n) the gd of two integers m and n. When p > 0 and n is an integerwith n = pvn0 and (n0; p) = 1, we denote by ��n = ��n0 the set of primitive n-th roots ofunity in an algebrai losure of k. In partiular, ��p = f1g. Also, jEj stands for the ardinalof a set E. Let N > 3 be an odd integer, and �N 2 ��N , �xed one for all. We assume inthe whole text that �N 2 k.1 Preliminaries on Dikson's theoremThere is no pretene to originality in the ontents of this setion, but the results arestated here for our needs beause they ould not be found in the literature. We give alassi�ation of onjugay lasses of elements of �nite order in PGL2(k), instead of merelyisomorphism lasses. Its use is to prepare the ground for the proofs of 2.1.6 and 2.2.2that give the automorphisms of Potts urves. The reader may without prejudie skip thissetion and go straight to � 2, refering to the results below when neessary.Beause of their simpliity, proofs are sometimes elliptial (or even omitted). In thissetion, k is algebraially losed. We de�ne an equivalene relation in ��n by �0 � � i��0 = � or �0 = 1=�.Proposition 1.1 Let A 2 PGL2(k) be an automorphism of �nite order n. Then,(i) n is either prime to p, or equal to p.(ii) as an automorphism of P1k, A is onjugated to x 7! �x, for some � 2 ��n, when (n; p) =1, resp. to x 7! x+ 1, when n = p.The set ��n=� lassi�es onjugation lasses of elements of order n, and more preisely,ord(A) = n , there exists � 2 ��n=� suh that P�(A) := (1+�)2 detA�� (trA)2 = 0(this makes sense beause P�(A) is homogeneous in the oe�ients of A).Proof : Assume A 6= id.(i) if A has only one eigenvalue � 2 k, then it is onjugated to � � u0 � � with u� 6= 0, thatis to say, onjugated to x 7! x + 1. One readily heks with � = 1 that the last laimP1(A) = 0 is true.(ii) if A has two distint eigenvalues �+; ��, neessarily (n; p) = 1. Then A is onjugatedto � �+ 00 �� � and we have �+ = ��� for some � 2 ��n. Thanks to the harateristipolynomial we an ompute�� = trA � Æ2 ; where Æ2 = � = (trA)2 � 4 detA:Consequently, � = trA+ÆtrA�Æ hene (trA = 0; � = �1) or Æ = ��1�+1 trAhene (trA = 0; � = �1) or (trA)2 � 4 detA = (��1�+1 )2(trA)2hene (trA = 0; � = �1) or detA = �(�+1)2 (trA)2hene P�(A) = 0.Conversely we an read bakwards these alulations ; the square root may fore to hange� into 1=�, but this is harmless sine P� and P1=� are proportional. �Examples : a matrix A 2 PGL2 has order 2 if and only if trA = 0 ; A has order 3 if andonly if detA = (trA)2 ; A has order 4 if and only if 2 detA = (trA)2.91



Corollary 1.2 Let q = pn. The order of an element A 2 PGL2(Fq ) divides q � 1, q + 1,or p.Proof : Take A an element of order n prime to p. By proposition 1.1, there exists � 2 ��nalgebrai over Fq , of degree at most 2 (hene belonging to Fq2 ), suh that A orrespondsto x 7! �x. If � 2 Fq , we have �q�1 = 1. Else, the minimal polynomial of � over Fq isP = X2 + (2� (trA)2detA )X + 1. But P an also be written P = X2 � (�+ �q)X + �q+1 withthe Frobenius Fr(x) = xq, generating Gal(Fq2 =Fq ) = Z=2Z. Hene �q+1 = 1 and we aredone. �Corollary 1.3 There are q2 � 1 elements of order p in PGL2(Fq ), and they all belong toPSL2(Fq ). Moreover the set of �xed points of any order p element of PGL2(Fq ), ating onP1(k), is P1(Fq ). �Atually Dikson gave a omprehensive desription of all �nite subgroups of SL2(k) (kalgebraially losed), see for example [Su, hap. 3, �6, th. 6.17℄. As we are interested in thesubgroups of PGL2(k) = PSL2(k), theorem 6.17 of [Su℄ takes the following shape :Theorem 1.4 (Dikson) Let k be an algebraially losed �eld with exphar(k) = p 6= 2.Then any �nite subgroup G � PGL2(k) is isomorphi to a subgroup among the followinglist :If ( p; jGj ) = 1,(1) a yli group, dihedral group, S4, A4 or A5,and, if p j jGj,(2) G = Qo C a semi-diret produt of a normal, elementary abelian, p-Sylow Q by ayli group of order prime to p,(3) A5 if p = 3,(4) PSL2(Fq ), q = ps,(5) PGL2(Fq ). �Thanks to the riterion in proposition 1.1 we an make ertain �nite subgroups ofPGL2(k) expliit : we are aiming at yli groups, dihedral groups, and those isomorphito S4, PSL2(Fq ) and PGL2(Fq ). In the sequel we use the onise notation < �(x) > forthe subgroup generated by a homography � 2 PGL2(k).Proposition 1.5 The onjugay lasses of yli and dihedral subgroups of PGL2(k) are :(i) � C n =< �x > (� 2 ��n) for (n; p) = 1C p =< x+ 1 > for n = p:(i) � D n =< �x; 1x > (� 2 ��n) for (n; p) = 1D p =< x+ 1;�x > for n = p: �Proposition 1.6 The subgroups isomorphi to S4 (p 6= 2; 3) are onjugated toS4 =< ix; x+ 1x� 1 >'< (1234); (12) > :92



Proof : Let � : S4 ��! G be an isomorphism with values in a subgroup of PGL2(k) ;a = �(1234) and b = �(12) generate G. Up to onjugation, a(x) = ix. A priori theinvolution b an be written b(x) = rx+stx�r , but using ab = �(134) has order 3 yields r2 = st.Conjugation by � : x 7! rx=t leaves a invariant while b maps to the desired x 7! x+1x�1 .To omplete the proposition, one heks that these two elements generate a subgroupisomorphi to S4. �Proposition 1.7 The subgroups isomorphi to PGL2(Fq ) are all onjugated to the �stan-dard� PGL2(Fq ) orresponding to the �eld inlusion Fq ,! k ; the same result holds forPSL2(Fq ).Proof : In order to get the desired result we shall use (some) relations in PGL2(Fq ), whihis generated by three elements r; s; tr(x) = x+ 1; s(x) = ux; t(x) = 1=xwhere u is (any) generator of the multipliative group F�q . We put m = q�1p�1 and observethat v = um is a generator of F�p ; in partiular v is an integer modulo p. Then we have arelation rvsm = smr, it is just the homography x 7! vx+ v. Finally note that n = ord(rt)is prime to p. Hene, n divides q� 1 or q+ 1, and at any rate, for any primitive n-th rootof unity � in F�q2 , we have �q�1 = 1 hene �+ ��1 2 Fq .Now let G be a subgroup of PGL2(k), and � : PGL2(Fq ) ! G be an isomorphism.Denote e = �(r); f = �(s); g = �(t) so that G =< e; f; g >. As < f; g >'< s; t >= D q�1 ,by the above result 1.5, with a �rst onjugation and for suitable u, we an suppose f = sand g = t. For larity, we now rewrite the relations we will use :ep = 1 (IV.1)evfm = fme (IV.2)(eg)n = 1 (IV.3)Let us write e(x) = ax+bx+d , then (IV.1) reads b = �14(a� d)2. Indution using this yieldsek(x) = �k+12 a� k�12 d�x+ kbkx� k�12 a+ k+12 dWe then write (IV.2) expliitly and obtain a = d, and  = 0. At this point, e(x) =x + b=a. But by (IV.3) there exists � 2 ��n � F�q2 suh that (1 + �)2a2 = ��b2, and so� := � ba�2 = �(� + ��1 + 2) 2 Fq . Finally we apply a onjugation by � : x 7! bax, thenG =< x+b=a; ux; 1=x > is mapped to < x+1; ux; 1�x >, equal to PGL2(Fq ) as announed.For PSL2(Fq ), the arguments are similar. �2 Potts urves and their automorphismsBy an algebrai urve, we mean a sheme of �nite type over k, geometrially integral,projetive, of dimension 1, and smooth unless otherwise stated.This setion is devoted to the omputation of the automorphisms of Potts urves, �rstlyin the ase when p 6 jN , seondly when pjN . In the former ase (2.1), we adopt a de�nitiondi�erent from de�nition 0 : it allows us to onsider the stak of Potts urves as a lassial93



Hurwitz stak (overings with presribed rami�ation invariants). This de�nition does nottake hyperelliptiity for granted ; we have to establish it to link the two viewpoints. Atlast we study the �elds of de�nition of Potts urves. In the latter ase (2.2), we show thatN = p is the only possibility ; the omputation of the automorphisms turns out to besimpler.2.1 Tame ase. HyperelliptiityWe propose an alternative de�nition of Potts urves, based on Hurwitz data, and wewill show that this new de�nition is equivalent to de�nition 0 given in the introdution.Let G be a �nite group of order prime to exphar(k). Reall that to an ation of G on analgebrai urve C, is attahed a topologial invariant alled Hurwitz datum or rami�ationdatum. Let x 2 C be a �xed point for G. There is a faithful ation �x of the stabilizerGx on the otangent spae mx=m2x. If a point y lies in the orbit of x, the pair (Gy; �y) isonjugated to (Gx; �x). The Hurwitz datum is the list of all onjugation lasses of ouples(Gx; �x), indexed by the set of orbits of �xed points.De�nition 2.1 An N -Potts urve is a yli overing of degree N of P1, that is to say aouple (C; �) de�ned over k, where C is an algebrai urve and � is an automorphism ofC of order N . We assume that G =<�>' Z=NZ ats with 4 �xed points and that theHurwitz datum isH1 = H2 = G and �1 = �2 = � : � 7! �N (orbits of points a; b)H3 = H4 = G and �3 = �4 = ��1 : � 7! ��1N (orbits of points ; d)An isomorphism between Potts urves ' : (C; �)! (C 0; �0) is an isomorphism of algebraiurves ' : C ! C 0 that ommutes with � and �0 : '� = �0'.Remark 2.1.1 Note that, in the de�nition, the root �N is �xed, whih amounts to markingthe hoie of a generator � of G (see also 2.1.4).By the Riemann-Hurwitz formula, we get the genus g(C) = N � 1. Notie that abirational equation an be easily drawn from the de�nition : the �eld extension k(C)=k(x)of the funtion �eld of P1 is a Kummer extension of degree N ; it has a generator t 2 k(C)suh that tN 2 k(x), i.e. tN = P (x)Q(x) (IV.4)and P;Q are polynomials of degree 2 aording to the rami�ation. Multiplying by QNand substituting t! tQ we gettN = P (x)Q(x)N�1 = (x� a)(x� b)(x� )N�1(x� d)N�1 ; (IV.5)where � ats by t 7! �N t.Potts urves, de�ned as overings of P1 (of genus g0 = 0), with r = 4 rami�ationpoints and the given Hurwitz datum �, are parameterized by a Hurwitz sheme Hg;G(�) =HN�1;Z=NZ(�). It is known that, over an algebraially losed �eld of harateristi primeto N , this sheme is equidimensional of dimension 3g0 � 3 + r = 0� 3 + 4 = 1 [BR℄.Finally we want to point out the funtorial behaviour of Potts urves with regardto the group G. When N = LM is a non-prime integer, let H =<�M >' Z=LZ and94



�=H a generator of G=H ' Z=MZ. Then (C=H; �=H) is an M -Potts urve, and we have aommutative diagram (C; �) L - (C=H; �=H )P1 � MN -AutomorphismsIn view of equation (IV.5) we notie that, in Aut(P1), there is one and only one subgroupisomorphi to Z=2Z� Z=2Z, generated by involutions that interhange the four pointsa; b; ; d, namely�0 : � a$ b$ d �0 : � a$ b$ d �0�0 = �0�0 : � a$ db$ Suh subgroups of involutions and their ation on �(2-2)-partitions�, as Roan alls theorganized quadruple (fa; bg; f; dg), are studied in [Ro, 1, Lemma 2℄. Before going further,we need a sheme-theoreti tool whih we now introdue.Desription 2.1.2 A general tehnique allows to desribe a tame yli overing of urves(or even, families of urves) in terms of invertible sheaves on the base, see [Hart, IV,2,Ex2.7.℄.Let X ! S be an S-urve, and G =< � > be yli of order N ; we assume N to beinvertible in the loal rings of S. Then the morphism f : X ! Y = X=G is �nite henea�ne, and we know that this implies X ' Spe(A ) where A is the sheaf of quasi-oherentalgebras f�OX . Atually, here we have a simple desription of A sine, by the assumptionof invertibility of N , there is a deomposition f�OX = �N�1j=0 Lj with Lj orresponding tothe �eigenspae� assoiated to the eigenvalue �jN . The loal study on the �bers shows thatLj is an invertible sheaf. Finally, as (�℄)N = id, we get L N1 ' OY (�D) where D is thee�etive Cartier branh divisor of f , divisor of zeroes of a global setion s.Conversely, with L = L1 and s we an endow f�OX with a produt mapping (l; l0) 2Lj �LN�j to sll0 2 OY , and we reover X = Spe(�N�1j=0 Lj).As a onlusion, we an onsider the datum of a yli N -tuple overing X ! Y = X=Gas being equivalent, up to isomorphism, to that of a triple (Y;L ; s) where L 2 Pi(Y )and s is a global setion of L �N . In the sequel we will denote X = X(L ; s), the base Ybeing understood. �In our situation, the overing � : C ! P1 (quotient by �) is desribed by L = O(�2)and s = (X � a)(X � b)(X � )N�1(X � d)N�1. There is an isomorphism � : ��0L ' Lsuh that �
N (��0 s) = s, so that �0 has a lift :(C; �) =C(� �0 L ; � �0 s) 9�- C(L ; s)= (C; �)P1? �0 - P1�?It is important to point out that the above onstrution 2.1.2 keeps trak of the fatthat a generator of G is marked. Indeed, the invertible sheaf L is onditioned to a hoieof a primitive root �N , so that an isomorphism X �! X 0 of overings of Y maps � to �0.95



Consequently, � satis�es ����1 = �. Also we have that �2 = �j for some j 2 Z=NZ,beause it indues the identity on P1. But 2 being prime to N , we may suppose that j = 2kis even. Then, (���k)2 = 1, and ���k indues the same automorphism of P1 as � ; thereforewe an assume that �2 = 1.As for �0, we have ��0L ' L and ��0s = (X � a)N�1(X � b)N�1(X � )(X � d), andso �0 lifts to � (C; ��1) =C(� �0L ; � �0 s) 9�- (C; �)P1? �0- P1?suh that ��1�� = ��1. As above, we may hange � so as to have �2 = 1 ; then � and �generate a group isomorphi to the dihedral group D N .Proposition 2.1.3 C is hyperellipti, and � is the hyperellipti involution.Proof : A �xed point x of � an not be a �xed point of �j , beause �x is a �xed point of�0, but, �jx = x ) �x 2 fa; b; ; dg, and this is not the ase.Now let � be one of the two �xed points of �0, and � 2 ��1(�). We have ��� =�0�� = ��, and therefore 9j; �� = �j�. As �2 = 1 we derive � = ��j� = �j�� = �2j�. If2j 6� 0 (N), then �� = � is a branh point and also a �xed point of �0, this is impossible.Hene, 2j � 0 (N), so j � 0 (N), i.e. �� = �.We get 2N �xed points for � , namely Fix � = ��1(Fix �0), organized into two orbits ofG. Apply Riemann-Hurwitz's formula to the quotient C ! C=� of degree 2 :2(N � 1)� 2 = 2 (2gC=� � 2) + 2N =) gC=� = 0meaning that C=� ' P1, as desired. �Remark 2.1.4 In view of this result, we hange nothing if we also require Potts urvesto be hyperellipti in de�nition 2.1. This explains the link between this de�nition andde�nition 0. Atually there is one little di�erene, emphasized in remark 2.1.1, due to thefat that in de�nition 2.1 (and in all the study in the tame ase) a hoie of a root of unityis made one for all, and this root of unity orresponds to the inertia at �xed points of theautomorphism of order N . By the way, in [Ro℄, the de�nition hosen for Potts urves is athird one :De�nition 2.1.bis (Roan) An N -Potts urve is a hyperellipti urve of genus N � 1,with an order N automorphism having exatly 4 �xed points. �Exploiting the quotient by � we an get another a�ne equation for a Potts urve C.As a matter of fat, � indues on C=� ' P1 an order N automorphism (onjugated to) :x 7! �Nx. The Weierstrass points Fix(�), omposed of two orbits of �, are f�jNag0�j�N�1and f�jN bg0�j�N�1 for ertain a; b with aN 6= bN 6= 0. The orresponding equation isy2 = (xN � aN )(xN � bN ) = x2N +AxN +B (IV.6)and we an reover (IV.4) with the hoie of a rational parameter for the oni y2 =u2 +Au+B, e.g. take z = y+pBxN ; t = x(2pB)1=N (and � = �A2pB ) :tN = z � �z2 � 1 (IV.7)96



The automorphisms �; �; � have the following expressions :on model (IV.7) : �(z; t) = (z; �N t) ; �(z; t) = (�z�1z�� ; t) ; �(z; t) = ( z+1�2�z�1 ; 141=N t)on model (IV.6) : �(x; y) = (�Nx; y) ; �(x; y) = (x;�y) ; �(x; y) = (B1=Nx ; pByxN ) :Now let us introdue a modular invariant. Set j = BA2�4B 6= 0 for equation (IV.6) ; itis j = 1=4�2�1 for equation (IV.7). Moreover j has also a nie expression with respet to theoriginal general form (IV.4) tN = P (x)Q(x) = (x� a)(x� b)(x� )(x� d) :To see this we apply (on x) a homography sending a to1,  to 1 and d to -1. It transformsthe equation into an equation of type (IV.7), and we ompute� = 2(ab+ d)� (a+ b)(+ d)(a� b)(� d) ) �2 � 1 = 4 (a� )(a� d)(b� d)(b� )(a� b)2(� d)2whene 16j = dis(P ) dis(Q)res(P;Q)(dis meaning disriminant, and res, resultant). As is expeted,Proposition 2.1.5 Two Potts urves (C; �) and (C 0; �0) of invariants j and j0 are �k-isomorphi i� j = j0.Proof : Let ' be an isomorphism with �0' = '�. Then it indues a map on the quotients :e' : C=� ! C 0=� 0, and if we onsider equations of type (IV.6) for C and C 0, then G-equivariane reads �N e'(x) = e'(�Nx). The only possible e''s are e'(x) = �x, and this foresA = �NA0; B = �2NB0 and j = j0.Conversely, if j = j0 with C and C 0 given by (IV.6), hoose � suh that A = �NA0; B =�2NB0. Then ' : (x; y) 7! (�x; �Ny) is a birational map from C to C 0, and learly �0' = '�.It is a morphism sine C and C 0 are smooth. �We are now well enough aquainted with Potts urves to ompute their automorphismgroups, using the results of setion 1. On the way, we provide a orretion to [Ro, setion2, proposition 5℄, where the ase of j = �1=4 was forgotten.We need a few notations. For q a power of p let R � F�q2 be the subgroup of x'swith x2 2 F�q , there is then a �square� morphism sitting in a non-split exat sequene1! f�1g ! R ^2�! F�q ! 1.Theorem 2.1.6 Let k be a �eld with p = exphar(k) 6= 2, and N > 3 an odd integer, with(N; p) = 1. Let (C; �) be a Potts N -state urve.(i) The automorphism group of C is the following.If p 6= 3; 5, N = 3, j = �1=54 : Aut�k(C) = fS4the representation group of S4 where the elements orresponding to transpositions haveorder 2 [Su, hap. 3, �2, (2.21)℄. 97



If p > 0, 2N � 1 = q is a power of p, j = �1=4 (inluding the ase N = 3, p = 5,j = �1=54) : Aut�k(C) = PGL2(Fq )�F�q R(the produt is �bered with respet to the determinant and ^2).In all other ases, j 6= �1=4 : Aut�k(C) = (Z=2Z)� DNj = �1=4 : Aut�k(C) = (Z=2Z)� D 2N .(ii) The group of �modular� automorphisms (i.e. those ommuting with �) is, for all N; p :j 6= �1=4 : Aut�k(C; �) = (Z=2Z)� (Z=NZ)j = �1=4 : Aut�k(C; �) = (Z=2Z)� (Z=2NZ).Proof : >From now on we will denote by O�(x) the orbit of a point x under the ationof a group �, and �x its stabilizer. We know that < � > has order 2 and is normal inAut�k(C) (beause of the uniqueness of the hyperellipti involution), hene it is entral. SetG = Aut�k(C)= <� > so that there is a entral extension1!< � >! Aut�k(C)! G! 1 (IV.8)When f 2 Aut�k(C), f0 denotes its image in G, as in 2.1. Denote by � = O�0(a) t O�0(b)the set of the 2N branh points, then by 2.1.2, G an be identi�ed with the subgroup ofAut(P1) of the homographies stabilizing �. What we shall do is to determine G thanks toDikson's list, and then �nd the lass of the orresponding extension.Notie that < �; �; � >' (Z=2Z) � D N � Aut�k(C) so that DN � G. Also G atstransitively on �, beause D N already does, and onsequently8s 2 �; 2N = jOG(s)j = jGj = jGsj :Now we read through the list in Dikson's theorem to �nd all possible G's. Before, weobserve that, aording to the results of the previous setion, we have simple representativesfor the onjugation lasses of �nite subgroups of PGL2(�k) isomorphi to a given subgroupamong D n ;S4; PSL2(Fq ); PGL2(Fq ). Clearly, a onjugation does not hange C up toisomorphism, sine it is just a hange of variable on X in equation (IV.6). That is whyfrom (2) on, we shall identify G with the representatives given in propositions 1.5, 1.6, 1.7.(1) The groups that an not appear.First of all, neither the yli groups nor A4 possess dihedral subgroups D N (sineN > 3), so they are ruled out. Now, let us see that the ourene of G ' A5 is alsoimpossible. The only dihedral subgroups in G are D 3 and D 5 , whene N = 3 or 5. AssumeN = 3 ; then we must have Gs ' D 5 for some s 2 �, beause it is a subgroup of A5 with10 elements. Denote H :=<�0; �0>' D 3 ; then one an show that Gs \H ' Z=2Z, andthen there must be in H a non trivial automorphism with a �xed point in �. This is aontradition. When N = 5, just interhange the roles of D 3 and D 5 (the former stands forGs, the latter for H), and the argument arries on. Also, note that this is true for any p(ases 1 and 3 of Dikson's theorem 1.4).Finally, a group of type Qo C (ase 2) an not ontain D N with (N; p) = 1.(2) The ase of G = PSL2(Fq ) or PGL2(Fq ); q = pn.We proeed in several steps. Let Q be a p-Sylow of the stabilizer Ga (Q is also a p-Sylowfor G). 98



(a) we show that � oinides with the set of �xed points of order p elements of G.Indeed, if g 2 G has order p, then it belongs to some p-Sylow Q0 onjugated to Q (in, G),so t�1gt 2 Ga whene g �xes ta. Conversely, take s 2 �, then Gs ontains a p-Sylow of G,hene an element of order p.(b) by orollary 1.3, � = P1(Fq ) ; in partiular, 2N = j�j = q + 1. Thus we get thebirational hyperellipti equation y2 = xq�x with genus q�12 = N�1. Clearly PGL2(Fq ) �G sine it stabilizes P1(Fq ) ; but a priori G ould be bigger. However, the only subgroupsof PGL2(�k) ontaining PGL2(Fq ) are isomorphi to PSL2(Fq0 ) or PGL2(Fq0 ), but thenq0 = 2N � 1 = q and hene G = PGL2(Fq ). In partiular the group PSL2(Fq ) is ruled out.Moreover, for an element A = � a b d � and Æ 2 R suh that Æ2 = ad� b, there is an ation(x; y) 7! ( ax+bx+d ; Æ y(x+d) q+12 ). This is the �ber produt struture stated in the theorem.() we now give an expression for �. Choose a generator � of F�q2 suh that � = �N =�2(q�1) 2 Fq2 nFq . The minimal polynomial of � is X2 �  X + 1 where  = � + ��1 2 Fq .Moreover, � = �q�1 is a square root of �, and � = �+��1 2 Fq . We notie that  +2 = �2is a square in Fq whereas  2�4 = (����1)2 is not. An automorphism g 2 G is onjugatedto x 7! �x if and only if (1 + �)2 det g = � (tr g)2, i.e. �2 det g = (tr g)2. Apply this to get�0 = � �2 ��21 0 � up to onjugation, and�(x; y) =  �2x� 1x ; y x q+12� ! :Its �xed points are given by the equation X2��2X+�2 = 0 with disriminant � =  2�4.As this is not a square in Fq , eah of the two solutions, sitting outside of Fq , gives twopoints (x; y). We an then hek that the rami�ation is as in 2.1, yielding a genuine Pottsurve.(d) at last we diagonalize �0 so as to ompute the invariant. The eigenvalues satisfy thesame equation as the �xed points ; the solutions are 1 + ��1. The transition matrix isP = � 1 + � 1 + ��11 1 � and P�1�0P = � � 00 1 � :We ompute P (�j)q = h (1+�)�j+1+��1�j+1 iq = (1+��1)��j+1+���j+1 = (1+�)�j+1+��1�j+1 = P (�j) .We onlude that P�1 maps the two-�-orbit-partition P1(Fq ) to f�2jg06j6 q+12 t f�2j+1g06j6 q+12 .After onjugation by P , the �Potts� equation isY 2 = (X q+12 � 1)(X q+12 + 1)and the invariant is j = �1=4.(3) The ase of G = S4 =< ix; x+1x�1 > (for N = 3).This ase an happen only if p 6= 3, f theorem 1.4. Fix pi a 8th root of unity and iits square. With the notations of proposition 1.6, x 7! ix is �(1234) and x 7! x+1x�1 is �(12).Applying a permutation on f1; 2; 3; 4g if neessary, we identify �0 and �0 with �(123) and�(12), respetively. For s 2 �, its stabilizer Gs has ardinal 4, hene it is yli beausetwo ommuting involutions never have a ommon �xed point. We an hoose s so that Gsis generated by a0(x) = ix. 99



Now, we laim that a0 an not have a single �xed point lying in �, beause, shouldthat be, then a0 would at freely on ��fsg, and hene its order would divide 2N � 1 = 5.Hene, Fix(a0) = f0;1g � �. The G-orbit of f0;1g is f0;1;�1;�ig = �. We an nowgive an equation y2 = x(x4 � 1)with the automorphismsa(x; y) = (ix;pi y) �(x; y) = (�ix�1x+1 ; 2p2i y(x+1)3 )�(x; y) = (x+1x�1 ; 2p2 y(x�1)3 ) �(x; y) = (�x�1x+1 ; 2p2 y(x+1)3 )The �Potts� equation y2 = (x3�(2+p3)3) (x3+1) is obtained after a onjugation hanging�0 into x 7! jx, j 2 ��3. It allows to ompute the invariant j = �1=54 but is less workablefor the determination of the lass of the extension (IV.8). It an happen that G ) S4 onlyif G is PSL2(Fq ) or PGL2(Fq ), but we know this implies q = 2N � 1 = 5. When p = q = 5,we have �1=54 = �1=4, and aording to what was done before, G = PGL2(F5 ).Now let us hek, refering to the de�nition in [Su, hap. 2, �9, def. 9.10℄, that Aut�k(C)is a representation group of S4. Put H = Aut�k(C) and Z =< � >. Assume L is a propersubgroup of H suh that H = ZL, then [H : L℄ = 2, L\Z = 1, hene H = Z�L does notontain any element of order 8, ontraditing the existene of a. Furthermore, denote byM(G) the Shur multiplier, then jZj = jH 0 \Zj = 2 = jM(G)j by heking that � = [�; �℄is a ommutator. Third, obviously, jHj = jGj:jM(G)j. Then the result follows by [Su, hap.3, �2, (2.21)℄.(4) The dihedral ase G = DM =< "x; 1x >, " 2 ��M , for N jM .It is the last possibility. A DM -orbit�x; "x; : : : ; "M�1x; 1x; : : : ; "M�1x 	has ardinal 2 if x = 0 or 1, 2M if x is in general position, and M if x is one of �p"j .We onlude that, in general, M = N ; M = 2N ours when the points of the orbit areverties of a regular 2N -gon, yielding the equation y2 = x2N � 1. The invariant is thenj = �1=4, and �0 has a �root� p�0 : x 7! �2Nx.(5) Computation of the entralizer of �.The letter C stands for a entralizer. The only non-obvious ase is G = PGL2(Fq ), forwhihAut�k(C; �) = < � >= CPGL2(Fq)(�0) = P:CPGL2(�k) �� � 00 1 �� :P�1 \ PGL2(Fq ) :The homographies ommuting to x 7! �x are x 7! ux, for u 2 �k. Requiring that P � u 00 1 �P�1 2 PGL2(Fq ), we get uq+1 = u2N = 1. Hene the above quotient has ardinal lessthan 2N . To onlude, observe thatp�0 = � �(� + 1) ��21 � �whose square is �0, has order 2N . 100



�The following piture (�gure IV.1) illustrates the situation when j = �1=4, with theorbits O�(b) and O�(a) intertwined.

Fig. IV.1 � Exeptional on�guration for � 's �xed pointsBefore takling the wild ase, we an make a few remarks onerning �elds of de�nitionand moduli. We now �x ks � �k, a separable losure sitting inside an algebrai losure of k.It is natural to ask whether there exist N -Potts urves de�ned over the prime �eld Fp orits ylotomi extension Fp(�N ). Atually, it is reasonable to look for a �eld of de�nitionof a Potts urve only among extensions of Fp(�N ). Indeed, if (C; �) is de�ned over k, then� is de�ned over k and, if A is a matrix (with oe�ients in k) representing its ation onC=� , we know there exists � 2 ��n suh that (1+ �)2 detA� � (trA)2 = 0 (proposition 1.1).In harateristi 0 with N > 5, this fores �N 2 k. Heneforth we will assume that all �eldsonsidered ontain �N .Reall [DèEm℄ that a �eld of de�nition for (C; �) is a �eld � suh that there exists(C0; �0) �k' (C; �) de�ned over �. The �eld of moduli is the �eld of invariants � = kGsunder G = f � 2 Aut(ks=Fp) j (C; �)� �k' (C; �) g ; in other words, for � 2 Aut(ks=Fp),(C; �)� ' (C; �) () � �xes �.Consider the following urves Cj with invariant j and a�ne modely2 = x2N + (1 + 4j)xN + j(1 + 4j) if j 6= �1=4y2 = x2N � 1 if j = �1=4Then, using Cj , one shows (exatly like in the ase of ellipti urves) :Proposition 2.1.7 Let (C; �) be an N -Potts urve of invariant j, (a priori) de�ned overks. Then Fp(�N ; j) is both its �eld of moduli and a minimal �eld of de�nition. �2.2 Wild aseIn this subsetion, we study N -Potts urves when pjN . Here it is de�nition 0 thatapplies (the rami�ation data of de�nition 2.1 do not make sense any more). We must addto de�nition 0 the fat that an isomorphism between Potts urves (C; �; �) and (C 0; �0; � 0)is an isomorphism of algebrai urves ' : C ! C 0 suh that '� = �0' and '� = � 0'. When(N; p) = 1 the two notions of isomorphism oinide. As a matter of fat it is not so learthat suh urves exist : in the following paragraph we give the onditions that guaranteethat it is the ase. 101



Let (C; �; �) be an N -Potts urve and � =< �; � >. We observe that � indues anautomorphism of order N on the quotient C=� ' P1. By proposition 1.1, the only possiblease is N = p ;and the indued automorphism �� is x 7! x+1 up to onjugation. From a di�erent point ofview, we an notie that the Riemann-Hurwitz formula with higher rami�ation exludesa priori a valuation vp(N) greater or equal to 2. >From now on C is a p-Potts urve. Asin proposition 2.1.3, it is easy to ount 2p �xed points for the hyperellipti involution � ,they form two orbits of � (just lift the 2 �xed points of the involution indued on C=�).The a�ne model we have desribed isy2 = (xp � x)2 +A(xp � x) +B (A;B 2 �k): (IV.9)Hene, there exist N -Potts urves when, and only when, N = p.We now want to de�ne a modular invariant. In the present situation it is plainly seenthat the modular problem is di�erent aording to whether we want to lassify objets(C;�) or (C; �; �) (see remark 2.1.1). In the �rst ase, an isomorphism ' : (C;�)! (C 0;�0)is an isomorphism ' : C ! C 0 that is equivariant for the ations of � and �0, up to anautomorphism of Z=pZ�Z=2Z. This amounts to saying that '�'�1 = �0i, for some i 2 F�p .So let us de�ne distint invariants in A 1� (k), byj(C;G) = 1(A2 � 4B) p�12 and j(C; �) = 1A2 � 4B :Proposition 2.2.1(1) two p-Potts �ouples� (C;�) and (C 0;�0) are �k-isomorphi i� j = j0.(2) two p-Potts urves (C; �; �) and (C 0; �0; � 0) are �k-isomorphi i� j = j0.Proof :(1) Let C and C 0 be given by an equation (IV.9). An isomorphism ' : C ! C 0 with�00' = '�i0 (i 2 F�p ), gives an automorphism e' on the quotients by � , satisfying e'(x+iu) =e'(x) + u0. Thus e'(x) = rx + t; r = u0=iu 2 F�p ; t 2 �k. To a point (x; y), ' assoiates(rx+ t;�ry), and sor2y2 = �(rx+ t)p � (rx+ t)�2 +A0�(rx+ t)p � (rx+ t)�+B0r2y2 = r2 (xp � x+ tp � t)2 +A0r (xp � x+ tp � t) +B0y2 = (xp � x)2 + A0 + 2r(tp � t)r| {z }A (xp � x) + r2(tp � t)2 +A0r(tp � t) +B0r2| {z }Bwhene A2 � 4B = A02�4B0r2 and j = j0.Conversely, assume that j = j0. In F�p , w is a square i� w p�12 = 1, therefore there existsr 2 F�p suh that A02�4B0 = r2(A2�4B). Then hoose t 2 �k a root of tp�t = 12r (rA�A0),we haveA = A0 + 2r(tp � t)r and B = 14 "A2 � A02 � 4B0r2 # = r2(tp � t)2 +A0r(tp � t) +B0r2So, going bakwards through the above lines, we see that ' : (x; y) 7! (rx+ t; ry) gives amap between C and C 0, taking �0 : x 7! x+ 1 to �00 : x 7! x+ r.102



(2) In what preedes it is enough to put u = u0 = i = 1. One sees that r = 1, the resultfollows. �Let (C; �; �) be a urve given by equation (IV.9). Let r; s be the roots of T 2+AT +B,and � (resp. �) a root of T p � T � r (resp. T p � T � s), so that (IV.9) readsy2 = (xp � x� r)(xp � x� s) = p�1Yi=0 (x� �+ i) p�1Yi=0 (x� � + i) :We have the following automorphisms :�(x; y) = (x+ 1; y) ; �(x; y) = (x;�y) ; �(x; y) = (�+ � � x; y) :Proposition 2.2.2 Let (C; �; �) be p-Potts urve, then Aut�k(C) ' (Z=2Z) � D p andAut�k(C; �; �) ' (Z=2Z)� (Z=pZ) .Proof : It is still true (f theorem 2.1.6) that� <� > is of order 2, normal and entral,� G = Aut�k(C)= < � > is the subgroup of Aut(P1) of homographies stabilizing � =O�0(�) tO�0(�),� D p � G and 2p = [G : Gx℄; 8x 2 �.Let Q be a p-Sylow of G ontaining �0 ; by Dikson's theorem Q is elementary abelian.Assume that jQj > p, then there exists � 2 Q ommuting with �0 (hene �(x) = x + u),with � 62< �0 > (hene u 62 Fp). Moreover � stabilizes � ; as u 62 Fp , � exhanges the orbitsO�0(�) and O�0(�). Therefore(9i; j 2 Fp) � �+ u = � + i� + u = �+ jwhih implies u = i+j2 2 Fp , a ontradition. Consequently, Q =< �0 > ; we an now readthrough the list in Dikson's theorem.If G = PSL2(Fp) or PGL2(Fp), then jG�j = (p2 � 1)=d with d = 1 or 2. This order isprime to p, hene G� est yli, but this ontradits orollary 1.2.The only remaining possibility is G = Q o C =< �0 > o < ' >, beause A5 isruled out by the same arguments as in the ase (N; p) = 1. The order of ' is 2m primeto p ; hanging the point � in the orbit if neessary, we an assume that its stabilizer isG� =< '2 >. As Q is normal, '�1�0' = �0̀ for some ` 2 F�p , from whih we dedue that'(x) = 1̀x+ b for some b 2 �k. As '2 �xes �, we derive (`2 � 1)� = `(`+ 1)b. If `+ 1 6= 0it implies '(�) = �k + b = � ; so ` = �1, '2 = 1 and m = 1. �We see that the remarkable symmetry previously obtained when j = �1=4 an notour here for a p-state urve. Indeed, in order to lie between the points of the orbit of �,the points in the orbit of � must take �semi-integer� values � + i=2 that are none otherthan integer values �+ i, whene j = 0 : the urve must degenerate (f �gure IV.2).3 Moduli spae : tame aseWe established in the previous setion that whenever k is an algebraially losed �eldof harateristi prime to 2N , ontaining a primitive N -th root of unity, there is a bijetion103
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0 1 2 3 p� 1........Fig. IV.2 � Collision of the orbits in the exeptional ase for p-Potts urvesbetween the a�ne puntured line A 1� = A 1�f0g over k and isomorphism lasses of N -Pottsurves. We now show, in 3.1, that the a�ne puntured line over Z[�N ; 12N ℄ is the (oarse)moduli spae of the stak Pt of Potts urves (the exponent � t � stands for � tame �). Asan immediate onsequene we have a result of good redution (3.2). In 3.3, we ompute themodular Piard group of the stak Pt. At last we determine ombinatorially the stableurves that are involved as stable limits in the proess of ompati�ation of the modulispae of Pt, in 3.4.We often view a sheme T as its funtor of points, or as the stak Sh=T of shemesabove T . We adopt the framework of 2.1 and state :De�nition 3.1 A family of N -Potts urves is a projetive, smooth morphism of Z[�N ; 12N ℄-shemes C ! S, together with an S-automorphism � : C ! C of order N , suh that thegeometri �bers (Cs; �s) are Potts urves in the sense of de�nition 2.1.It follows from standard arguments that the ategory Pt, �bered over Sh=Z[�N ; 12N ℄(endowed with the étale topology), whose objets are families of N -Potts urves, is a stak.By [DM℄ and [We℄, this stak is algebrai. It is known [We℄, [BR℄ that this stak admits aoarse moduli spae, the de�nition of whih we brie�y reall :De�nition 3.2 A oarse moduli spae for a stak P over a base sheme S is a shemeP=S together with a S-morphism P ! P , suh that(1) for any geometri point Spe(k) of S, the morphism P ! P indues a bijetionP(Spe k)Æ' �! P (k)between isomorphism lasses of objets of P over k, and k-rational points of P ,(2) any morphism P ! Q with values in a Z[�N ; 12N ℄-sheme Q fators through P ! P .3.1 Proof of the main resultWe now show :Theorem 3.1.1 There exists a morphism � :Pt ! A 1� suh thatA 1� = Spe�Z[�N ; 12N ℄[j; 1j ℄�is a (oarse) moduli spae for N -Potts urves.Let f : C ! S be a family of Potts urves. We are going to build in a anonial way alassifying morphism j : S ! A 1� , and we an restrit ourselves to do it loally on the baseS (for the fppf or étale topology), anoniity ensuring the possibility to glue. First o�, itis neessary to view f : C ! S as a hyperellipti urve :104



Proposition 3.1.2 There exists an involution � : C ! C suh that f : C ! S beomes afamily of hyperellipti urves (in the sense of [KL℄).Proof : Let G =<� >. As C is projetive over S with G ating faithfully, the quotientD = C=G exists and the natural projetion � : C ! D is �nite of degree N . We an addthat its formation ommutes with base hange (in partiular with geometri �bers), see[KL, th. 4.12℄, [KaMa℄. Therefore for s : Spe
! S a geometri point, Ds ' Cs=G ' P1,that is to say D is a bundle in projetive lines over S. By an (impliit) étale surjetivehange of base it an be �untwisted� so that D ' P1 � S.To onstrut � we must handle the rami�ation of �. Let W = CG denote the Weiers-trass subsheme of �xed points of G. It is étale and �nite of degree 4 over S, and assoiatedto a relative Cartier divisor over S. The losed immersion i : W ,! C indues after basehange by W , a setion a of h : P1 �W !W .C � - P1 �WW a-� hf -Repeating this proess with W �A where A is the image of a, we assume that we havefour disjoint setions a; b; ; d (beause of the desription of the rami�ation on the �bers).Their images are losed subshemes A;B;C;D that are supports of e�etive Cartier divisorsstill denoted A;B;C;D � in terms of sheaves of ideals : IA ' OP1W (�A), et. Loalizing,we now assume W = SpeR a�ne. As A;B;C;D are images of setions of � the invertiblesheaves IA; : : : ;ID have degree 1, i.e. there exists an open over fUi = SpeRigi2I �ommon to the four sheaves, re�ning if neessary � and homogeneous polynomials ofdegree 1 in Ri[X;Y ℄, suh that8>><>>: IAjUi = (a(i)2 X � a(i)1 Y )OUiIBjUi = (b(i)2 X � b(i)1 Y )OUi...De�ne a transformation � (i) 2 End(R2i ) by� (i) = � a1b12d2 � 1d1a2b2 a11d1b2 + b11d1a2 � a1b11d2 � a1b1d12(a1b2 + a2b1)2d2 � (1d2 + 2d1)a2b2 �(a1b12d2 � 1d1a2b2) �(indexes i are omitted). Its determinantÆ = �(a12 � a21)(a1d2 � a2d1)(b12 � b21)(b1d2 � b2d1)is invertible in Ri. Indeed take m a maximal ideal of Ri, and 
 an algebraially losedextension of Ri=m. It de�nes an 
-point w of W ; the orresponding �ber is a urve Cwwhose branh points in P1
 are aw := [a1;w : a2;w℄ ; : : : ; dw := [d1;w : d2;w℄, wheneÆ modm = Æw = �(aw � w)(aw � dw)(bw � w)(bw � dw) 6= 0(in dehomogenized oordinates). The � (i) path together in an involution � of P1W � �being involutive omes from the vanishing of the trae, f proposition 1.1. Furthermore �satis�es ��IA = IB ; ��IC = ID105



beause its loal expression mimis the expression in the ase of the projetive line over a�eld.Desription 2.1.2 of the yli overing C ! C=G ' P1 � W in terms of invertiblesheaves is� L = OP1(�2)
OWL N ' OP1W (�D) where D = A+B + (N � 1)C + (N � 1)D:It is lear that � respets the data (L ;D), hene it lifts to an automorphism � of C with�� = �� . As in the ase of a single Potts urve, we an assume �2 = id.To arry on the onstrution we had to make an étale surjetive extension S0 ! S. LetS00 = S0 �S S0. By uniity of the hyperellipti involution on C �S0 S00, the pullbaks of �via the two projetions S00 ! S0 oinide, hene � desends to S. �Proof of theorem 3.1.1 : We split the proof into two steps.1st step : onstrution of j and �.Let f : C ! S be a Potts urve over S. By proposition 3.1.2, f is equipped with aninvolution � 2 AutS(C). Then E = C= <� > is a bundle in projetive lines over S, denoteby r : C ! E the natural projetion and by q : E ! S the struture morphism. As �ommutes with � it indues an S-automorphism of order N on E. The divisor of �xed pointsCG has degree 4 over S ; similarly T = E� is an étale 2-setion of E=S. Up to an étalebase extension, we redue to the ase where this setion is a sum of two disjoint setions :� = �0t�1. If we set O(1) = O(�0) (of degree 1 on the �bers), then E is the projetivespae P(V ) assoiated to V = q�O(1). Tautologially we have O(1)j�0 ' O�0 ' OS . It isequivalent to give the setion �0 or a surjetive morphism with kernel denoted M :0!M ! V ! L = O(1)j�0 ' OS ! 0Besides, the setion �1 yields a similar sequene0!M1 ! V ! L1 ! 0Furthermore O(�1) = q�(M�11 )
O(1), or equivalently q�(M1) = O(��1)
O(1). Thefat that the two setions are disjoint an be expressed by O(��1)j�0 ' O�0 . Therefore,restriting to �0, q�(M1)j�0 ' O(1)j�0that is to say M1 ' L . The inverse isomorphism gives an arrow L ! M1 ! V thatsplits the above sequene. As a result, E ' P(M �OS) ; � ats by multipliation by ��1Non M , and trivially on OS .Now let us onsider the double over r : C ! E. It is desribed by the deompositionr�OC = OE �L and by a setion � 2 �(E;L �2), image of the Weierstrass setion. SineL �1 has degree N on the �bers, we have L �1 ' O(N) 
 q�K (for some K 2 Pi(S)).By restrition to �0, as �j�0 is everywhere nonzero (the �xed loi for the ations of G and� are disjoint �berwise), we get K 2 ' OS , hene L �2 ' OE(2N). Consequently we anidentify � with a �-invariant setion of�(E;OE(2N)) = �(S; q�OE(2N)) = �(S;Sym2N (V )) = 2NMj=0 �(S;M j) :106



Therefore � 2 �(S;OS�MN�M 2N ). Looking loally on the �bers, one sees that the om-ponent of � on OS is invertible. We normalize it to 1, and denote by A 2 �(S;MN ); B 2�(S;M 2N ) the other omponents (with global oordinates X;Z on P(V ), we write :� = X2N + AXNZN + BZ2N ). Finally note that neither B nor A2 � 4B vanish, heneM 2N ' OS and j = BA2 � 4B 2 �(S;OS)�yields a well-de�ned morphism S ! A 1� . It is lear that the onstrution is funtorial,providing the morphism � :Pt ! (A 1�).2nd step : universal property.That �(Spe k) :Pt(Spe k)='! A 1�(k) is bijetive (for any geometri point Spek !SpeZ[�N ; 12N ℄) is a onsequene of the �rst step. The rest of the proof (universal property)goes as in [MS℄ : let 	 :Pt ! Q be a morphism of staks to a sheme. We an exhibit atautologial family (i.e. one whose lassifying morphism S ! A 1� is �nite surjetive) thanksto the one-parameter family (IV.7). Indeed onsider S0 = Spe �Z[�N ; 12N ℄ h�; 1�2�1i� andf0 : C0 ! S0 the urve given, as a overing of P1 � S0, byL = O(�2)
OS0 and s = Y (Z � �Y )(Z2 � Y 2)N�1 2 �(P1 � S0;L �N ) (IV.10)Its invariant j0 = 1=4�2�1 determines a morphism j0 = �(f0) : S0 ! A 1� . Let g : S0 ! Q bethe morphism 	(f0) ; let � � A 1� �Q be the sheme-theoreti image of h = (j0; g). First ofall we observe that, j0 being �nite and p1 separated, h is �nite. In partiular, h is losed,hene � = h(S0) as sets. Seond notie that � is irreduible beause it is the image of S0irreduible ; hene it is integral. Third p1 is losed and bijetive. It is losed and surjetivebeause j0 is, and injetive beause for �; �0 2 S0,j0(�) = j0(�0)) C0;� ' C0;�0 ) g(�) = g(�0)S0�h ?A 1� f -� j 0� p1 Qg -p2 -The last impliation omes from the diagram of naturality of 	 for Spe k(�)! S0. Thusp1 is dominant, bijetive and separable (sine j0 is), hene it is a birational map. At last,A 1� being normal, Zariski's Main Theorem states that p1 is an isomorphism. Then theomposition f := p2 Æ p�11 : A 1� ! Q satis�es g = f Æ j0, and we obtain a fatorization for 	Pt ! A 1� f! Q �It must be said that A 1� is not a �ne moduli spae : in general the mapping �(S) :Pt(S)! A 1� (S) is not bijetive. Indeed, by proposition 2.1.5 it su�es to hoose a �eld k107



ontaining some � 62 kN to produe two N -Potts urves non-isomorphi over k, but withthe same invariant. For instane if a; b 2 k and � 62 kN ,C1 : Y 2 = X2N + aXN + bC2 : Y 2 = X2N + �aXN + �2bshow that �(Spe(k)) is not injetive. Atually in general �(S) is not surjetive either. Thisis due to the extra automorphism when j = �1=4 (proposition 2.1.6), ausing rami�ationof j above -1/4 : j + 14 = A24(A2 � 4B)3.2 Redution modulo a prime not dividing 2NAording to 2.2, the moduli spae P t of N -Potts urves an not have good redutionat a prime fator p of N , if N 6= p. The ase of N = p is left aside until �4. Finally,the previous paragraph (expliit onstrution of the lassifying morphism for f : C ! S)shows that redution mod p an be done when (N; p) = 1. We obtain (ompare with theellipti ase [KaMa℄) :Theorem 3.2.1 Assume that p 2 Z is a prime with (N; p) = 1 and p 6= 2. Then the �berof the moduli spae P t over p is isomorphi to P tp , the moduli spae for N -Potts urves inharateristi p. �3.3 Modular Piard groupWe are going to see that, in spite of the equality of all moduli spaes of tame Potts urves(for varying N), the Piard groups assoiated to the staks are distint. The exeptionalautomorphisms (for j = �1=4, see theorem 2.1.6(ii)) are known to ontribute to the Piardgroup. In order to take them into aount, we will perform the omputation over the baseZ[�2N ; 12N ℄. So in this setion and only here, this will be the base sheme.We refer the reader to the pioneering artile [Mu℄ for modular Piard groups ; let usremind that an invertible sheaf L on Pt onsists in the following data :� an invertible sheaf L (f) on S, for all families f : C ! S,� an isomorphism L (F ) : L (f 0) �! g�L (f) for all morphisms F : f 0 ! f ; here themorphism F is a artesian square C 0 ' C �S S0 and g is the map S0 ! S. Theseisomorphisms must be ompatible to omposition in an obvious sense.The Piard group Pi(Pt) is the set of isomorphism lasses of invertible sheaves, endowedwith the obvious tensor produt.By looking at the ation of automorphisms on invertible sheaves, we are going to de�nea morphism � : Pi(Pt)! Z=2Z� Z=2NZ(remind that the base is Z[�2N ; 12N ℄, so that we should write Pt 
 Z[�2N ; 12N ℄, but wedon't for simpliity). In what follows denote by p� the exeptional automorphism whenj = �1=4, so that G = Aut(C; �) is generated by � , and � or p�.Constrution of � :Let L be an invertible sheaf on Pt and f : C ! S a family of N -Potts urves. Bythe de�nition applied to F = � the automorphism of f , there exists an (auto-)morphism108



L (�) : L (f) ! L (f). Suh an objet is multipliation by a global setion �1 of O�S ;moreover, as � is an involution, (�1)2 = 1.Besides, sine � indues the hyperellipti involution on the �bers, it is lear that �1(Ls)is a ontinuous funtion of s. Now take for f a tautologial family as in the proof of 3.1.1 :it has a onneted base and ontains all isomorphism lasses in its �bers. This shows that�1(L ) is well-de�ned as �1(Ls) on any �ber of any family of Potts urves.Applying the same onsiderations with � or p� instead of � , we obtain a map� = (�1; �2) : Pi(Pt)! (Z=2Z)� (Z=2NZ)Obviously, if L andM are invertible sheaves on Pt, then (L 
M )(�) = L (�)
M (�),and it is nothing else than multipliation by �1(L )�1(M ). Hene � is a morphism.The following should now be quite lose to intuition :Lemma 3.3.1 � is surjetive.Proof : Let (f : C ! S; �; �) be a family of Potts urves :C r - C=�S � qf -To show surjetivity of � it is tempting, as in [Mu℄, to evaluate � on the (pushforward ofthe) determinant sheaf !C = VN�1 
C , with 
C the sheaf of di�erential 1-forms. On thehyperellipti urve C : y2 = x2N + AxN + B, there is a basis of �(C;
C) that has thevirtue of diagonalizing the ation of G : this basis is 'i = xi�1 dxy for 1 6 i 6 N � 1, and��'i = �iN'i or p� �'i = �i2N'i��'i = �'i :Atually the indued ation on !C is trivial, but instead we an take advantage of the fatthat the ation is not trivial on 
C and its eigen-subsheaves. There is indeed a deompo-sition f�
C = �N�1i=1 Fiwhere Fi = ker(�� � �i id) is an invertible sheaf. The ation of � on F1 is (tautologially)multipliation by �N , and the ation of p� is multipliation by �2N . As a result �(F1) =(�1; �2N ).We have to �nd another element to generate (Z=2Z)� (Z=2NZ). We know that thedata of a urve C ! S and its involution � determine anonially an invertible sheaf Lof degree �N on C=� . The sheaf q�(L �1) on S is loally free of rank N + 1. In the aseS = Spe(k), the quotient map r is given on the usual equation (IV.6) by (x; y) 7! x, andq�(L �1) is just �(P1k;O(N)), the spae of homogeneous polynomials in (x; x0) of degreeN . Here � ats by multipliation by �N on x, and trivially on x0. As above there is adeomposition of the sheaf into loally free subsheavesq�(L �1) = �Ni=0 Giwhere Gi = ker(�� � �i id). If i > 1, Gi is an invertible sheaf, and G0 is loally free ofrank 2. We obtain at one �(G1) = (1; �2N ) ; then �(F1) and �(G1) generate the group(Z=2Z)� (Z=2NZ). �The result is then very similar to the one in the ellipti ase (see [Mu℄), exept thathere there is an arithmeti ontribution of the base Z[�2N ; 12N ℄ :109



Proposition 3.3.2 The Piard group of Pt as a stak over Z[�2N ; 12N ℄ sits in an exatsequene 0! Pi�Z[�2N ; 12N ℄�! Pi(Pt)! (Z=2Z)� (Z=2NZ)! 0Proof : Let us follow Mumford [Mu, �6, p. 74, Main Theorem℄. We must �nd the kernel ofthe map �. To this aim, take L 2 Pi(Pt) suh that �(L ) = 0. It is enough to show thatL (f) omes from the base for any atlas S !Pt (orresponding to a urve f : C ! S).Let I := S �Pt S that is a smooth sheme (it is the Isom(f; f) of Mumford). In thesequel, we write A 1� for A 1�
Z[�2N ; 12N ℄. Consider the ompositions qi = pi Æg Æ' (i = 1; 2) :I '- ^S �A 1� S g- S �A 1� S p2-p1- S(tildae stands for normalization). The morphism ' is yli 2N -uple and étale. By thede�nition of an invertible sheaf, there is an isomorphism : q�1L �! q�2LAt this stage, one uses �(L ) = 0 to show that  atually omes from an isomorphism 0 : p�1L �! p�2L : here everything is as in [Mu℄. Then observe that  0 is desent data forthe invertible sheaf L (f), with respet to the �at morphism j : S ! A 1� . By desent, weobtain existene of an invertible sheaf L0 on A 1� , and an isomorphism � : L (f) �! j�L0.It remains to show that Pi(A 1� 
Z[�2N ; 12N ℄) = Pi(Z[�2N ; 12N ℄), whih is easy. Sine allthe rings in question are n÷therian, integral and regular, the Piard groups equal the lassgroups of Weil divisors of the orresponding a�ne shemes. Let X = Spe(Z[�2N ; 12N ℄). Wehave Pi(X � A 1 ) ' Pi(X) (see [Hart℄, II, prop. 6.6 ; this is a lassial result in K-theoryfor normal rings). Denote by t a oordinate on A 1 , and by Z the prime divisor in X � A 1with equation t, so that U = X � A 1� = (X � A 1)� Z. Restrition to U gives a surjetivemap Pi(X � A 1 )! Pi(U), whose kernel is generated by the lass of Z ([Hart℄, II, prop.6.5). But as Z is prinipal, its lass is zero and the map is bijetive. �3.4 Compati�ation by stable urvesIt is known by the general theory of tame Hurwitz spaes [BR℄, that there exists aompati�ation for Pt. Atually there is a proper smooth Z[�N ; 12N ℄-stak Pt, with aoarse moduli spae P t whih is projetive and normal. We now desribe the � usps � ofP t over an algebraially losed �eld k of harateristi prime to 2N .Hene in 3.4 all shemes (in partiular P t, P t, A 1� , P1) are over k.Reall the Potts data G = Z=NZ, g = N�1 and � the rami�ation written in de�nition2.1. In order to determine the stable urves lying on the boundary of the ompati�ationof the Hurwitz (Potts) sheme, we use on the one hand the disriminant morphism, and onthe other hand we use the ombinatorial desription of stable urves via their dual graph�, see [DM℄, [BR℄. The disriminant is the morphism (with values in the moduli spae ofurves of genus 0 with four marked points gathered by pairs), P t = Hg;G(�) ! M0;(2;2)that to an isomorphism lass [C℄ assoiates [C=G℄ marked by the branh points.110



Proposition 3.4.1 The ompati�ation of P t = A 1� is P t = P1, and the two usps are
2 branhes ' P1 interseting N times 2 branhes of genus N�12Proof : First, P t is a normal proper urve of genus zero, hene it is P1.In dual graphs, we shall indiate marked points by wavy edges. Hene let (C;G) bea stable Potts urve. We have �� = �C=G, where � = C=G has genus 0. We reall thatg0 = Pi g�i + h1(��), so that the irreduible omponents �i of � are all rational, andthat �� is a (onneted) tree. Taking into aount the four marked points and the stabilityonditions, �� must be one of the two graphs :

Atually, G being yli, there is no dihedral stabilizer, therefore a double point in Cmaps to a double point in � [BR℄. Hene the �rst graph an not our.Let Ci, i = 1; 2, be irreduible omponents of C above �i, and interseting at x.The stabilizer of x is H = Gx, and h = [G : H℄ is its index. Take a 2 C1 a (smooth)rami�ation point ; the stabilizer of C1 is G1 = G beause by assumption G = Ga � G1.Similarly G2 = G, thus C has only two irreduible omponents.Now let us write the Riemann-Hurwitz formula for the restritions �jCi , from Ci toCi=Gi ' �i ' P1. There is only one orbit of double points, therefore their number isjG:pj = jG=Gpj = h :2gi � 2 = N(�2) + 2(N � 1)| {z }(r) +h(N � h)| {z }(d) = h(N � h)� 2; 8i = 1; 2:where (r) is the ontribution of the rami�ation points, and (d) the ontribution of thedouble points. In partiular g1 = g2, and we also know that g(C) = N � 1 = g1 + g2 +h1(�C) = g1 + g2 + h� 1. So, h(N � h) = 2g1 = N � h, whene h = N or 1.Letting the family y2 = x2N +2xN + t degenerate when t! 1, we get y2 = (xN +1)2.In this way we see that the �rst usp desribed above is the Potts urve of invariant j =1.Moreover, it is obvious that there is only one (isomorphism lass of) Potts urve with thisombinatorial aspet.A similar desription with equations for the other usp would be more triky. However,sine we know that the other usp an not have the same ombinatoris, we neessarily getthe seond piture for j = 0. �4 Moduli spae : wild ase N = pThe omputations of 2.2 seem to suggest that A 1� is the oarse moduli spae also forp-Potts urves in harateristi p > 0. Atually this is only � set-theoreti � as the moduli111



spae inludes nilpotent elements. We ompute this in setion 4.1, and indiate brie�yin 4.2 how the result an be extended to the ase of the stak p-Potts urves over a ring ofmixed harateristi.4.1 Moduli spae in harateristi pWe will work over a �eld k of harateristi p > 3, assumed to be algebraially losed.The reason for this is that we will make use of some results stated in the literature in thease of algebraially losed �elds, but it is likely that everything ould atually be doneover Fp .The purpose of this setion is to provide the onstrution analogous to 3.1.1.De�nition 4.1.1 Let S be a sheme over k. A p-Potts urve over S is a triple (C; �; �)omposed of a smooth projetive S-urve, and two automorphisms, � : C ! C of order pand � : C ! C of order 2, suh that the geometri �bers are Potts urves in the sense ofde�nition 0. The stak of p-Potts urves in harateristi p is denoted Pw (the exponent� w � stands for � wild �).For the de�nition and other onsiderations on the operation of 2-quotient denoted � == �,see I.3.0.2.Theorem 4.1.2 Let p > 3 be a prime. If G = Z=2Z� Z=pZ, then we havePw==G ��! A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2In partiular, A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2 is a oarse moduli spae for Pw.Before we go into the proof, we want to make some preliminary remarks.Remark 4.1.3 For a p-Potts urve (C; �; �) over an algebraially losed �eld, there are 2�xed points in C for the ation of �, and eah has ondutor m = 1. This follows from thedesription made in 2.2.The proof below onsists essentially in doing a quotient � in families �, and to this aimwe will use the following lemma.Lemma 4.1.4 Let A be a k-algebra and ! 2 A be suh that !p�1 = 0, so that � = 1 + !satis�es 1 + � + � � � + �p�1 = 0. Let � be the automorphism of the graded ring A[X;Y ℄ating by X 7! �X + Y ; Y 7! YThen the algebra of invariants A[X;Y ℄� is generated as an A-algebra by Y and the normN(X) = Qpi=1 �i(X) = Qpi=1(X + (1 + � + � � � + �i�1)Y ). In partiular, for all a 2 Athe norm N(X + aY ) is invariant under �, hene N(X + aY ) = N(X) + �Y p for some� = �a 2 A.Proof : Clearly Y plays no role and we an dehomogenize by setting Y = 1. The normN(X) is moni. If A is a �eld, then the result is a trivial alulation ; the di�ulty omesfrom the fat that A an be as � bad � as possible. Let i : A[N(X)℄ ! A[X℄� be theinlusion. It is known that, as the ation is faithful �bre by �bre, A[X℄� is of �nite typeover A and its formation ommutes with base hange A ! A0 (this is a speial ase ofresults onerning ations of smooth urves, see for example [BM2℄, prop. 3.7). Hene, theokernel M = oker(i) is a �nite A-module, and for every maximal ideal m � A, we haveM 
A=m = 0. By Nakayama's lemma, it follows that M = 0. �112



The proof of theorem 4.1.2 proeeds in two steps. First we will onstrut a morphismfrom Pw to the oarse moduli spae, and then we will hek that it fators through thesought-for isomorphism.1st step : onstrution of a morphism � :Pw ! A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2Here we keep the notations of the proof of 3.1.1. Let (f : C ! S; �; �) be a p-Pottsurve over S in harateristi p. Let C r! E q! S be the fatorization of f . Then � induesan automorphism of order p of E, still denoted �.By the remarks above, the divisor of �xed points C� has degree 4 over S, but is nolonger étale, and similarly the divisor T = E� , with degree 2 over S, is not étale butnevertheless fppf over S. Making the base hange T ! S we an assume that there is asetion to q : E ! S. For simpliity we omit to write this base hange, and we all � � Tthe image of the setion. Then the di�erene �0 = T�� is still an e�etive relative Cartierdivisor, and T = � +�0. As is seen on the �bres, � and �0 have the same support (andthe same degree), but they are not neessarily equal (see below).>From now on we work with the setion � : setting V = q�O(�), we have E = P(V )whose sheaf O(1) is O(�). The setion orresponding to � gives a surjetive map h : V !M = O(1)j� whose kernel is known to be N_� 
M , with N_� the onormal sheaf of � inE. But N_� ' O(��)j� ' O(�1)j�, so that ker(h) ' OS . Hene we have an extension0! OS ! V !M = O(1)j� ! 0 (IV.11)Let us see now how � ats on this. As an automorphism of E, it pulls bak O(1) to aninvertible sheaf of degree 1, i.e. there is an isomorphism u� : ��O(1) ' ��K 
 O(1) forsome K . Moreover � is the identity on �, so that restriting u� to � shows that K istrivial. Now � is given by a surjetive morphism of sheavesq�V ! ��O(1) u�' O(1)Taking diret images by q, we obtain an automorphism '� : V ! V . This '� indues anautomorphism of M and of ker(h) ' OS , and is well determined up to a global setionof O�S . So we an demand that '� jOS = id, whih makes '� anonial. Now the ationon M is given by multipliation by a global setion � 2 �(S;O�S ), and as '� has order pwe have �p = 1. In the end this means that if we hoose loally a setion of V ! M , orequivalently a system of global oordinates X;Y on P(V ), the ation is'�(Y ) = Y'�(X) = �X +  Y (for some  2 �(S;OS))On the geometri �bres above points of S, � has order p and this requires  (s) 6= 0 forall s, hene  2 �(O�S ). So, hanging X into  �1X, we an redue to  = 1. Finally � isgiven by the matrix � � 10 1 � whih has order p if and only if1 + � + � � �+ �p�1 = 0It is equivalent to say that ! = � � 1 is nilpotent of order p� 1.The double over r is desribed by the deomposition r�OC = OE�L and by a setion� 2 �(E;L �2), well determined up to an element of �(E;O�E ). Also, L �2 ' OE(2p),113



so we an identify � with a �-invariant setion of �(E;OE(2p)) = �(S;Sym2p(V )). Bylemma 4.1.4 we get � = UN(X)2 +AN(X)Y p +BY 2pfor some setions U;A;B belonging to �(S;OS). Looking on the �bres we see that U iseverywhere nonzero, so, hanging � into U�1�, we an redue to U = 1. For the samereason A2� 4B is invertible, hene we an de�ne j = 1(A2�4B) 2 �(S;OS)�. Note that theonstrution exhibits a � root of unity � � 2 OS , that is to say, j is atually given by amorphism j : k[y℄1+y+���+yp�1 [X; 1=X℄! �(S;OS)under whih y 7! �.Now we hek the independane of j with respet to the hoies made. The only plaeswhere we ould not normalize in some way are the hoie of the setion � (rather than�0) and the hoie of a oordinate system X;Y . First we hange X;Y to other oordinatesX℄; Y ℄ adpated to (IV.11), i.e. X℄ = �X + �YY ℄ = YThe ondition '�(X℄) = �X℄ + Y ℄ leads to � = �! +  (reall that ! = � � 1). So,X℄ = ( + !�)(X + �+!�Y ) (observe that  + !� is invertible beause  is). Using 4.1.4again, we have N(X℄) = ( + !�)p(N(X) + �Y p) = p(N(X) + �Y p)beause !p = 0. Beause of the normalization U = 1 this implies p = 1 and� = �℄ = N(X℄)2 +A℄N(X℄)(Y ℄)p +B℄(Y ℄)2p= (N(X) + �Y p)2 +A℄(N(X) + �Y p)Y p +B℄Y 2p= N(X)2 + (A℄ + 2�)N(X)Y p + (B℄ +A℄� + �2)Y 2pso we derive A = A℄ + 2�, B = B℄ + A℄� + �2, hene (A℄)2 � 4B℄ = A2 � 4B. Hene theinvariant j is unhanged.Now assume we hoose the setion �0 instead of �. Its equation is given by the equation�(X) � X = �X + Y � X = Y + !X, meaning that � and �0 have the same support.They are equal if and only if ! = 0, for example if the sheme S is redued. Then we workwith the oordinate system X 0 = X, Y 0 = Y + !X, so'�(X 0) = �X + Y = X 0 + Y 0'�(Y 0) = Y + !(�X + Y ) = �Y 0The ondition that '� ats trivially on Y 0 leads to onsider '0� = ��1'�, and'0�(X 0) = ��1(X 0 + Y 0)'0�(Y 0) = Y 0The norm N 0 for '0� is the same as that for '� (diret alulation). Hene N 0(X 0) = N(X)sine X 0 = X. Furthermore (Y 0)p = Y p beause !p = 0, and one sees that� = �0 = N(X 0)2 +A0N(X 0)(Y 0)p +B0(Y 0)2p = N(X)2 +A0N(X)Y p +B0Y 2p114



has unhanged oe�ients A0 = A, B0 = B. Thus, the only hange is that as a morphismk[y℄1+y+���+yp�1 [X; 1=X℄ ! �(S;OS), the invariant j maps y to ��1. The onsequene is thatj = j� and j0 = j�0 oinide only on k[y + y�1℄ = k[z℄=z(p�1)=2 where we set z =(y + y�1)=2� 1. That is to say, what is well-de�ned is a morphism to A 1� 
 k[z℄=z(p�1)=2.We ompleted the onstrution after base hange to T = E� (it was omitted in thenotations). However, the anoniity of the onstrution yields a desent datum on T �S T .Thus by fppf desent, we obtain a morphism j de�ned on S, with values in A 1� .Finally it is obvious that everything is funtorial with respet to the urve C ! S,hene, we de�ned a morphism � :Pw ! A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2 .2nd step : end of proof of theorem 4.1.2Let us �rst reall some notation to be used in the proof of proposition 4.1.5. Let W (k)be the ring of in�nite Witt vetors of k, and onsider the extension R = W (k)[� + ��1℄where � is a primitive p-th root of unity. The minimal polynomial of � + ��1 over W (k) isthe polynomial  (X) = (p�1)=2X̀=0 �p� 1� `` �(�1)`(X + 4)(p�1)=2�`(see [BM1℄, 4.2.5 and 4.2.6) whih is the gd of two Thebyhev polynomials S and T .Note that  is moni and  � X(p�1)=2 modulo p (beause the Thebyhev polynomial Tis ongruent to Xp modulo p). As a onsequene, R=pR ' k[z℄=z(p�1)=2.Now, it is known from hapter II that the stak Pw is a separated Deligne-Mumfordstak of �nite type over k (see II.5.1.1 as well as II.5.2).>From proposition 2.2.2 we know that p-Potts urves (over any base S=k) have theonstant group shemeG = Z=2Z�Z=pZas their automorphism group (use non-rami�ationof AutS(C; �; �)). Hene by I.3.0.2 the morphism � fators through	 :Pw==G! A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2with the stak Q := Pw==G representable by an algebrai spae ([L-MB℄, hapter 8).Thanks to deformation theory, known from [BM1℄, we shall show that 	 is étale :Proposition 4.1.5 Let (C; �; �) be a p-Potts urve over k. Then the ring that prorepre-sents the funtor of deformations of C to loal, artinian k-algebras is k[z℄z(p�1)=2 [[t℄℄.Proof : This is an example of the omputation of deformations of Z=pZ-ations on smoothurves by Bertin and Mézard [BM1℄. Indeed as � has order 2 whih is assumed to be primeto p, the deformation ring of (C; �; �) is the deformation ring of (D = C=�; �) (we stilldenote � the automorphism indued on C=�).We �rst look at deformations of (D;�) to W (k)-algebras, like in [BM1℄. In this artile,orollary 3.3.5 shows that the universal deformation ring of (D;�) isRgl = (R1b
 : : : b
Rr)[[U1; : : : ; UN ℄℄with N = dimkH1(D=�; ��� (TD)). Here there is only r = 1 orbit of �xed points, withondutor m = 1 (see remark 4.1.3). Also, R1 = W (k)[[X℄℄ (X) by [BM1℄, theorem 4.2.8. Finally,the omputation of N is done in the ourse of the proof of theorem 4.2.8, namely N = 1.Reduing modulo p, we have R1=pR1 = k[z℄z(p�1)=2 as explained at the beginning of the setion.We obtain the universal ring for deformations to k-algebras as k[z℄z(p�1)=2 [[u℄℄. �115



As the 2-quotient Pw ! Q is étale (I.3.0.2), it follows from the proposition that theextensions of omplete loal rings orresponding to 	 are trivial, meaning that both � and	 are étale. A �rst onsequene is that Q is not only an algebrai spae, but in fat asheme. Also, onsidering the �bre square :Q0 u0 - A 1� 
 kQ? u- A 1� 
 k[z℄z(p�1)=2?we have that u0 is étale, hene Q0 redued. Moreover u0 is bijetive, so by Zariski's MainTheorem for shemes u0 is an isomorphism. So Qr�ed = Q0 is a�ne, whih implies that Qitself is. Now using [SGA1℄, Exp. I, th. 6.1 we get that u is an isomorphism.4.2 Moduli spae in mixed harateristiIt is a natural attempt to try to unify the harateristi p and harateristi 0 sides ofthe problem. This theme is intertwined with the questions raised by liftings of wild oversof urves (from harateristi p to harateristi 0), see Oort's onjeture, and redutionof moduli spaes modulo p. See works of [OSS℄, [BM1℄, [Ra2℄, [GM2℄, [BW℄.Furthermore, we saw already in the last setion that some arguments used in order totakle the problem in harateristi p use deformations to W (k)-algebras, and redution.The objets that appeared in that ontext are the natural ones needed to extend the resultto the ase of mixed harateristi. Let us indiate preisely what is the right ontext tosettle the problem.Let us work over the base ring R = W (k)[� + ��1℄ where � is a primitive p-th root ofunity (see 4.1). A p-Potts urve over a sheme S over R is de�ned as in de�nition 4.1.1.Then following the lines of the proof of theorem 4.1.2, one should prove that there is amorphism from the stakPm of p-Potts urves over R-shemes (the exponent � m � standsfor � mixed �), to the sheme A 1�
R. One must then onlude that this is the oarse modulispae.The details are almost unhanged ; one has to remind that the sheme of �xed pointsunder a yli group (as E� used in the proof of 4.1.2) is �at over the base, see II. 2.2.3.One minor di�erene is that we must abandon the fat that ! = � � 1 is nilpotent (whihis not used in the ourse of the proof). The polynomial replaing the norm N(X) of 4.1.4is formally the same : P (X) = pYi=1(X + (1 + � + � � �+ �i�1)Y )As is well-known, P has oe�ients in R beause of the p-divisility of binomial oe�ients.Observe that the norm used in 4.1.4 is indeed the redution of P , for some hoie of amorphism R! k ! A.
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