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Introduction

Présentation d'une carotte. Ce qui fait avancer l'âne, c'est la carotte. Chacun connaît
l'image de l'âne qui chemine avec, attachée à son dos par un bâton, une carotte pendue à
distance �xe de son museau. Il ne l'attrappera sans doute jamais, et pourtant, il avance.
La vérité est même plus dure que cela : il ne l'attrappera sans doute jamais, et c'est
pour cela qu'il avance, encore et toujours. Ce qui fait avancer le mathématicien, c'est
le rêve d'horizons � mathématiques � nouveaux. Les mathématiciens ne rattrapperont
jamais leurs rêves, et pourtant ce sont eux qui les font avancer. Une petite di�érence
entre les ânes et les mathématiciens est que les seconds ont souvent conscience du fait
que leur e�ort est vain ; mais l'e�et moteur est à peu près aussi puissant. Les rêves des
mathématiciens sont variés. Le géomètre complexe court après la classi�cation des variétés
complexes projectives lisses à équivalence birationnelle près. L'arithméticien court après
la structure intime du groupe de Galois absolu du corps des nombres rationnels Q. S'il y
a un Dieu des mathématiciens quelque part dans l'Univers, il pense sans doute : � Cours
toujours ! �. Mais le mathématicien n'écoute pas.

Le modeste mathématicien � ou âne ? � auteur de ce mémoire voudrait vous présenter
un rêve � une carotte ? � qui inspire ses e�orts. Choisissons un entier naturel g, un groupe
�ni G, et un nombre premier p. Les revêtements galoisiens C → P1 de la droite projective
par une courbe algébrique projective, lisse, géométriquement connexe, de genre g, de
groupe de Galois Gal(C/P1) = G, sont classi�és par une � variété � que nous notons
Hg,G, ou simplement H , en l'honneur de Hurwitz pour son article [Hu]. Il en existe une
compacti�cation naturelle, obtenue à l'aide des courbes stables, que nous notons H̄ . Si
l'on interprète le mot � variété � comme � champ algébrique �, alors H̄ est propre et
lisse. C'est un objet merveilleux, mélange de deux sujets qui ont traversé les deux derniers
siècles des mathématiques : la théorie de Galois et l'espace de modules des courbes Mg.
Le champ H̄ peut être dé�ni � de multiples façons � par des équations à coe�cients
dans Q et donc, en chassant les dénominateurs, à coe�cients dans Z. Une question qui
inspire mes e�orts est :

quelle est la réduction de H̄ en p ?
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Cette question demande de chercher, parmi tous les jeux d'équations à coe�cients entiers
qui existent pour H̄ , lequel donnera par réduction modulo p la variété H̄ ⊗ Fp la plus
jolie possible. La situation est radicalement di�érente selon que p divise l'ordre de G ou
non. Les problèmes qui se posent ne sont pas les mêmes, mais tous ont un grand intérêt.

Présentation du contenu du mémoire. La question générale précédente m'a amené
à aborder diverses sujets. Dans ce texte, j'ai choisi de les regrouper en trois thèmes qui
forment les trois grandes parties de ce mémoire : le problème général de la construction
de quotients en géométrie algébrique, qui se pose notamment pour fabriquer des espaces
de modules ; la recherche de modèles entiers pour les schémas en groupes, à laquelle on
est amené (dans le cas où p divise l'ordre de G) lorsqu'on veut réduire des revêtements
galoisiens ; en�n la construction et l'étude des espaces de modules de revêtements de
courbes. À quelques exceptions près, ce qui est exposé ici est contenu dans les six articles
suivants :

[4] Champs de Hurwitz (avec J. Bertin),

[6] On the adjoint quotient of Chevalley groups over arbitrary base schemes (avec P.-E. Chaput),

[7] E�ective models of group schemes,

[8] Composantes connexes et irréductibles en familles,

[9] Moduli of Galois p-covers in mixed characteristics (avec D. Abramovich),

[11] Models of group schemes of roots of unity (avec A. Mézard et D. Tossici).

Les numéros entre crochets renvoient à la liste complète de mes travaux, située en
�n de mémoire. En ce qui concerne les � quelques exceptions près � mentionnées plus
haut, un commentaire est nécessaire. Ce texte est un mémoire de synthèse de travaux
antérieurs et il n'est supposé contenir ni résultat nouveau, ni démonstration. En fait, il
contient deux démonstrations. La première est celle d'un résultat de représentabilité de
quotient utilisé dans l'article [8] sans véritable preuve ; je saisis l'occasion pour aborder
le problème dans un cadre un peu plus général qui l'éclaire mieux, et pour en donner
une preuve complète. La seconde démonstration concerne un cas de représentabilité du
foncteur des composantes connexes qui complète les résultats de l'article [8]. Ce cas m'a
été signalé par Laurent Fargues, que j'ai plaisir à remercier ici. J'en pro�te pour remercier
Dajano Tossici qui m'a indiqué l'exemple 8.5. Pour conclure ces remarques sur le contenu
du mémoire, une dernière précision est essentielle : la longueur du texte consacré ici aux
résultats de chacun des six articles ci-dessus est très loin de re�éter leur importance ou
leur intérêt relatif. Elle n'est que le résultat du choix de certains points particuliers que
j'ai pensé utile de détailler, ou de la prédominance de mes sujets de ré�exion du moment.

Notation. Dans tout le texte, on écrit R = (R,K, k, π) pour désigner un anneau de
valuation discrète R de corps de fractions K, de corps résiduel k, et une uniformisante π.
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Première partie

Quotients

Dans cette première partie, nous présentons quelques problèmes de représentabilité de
foncteurs covariants. Ces problèmes se ramènent en pratique à des questions de passage au
quotient par l'action d'un groupe, par une relation d'équivalence, ou plus généralement par
un groupoïde. Pour nous, l'importance de ces questions apparaît principalement dans deux
situations : lorsque des groupes sont en jeu dans des situations géométriques naturelles,
ou lorsqu'on souhaite fabriquer des espaces de modules. Nous présentons trois études de
quotients. Celle de la section 1 est relativement indépendante des autres travaux évoqués
dans ce mémoire, mais celles des sections 2 et 3 sont étroitement liées aux résultats des
deuxième et troisième parties.

En Géométrie Algébrique, la construction de quotients pose plusieurs questions :

(1) Quelle est la dé�nition du quotient dont on cherche l'existence ? En particulier, dans
quelle catégorie doit-on le chercher ?

(2) Ce quotient possède-t-il de bonnes propriétés ?

(3) Sa formation commute-t-elle au changement de base ?

Lorsqu'ils existent, les quotients dans des catégories di�érentes sont en général di�érents.
Le choix d'une catégorie dans laquelle on va chercher un quotient conditionne d'ailleurs
ses propriétés. Ainsi, le quotient du plan a�ne privé de l'origine A2

k \ {0} par l'action
par homothéties du groupe multiplicatif Gm,k est le point Spec(k) dans la catégorie des
schémas quasi-a�nes sur k, mais c'est bien sûr la droite projective P1

k dans la catégorie de
tous les k-schémas. Il se trouve que dans des � catégories � encore plus grosses comme celle
des champs algébriques, le quotient est encore P1

k. Par ailleurs, le morphisme A2
k\{0} → P1

k

est un torseur sous Gm,k. On peut interpréter ces faits comme des signes que P1
k est le

� bon � quotient. Ces phénomènes sont discutés dans les exemples de cette partie.

Selon la philosophie de Grothendieck, bien qu'un objet qui représente un foncteur
covariant soit dé�ni en termes des morphismes dont il est la source, il est essentiel pour le
construire de décrire les morphismes dont il est le but, c'est-à-dire ses points. Ceci est fait
avec soin, particulièrement dans les sections 2 et 3 où les quotients sont moins concrets.
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1 Quotient de l'action adjointe des groupes réductifs

Nous commençons par revisiter un exemple célèbre dans lequel le choix de la catégorie
où l'on recherche le quotient est imposé par le problème lui-même.

Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes réductif déployé, et g son algèbre de
Lie, T un tore maximal, t son algèbre de Lie. L'algèbre g est munie de l'action adjointe
de G, et l'algèbre t est munie de l'action induite du groupe de Weyl W , quotient du
normalisateur de T par son centralisateur. Le quotient adjoint de g noté g/G est l'objet
qui représente le foncteur covariant dé�ni sur la catégorie des schémas a�nes sur S par

F (X) = HomG(g, X),

où X est vu comme G-schéma avec l'action triviale. Il est facile de voir que g/G est
représentable par le spectre de la OS-algèbre des fonctions G-invariantes de g. Le mor-
phisme

χ : g→ g/G

est très important ; il joue un rôle crucial dans la construction de la �bration de Hitchin qui
est à la base de l'approche de B. C. Ngô de la démonstration du lemme fondamental (voir
[Ngô]). On dé�nit de même le quotient t/W qui est un S-schéma a�ne ; l'inclusion t ↪→ g
induit un morphisme π : t/W → g/G. Le fait de savoir que π est isomorphisme, lorsque
c'est le cas, a plusieurs conséquences importantes pour g/G : d'abord cela ramène son
calcul à un calcul de quotient par un groupe �ni, et ensuite cela permet de l'interpréter
comme l'ensemble des classes de conjugaison semi-simples de g (puisque les points de
t/W sont en bijection avec cet ensemble). Lorsque la base est le spectre d'un corps de
caractéristique di�érente de 2, la question a été étudiée dans le travail classique de Springer
et Steinberg [SpSt] et plus récemment par Levy [Le]. Lorsque G est simple (la réponse dans
le cas semi-simple s'en déduit facilement), nous apportons une réponse sans hypothèse
sur la base, dans l'article On the adjoint quotient of Chevalley groups over arbitrary base
schemes en collaboration avec P.-E. Chaput.

Théorème. Supposons que G est simple déployé sur un schéma S arbitraire. Alors le
morphisme π : t/W → g/G est un isomorphisme, sauf dans le cas suivant : G = Sp2n et
le faisceau structural OS du schéma de base possède des éléments de 2-torsion.

De plus, nous étudions en détail le cas exceptionnel, en calculant les schémas t/W ,
g/G et le morphisme π. On trouvera ces résultats dans [6], 3.11 et 6.6.

La question de savoir si la formation du quotient χ : g→ g/G commute au changement
de base relève plus du cas par cas. Nous y répondons pour les quatre groupes classiques
en types A, B, C, D. Notons S[2] le sous-schéma fermé de S dé�ni par l'idéal des fonctions
annulées par 2. Alors :

(i) si G = SLn ou G = Sp2n, la formation du quotient commute au changement de base ;

(ii) si G = SO2n+1 ou G = SO2n, la formation du quotient commute au changement de
base f : S ′ → S si et seulement si f ∗S[2] = S ′[2].

On trouvera ces résultats dans [6], 4.8, 4.9, 5.3, 6.6.
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2 Quotient par un groupoïde en champs algébriques

Nous présentons maintenant un résultat utilisé dans la preuve du théorème 2.5.2 de
l'article Composantes connexes et irréductibles en familles [8] qui est le sujet de la section 3
ci-dessous. Dans loc. cit., on n'a donné qu'une maigre esquisse de preuve (voir [8] 2.5.1).
Le champ quotient d'un groupoïde n'y est décrit que comme le champ associé à un certain
préchamp, ce qui ne permet pas aisément de montrer qu'il est algébrique. Nous pro�tons de
cette présentation pour donner un énoncé plus complet et pour le démontrer entièrement.
En particulier, nous donnons une description directe des sections du champ quotient.

Contrairement à la situation de la section 1, on peut dire que le problème de quotient
présent est posé dans une catégorie choisie pour que le quotient existe et soit le plus
sympathique possible. Il s'agit en fait d'une 2-catégorie : la 2-catégorie des (1-)champs
algébriques. En e�et, on peut considérer que les champs algébriques ont été introduits
pour obtenir des quotients possédant les meilleures propriétés possibles.

Dans la suite, nous écrivons toujours champ algébrique pour désigner un champ al-
gébrique d'Artin. Nous �xons un espace algébrique S et tous les morphismes sont des
S-morphismes.

2.1 Rappels sur les groupoïdes. Nous rappelons brièvement quelques dé�nitions pour
�xer les notations et assurer la cohérence du texte. Un groupoïde en S-espaces algébriques
est la donnée de deux S-espaces algébriques R, X et de cinq morphismes s, t : R → X,
e : X → R, c : R ×s,X,t R → R, i : R → R satisfaisant les axiomes bien connus qui
expriment le fait que X est l'ensemble des objets et R l'ensemble des morphismes d'une
petite catégorie. Ce groupoïde est souvent noté s, t : R⇒ X ou simplement R⇒ X. On
dit que le groupoïde est fppf si s, ou de manière équivalente t, est un morphisme fppf. On
dit qu'un morphisme g : X → Z est invariant sous le groupoïde si g ◦ s = g ◦ t ; on peut
alors voir le groupoïde comme un groupoïde en Z-espaces. Un quotient pour R ⇒ X est
un morphisme f : X → Y universel parmi les morphismes invariants. S'il existe, on dit que
le quotient est e�ectif si le morphisme R→ X×Y X est un isomorphisme. Un morphisme
de groupoïdes (R ⇒ X) → (R′ ⇒ X ′) est une paire de morphismes R → R′, X → X ′

compatibles aux morphismes de structure des deux groupoïdes en un sens évident. Un
groupoïde tel que j = (t, s) : R→ X×SX est un monomorphisme, resp. un épimorphisme
strict, est dit libre, resp. transitif. En particulier, un groupoïde qui possède un quotient
e�ectif f : X → Y dé�nit un groupoïde libre et transitif de Y -espaces. Un groupoïde libre
est aussi appelé une relation d'équivalence. Si un groupoïde est libre et transitif, alors j est
un monomorphisme et un épimorphisme strict, donc un isomorphisme. Le stabilisateur du
groupoïde est le produit �bré j−1(∆X/S), vu comme X-espace, dé�ni par le diagramme :

j−1(∆X/S) //

��

X

∆X

��
R

j // X ×X.

L'action est libre si et seulement si le stabilisateur est trivial, i.e. j−1(∆X/S)→ X est un
isomorphisme. Un exemple fondamental est fourni par l'action d'un S-espace algébrique
en groupes G sur un S-espace algébrique X : on dispose alors d'un groupoïde G×SX ⇒ X
avec pour s la seconde projection, t le morphisme d'action, et e, c, i induits par l'unité du
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groupe, la composition et l'inversion dans le groupe. Ce groupoïde est libre et transitif si
et seulement si X est un pseudo G-torseur (un espace formellement principal homogène).

Un groupoïde en S-champs algébriques est un groupoïde R ⇒X dans lequel X et R
sont des S-champs algébriques, les morphismes de structure s, t, e, c, i sont des morphismes
de S-champs algébriques, et tous les diagrammes qui expriment les axiomes de groupoïde
sont 2-commutatifs. Les 2-isomorphismes de commutativité font partie de la structure, ce
qui complique un peu la donnée. Pour des détails sur ce point, dans le cas des groupoïdes
dé�nis par des actions de groupes, nous renvoyons à [2], Section 1. Les notions dé�nies
précédemment pour les groupoïdes de S-espaces s'étendent sans modi�cation. Signalons
simplement que dans ce nouveau contexte, unmorphisme invariant est une paire composée
d'un morphisme g : X → Z et d'un 2-isomorphisme β : g ◦ s ⇒ g ◦ t. Un quotient est
donc une paire f : X → Y , α : f ◦ s ⇒ f ◦ t telle que pour tout morphisme invariant
(g, β) il existe une unique paire h : Y → Z , γ : h ◦ f ⇒ g telle que le diagramme suivant
commute :

h ◦ f ◦ s γ∗s +3

h∗α
��

g ◦ s

β

��
h ◦ f ◦ t

γ∗t
+3 g ◦ t.

2.2 Énoncé du théorème. Le résultat dont nous voulons expliquer la preuve est le
suivant.

Théorème. Soit S un espace algébrique.

(1) Soit f : X → Y un morphisme fppf de S-champs algébriques. Alors, le groupoïde

pr1, pr2 : X ×Y X ⇒X

est un groupoïde fppf à stabilisateur représentable, avec un quotient qui est f : X → Y .

(2) Soit s, t : R ⇒ X un groupoïde fppf en S-champs algébriques dont le stabilisateur
est représentable. Alors, il existe un quotient f : X → Y , α : f ◦ s ⇒ f ◦ t qui est un
morphisme fppf de S-champs algébriques. Ce quotient est e�ectif et sa formation commute
au changement de base.

En résumé, ce théorème dit que dans la 2-catégorie des S-champs algébriques, les
groupoïdes fppf à stabilisateur représentable sont exactement les groupoïdes dé�nis par
les �bres d'un morphisme fppf. Accompagnons-le de quelques remarques.

(i) La première partie est un énoncé de descente : elle signi�e que f est un épimorphisme
strict. La deuxième partie est un énoncé d'existence de quotient.

(ii) On peut remplacer partout fppf par lisse ou étale dans l'énoncé.

(iii) Ce théorème généralise les énoncés de l'article Group actions on stacks and applica-
tions [2] sur le passage au quotient par une action de groupe.

(iv) Il est intéressant de noter que, comme on le verra, la preuve de (2) utilise (1).
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2.3 Commentaires sur le contexte homotopique. Avant de passer à la preuve, il
est utile de replacer le résultat ci-dessus dans un cadre plus général. Dans [TV], Toën et
Vezzosi construisent une (n + 1)-catégorie des n-champs d'Artin, que nous notons Cn+1.
Pour les petites valeurs de n, on obtient l'ensemble C0 = {S}, la catégorie C1 des S-espaces
algébriques, et la 2-catégorie C2 des champs algébriques au sens où nous les entendons.
Pour tout n > 0, le foncteur de Yoneda Cn ↪→ Cn+1 permet de parler des n-champs qui
sont (représentables par) des (n−1)-champs. Il semble qu'on peut avancer les a�rmations
suivantes, et peut-être en trouver dans [TV] une preuve complète ou partielle :

(1) Soit f : X → Y un morphisme fppf de n-champs d'Artin. Alors, le groupoïde

pr1, pr2 : X ×Y X ⇒X

est un groupoïde fppf à stabilisateur un (n − 1)-champ d'Artin, avec pour quotient f :
X → Y .

(2) Soit s, t : R ⇒ X un groupoïde fppf en n-champs d'Artin dont le stabilisateur est
un (n − 1)-champ d'Artin. Alors, il existe un quotient f : X → Y , α : f ◦ s ⇒ f ◦ t
qui est un morphisme fppf de n-champs. Ce quotient est e�ectif et sa formation commute
au changement de base. C'est aussi un quotient parmi les m-champs d'Artin, pour tout
m > n.

Pour n = 0, le point (1) est un énoncé classique de théorie de la descente fppf et le
point (2) est le théorème d'Artin sur le quotient des espaces algébriques par une relation
d'équivalence plate. Pour n = 1, les points (1) et (2) constituent le théorème 2.2. Bien
sûr, les énoncés de Toën et Vezzosi sont formulés dans le cadre de la géométrie algébrique
homotopique duquel, comme un certain nombre de géomètres, je suis peu familier. Le
simple fait de reconnaître dans les travaux homotopiques les objets dont on a besoin en
géométrie algébrique n'est pas toujours facile, ce qui entrave un peu leur compréhension
et leur utilisation : la lectrice (le lecteur) pourra juger par elle-même (par lui-même) en
lisant les sections 1.3.4 et 1.3.5 de [TV]. Il est donc utile de formuler et démontrer ces
résultats dans nos propres termes, ce qui est l'objet de la suite, pour n = 1.

2.4 Preuve du point (1) du théorème. On se donne un morphisme fppf de S-champs
algébriques f : X → Y . Le fait que le stabilisateur du groupoïde X ×Y X ⇒ X
est représentable est une conséquence du fait que la diagonale ∆Y /S est représentable et
qu'on a les carrés 2-cartésiens :

j−1(∆X /S) //

��

X

∆X /S

��
X ×Y X //

��

X ×S X

��
Y

∆Y /S // Y ×S Y .

Montrons maintenant que f : X → Y est le quotient du groupoïde qu'il dé�nit, i.e.
que c'est un épimorphisme strict. Notons que par dé�nition du produit �bré, on dispose
d'un 2-isomorphisme canonique α : f ◦ pr1 ⇒ f ◦ pr2. Soient Z un S-champ algébrique,
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g : X → Z un morphisme et β : g ◦ pr1 ⇒ g ◦ pr2 un 2-isomorphisme. Soient U → Y et
U ′ → U ×Y X des présentations lisses par des espaces algébriques ; soient V = U ×Y U
et V ′ = U ′ ×X U ′. On a un diagramme 2-commutatif :

V ′ ×V V ′ // //

y

$$

V ′

����

// V

����
U ′ ×U U ′ ////

w

��

U ′

v

��

ϕ // U

u

��

h1

!!
X ×Y X //// X

f //

g

77Y
h // Z .

En composant le 2-isomorphisme β : g ◦ pr1 ⇒ g ◦ pr2 avec w et en utilisant les 2-
isomorphismes pri ◦w ⇒ v ◦ pri avec i = 1, 2, on obtient un 2-isomorphisme β ∗ w :
g ◦ v ◦ pr1 ⇒ g ◦ v ◦ pr2. On a donc un diagramme 2-commutatif

U ′ ×U U ′ // // U ′
g◦v // Z .

Comme Z est un champ, le morphisme g ◦ v se factorise par U i.e. il existe une unique
paire (h1, β1) avec h1 : U → Z et β1 : h1 ◦ ϕ ⇒ g ◦ v. En faisant le même raisonnement
avec la première ligne du diagramme au lieu de la seconde, l'assertion d'unicité fournit
une donnée de descente pour h1 relativement à u. Il s'ensuit que h1 se factorise par Y i.e.
il existe une unique paire (h, β2) avec h : Y → Z et β2 : h ◦ u⇒ h1. En composant β2 et
β1 on obtient un 2-isomorphisme h ◦ f ◦ v ⇒ g ◦ v. En�n en regardant les préimages par
V ′ ⇒ U ′ et en utilisant les propriétés de champ de X , on voit que ce 2-isomorphisme se
descend en un unique 2-isomorphisme β : h ◦ f ⇒ g. Ceci termine la preuve de (1).

2.5 Preuve du point (2) du théorème. On se donne un groupoïde fppf s, t : R ⇒X .
Nous nous concentrerons sur la di�culté principale de la preuve, qui est de construire
le champ quotient Y . Pour ceci, raisonnons par condition nécessaire. Si Y possède les
propriétés requises dans (2), le morphisme R → X ×Y X est un isomorphisme, i.e.
le groupoïde R ⇒ X vu comme groupoïde en champs algébriques sur Y est libre et
transitif. Pour tout schéma S ′/S, on a donc par changement de base un S ′-groupoïde fppf
libre et transitif :

R ′
s′ //

t′
//

��

X ′

β

��

π′
// S ′

α

��
R

s //
t

// X
π // Y .

Notons maintenant Rs, resp. Rt, le champ R lorsqu'il est vu comme un X -champ via s,
resp. via t. De même, notons R2

s , resp. R2
t , le champ R ×s,X ,t R lorsqu'il est vu comme

X -champ via s ◦ pr2, resp. via t ◦ pr1. La composition dans le groupoïde donne lieu à
deux X -morphismes cs = c : R2

s → Rs et ct = c : R2
t → Rt. Nous notons avec un � ′ �

les mêmes objets relatifs au groupoïde obtenu après changement de base. Pour a ∈ {s, t},
la transitivité du produit �bré fournit des isomorphismes canoniques ϕa : R ′a → β∗Ra et
ψa : R ′2a → β∗R2

a qui véri�ent
ϕa ◦ c′a = β∗ca ◦ ψa.
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Comme un groupoïde est entièrement déterminé par ses applications s, t, c, ces égalités
déterminent exactement l'information dans R ′ qui provient de R par le changement de
base β : X ′ → X . On change maintenant de point de vue et on dé�nit Y comme le
champ dont les sections sur S ′ sont les objets T ′ composés d'un diagramme

R ′
// //

��

X ′

β

��

// S ′

R
//// X

et d'isomorphismes ϕa : R ′a → β∗Ra et ψa : R ′2a → β∗R2
a pour a ∈ {s, t}, tels que :

(a) X ′ est un S ′-champ algébrique fppf arbitraire,

(b) R ′ ⇒X ′ est un S ′-groupoïde fppf libre et transitif,

(c) ϕa ◦ c′a = β∗ca ◦ ψa pour a ∈ {s, t}.

Les morphismes entre deux objets T ′
1 et T ′

2 sont les diagrammes 2-commutatifs

R ′1
// //

λ

��

X ′
1

µ

��

β1

%%KKKKKK

X

R ′2
// // X ′

2

β2

99ssssss

satisfaisant les conditions de compatibilité évidente aux morphismes de structure des
groupoïdes et aux autres données ϕa,i, ψa,i pour a ∈ {s, t} et i ∈ {1, 2}.

Nous devons montrer que Y est algébrique. D'après la dé�nition d'un morphisme de
groupoïdes, dans le diagramme ci-dessus le morphisme µ est déterminé par λ. On voit ainsi
que la �bre de ∆Y /S au point (T ′

1 ,T
′

2 ) considéré, i.e. le S ′-champ IsomY (T ′
1 ,T

′
2 ), est une

sous-catégorie du S ′-champ HomX (R ′1,R
′
2). Utilisant l'hypothèse que le stabilisateur du

groupoïde R ⇒X est représentable, on voit que HomX (R ′1,R
′
2) est représentable par un

S ′-espace algébrique, et la �bre de ∆Y /S au point considéré en est un sous-espace ; ici, nous
omettons certains calculs un peu pénibles mais qui ne présentent pas de di�culté. Ainsi
∆Y /S est représentable. L'algébricité de Y sera acquise une fois que l'on aura construit le
morphisme de quotient f : X → Y et montré qu'il est fppf. Pour construire f , pour tout
point v : S ′ →X nous devons construire un point f(v) : S ′ → Y . Considérons le produit
�bré R ′ = R×s,X ,vS

′, qui est l'orbite du point v sous le groupoïde, et notons w : R ′ → R
la projection. Le groupoïde trivial R ′ ×S′ R ′ ⇒ R ′ s'insère dans un diagramme

R ′ ×S′ R ′ // //

w◦pr1
��

R ′

��

// S ′

R
//// X

qui dé�nit le point f(v) ∈ Y (S ′) désiré. Il est clair que le morphisme f est fppf, car sa
�bre en un objet T ′ comme ci-dessus est représentable par le S ′-champ X ′ qui est fppf
par construction.
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Il ne reste qu'à montrer que f : X → Y est un quotient de R ⇒X . Soient g : X →
Z un morphisme de S-champs algébriques et β : g ◦ s ⇒ g ◦ t un 2-isomorphisme. Soit
T ′ un objet de Y (S ′). Par dé�nition de Y , on a donc un diagramme 2-commutatif :

R ′
s′ //

t′
//

w

��

X ′

v

��

ϕ // S ′

u

��

h

��
R

s //
t

// X
f //

g

44Y Z .

En composant β : g ◦ s⇒ g ◦ t avec w et en utilisant les 2-isomorphismes pri ◦w ⇒ v ◦ pri
avec i = 1, 2, on obtient un 2-isomorphisme β ∗w : g ◦ v ◦ s′ ⇒ g ◦ v ◦ t′. Or par dé�nition
de Y , le S ′-groupoïde fppf R ′ ⇒ X ′ est libre et transitif i.e. c'est le groupoïde dé�ni
par les �bres du morphisme fppf X ′ → S ′. D'après la partie (1) du théorème, il s'ensuit
qu'il existe une unique paire (h′, γ′) composée d'un morphisme h′ : S ′ → Z et d'un 2-
isomorphisme γ′ : g ◦ v ⇒ h ◦ ϕ. Pour S ′ variable, la collection des paires (h′, γ′) dé�nit
une paire h : Y → Z , γ : h ◦ f ⇒ g qui donne une factorisation de (g, β). Ceci termine
la preuve de (2).

3 Quotients étales d'un champ et composantes con-

nexes

Pour �nir cette première partie, nous présentons quelques résultats autour d'un dernier
problème de quotient, ou plus exactement un problème de représentabilité pour un fonc-
teur covariant : étant donné un S-schéma X plat et de présentation �nie, il s'agit de
représenter le foncteur dé�ni sur la catégorie des S-schémas étales par F (Y ) = HomS(X, Y ).
En fait, nous introduisons l'objet qui représente F plutôt via son foncteur de points, qui
décrit les composantes connexes de X au-dessus de S. Une variante intéressante concerne
les composantes irréductibles. Par ailleurs, comme nous avons en vue une application
aux composantes de certains champs classi�ants de courbes, nous partons d'un S-champ
algébrique X plutôt que d'un schéma. Cependant, les résultats obtenus ont autant d'in-
térêt pour les schémas que pour les champs. Pour l'essentiel, ils sont contenus dans l'article
Composantes connexes et irréductibles en familles [8].

3.1 Composantes connexes ouvertes. Soit S un schéma ou un espace algébrique, et
X un S-champ algébrique plat et de présentation �nie. On appelle composante connexe
ouverte de X /S (en abrégé c.c.o.) un sous-champ ouvert C ⊂X , plat et de présentation
�nie sur S, tel que pour tout point géométrique s̄ ∈ S, la �bre Cs̄ ⊂Xs̄ est une composante
connexe. On note π0(X /S) le foncteur sur la catégorie des S-schémas dé�ni par :

π0(X /S)(T ) =
{
c.c.o. de X ×S T/T

}
.

On peut dé�nir d'une manière analogue la notion de composante irréductible ouverte
(en abrégé c.i.o.) et le foncteur associé Irr(X /S). La dé�nition même de π0(X /S) et
Irr(X /S) en fait des faisceaux fppf sur S, à diagonale ouverte quasi-compacte, et qui en
tant que foncteurs sont formellement étales, c'est-à-dire avec une théorie de déformations
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nulle. On montre par ailleurs que π0(X /S) est toujours représentable par un espace
algébrique étale quasi-compact quitte à se restreindre à une strati�cation �nie S∗ de S
par des parties localement fermées (voir [8], lemmes 2.1.2, 2.1.3).

Pour montrer que π0(X /S) est représentable, on a besoin de construire des c.c.o. Le
cas le plus simple où ceci est possible est le cas de X → S à �bres géométriquement
réduites : la construction schématique classique de la composante connexe ouverte le long
d'une section se généralise alors (voir [8] 2.2.1). On a d'ailleurs un résultat similaire pour
les composantes irréductibles : on montre qu'il existe un plus grand sous-champ ouvert
U ⊂ X dont les points géométriques n'appartiennent qu'à une composante irréductible
de leur �bre, appelé le lieu unicomposante, et on construit la composante irréductible
ouverte le long d'une section incluse dans le lieu unicomposante (voir [8] 2.2.4). En utilisant
les critères de représentabilité d'Artin et le théorème de quotient 2.2, on obtient :

Théorème. Soit X un S-champ algébrique plat, de présentation �nie, à �bres géométri-
quement réduites.

(1) Les foncteurs π0(X /S) et Irr(X /S) sont représentables par des espaces algébriques
étales et quasi-compacts sur S.

(2) Soit R ⊂ X × X la relation d'équivalence dé�nie comme sous-catégorie pleine
telle que deux points u, v : T → X sont équivalents si et seulement si pour tout point
géométrique t : Spec(Ω)→ T , les points u(t) et v(t) sont dans la même composante con-
nexe de XΩ. Cette relation est représentable par la c.c.o. de X ×X le long de la section
diagonale. De plus, il existe un morphisme X → π0(X /S) grâce auquel X s'identi�e à
la c.c.o. universelle et π0(X /S) au quotient X /R.

(3) Soit S ⊂ U ×U la relation d'équivalence sur le lieu unicomposante, sous-catégorie
pleine telle que deux points u, v : T → U sont équivalents si et seulement si pour tout
point géométrique t : Spec(Ω)→ T , les points u(t) et v(t) sont dans la même composante
irréductible ouverte de UΩ. Cette relation est repésentable par la c.i.o. de U ×U le long
de la section diagonale. De plus, il existe un morphisme U → Irr(X /S) grâce auquel U
s'identi�e à la c.i.o. universelle et Irr(X /S) au quotient U /S .

Il s'agit de [8] 2.5.2. La description π0(X /S) = X /R permet de montrer que π0(X /S)
est fonctoriel en un sens très fort : toute application S-rationnelle (resp. S-birationnelle)
f : X 99K Y induit un morphisme (resp. un isomorphisme) π0(f) : π0(X /S) →
π0(Y /S).

3.2 Composantes connexes ouvertes dans le cas propre. Lorsque X → S est
propre, plat et de présentation �nie, on peut dire un peu plus sur π0(X /S). Pour tout
S-champ algébrique X et tout point s ∈ S, on note nX (s) le nombre de composantes
connexes de la �bre géométrique Xs̄. Le cas (ii) de l'énoncé ci-dessous m'a été signalé par
Laurent Fargues ; il donne un autre cas utile de représentabilité qui complète les résultats
de [8].

Théorème. Soient S un schéma et X un S-champ algébrique propre, plat et de présen-
tation �nie. On suppose que l'une des deux hypothèses suivantes est véri�ée : (i) X → S
est à �bres géométriquement réduites, ou (ii) la fonction nX est semi-continue supérieure-
ment. Alors, on a :
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(1) Le foncteur π0(X /S) est représentable par un S-schéma �ni étale.

(2) La description de π0(X /S) comme quotient X /R donnée dans le théorème de 3.1
est valable sans modi�cation.

(3) Notons X → St(X /S) → S la factorisation de Stein. Alors on a une factorisation
St(X /S)→ π0(X /S)→ S, où St(X /S)→ π0(X /S) est un homéomorphisme universel
qui est un isomorphisme dans le cas (i).

Preuve : Dans le cas (i), tout est démontré dans [8] 2.5.2 et 3.2.5. Nous ne considérons
donc que le cas (ii).

(1) On reprend la preuve du point (i) du théorème 2.5.2 de [8], utilisant les critères d'Artin.
Posons F = π0(X /S). On est ramené comme dans loc. cit. à véri�er que pour tout
anneau local noethérien complet (R,m, k), l'application F (R)→ F (k) est bijective. Soit
(R′,m′, k′) une extension locale �nie étale deR telle que toutes les c.c.o. de Xk̄ sont dé�nies
sur k′. Soient Z1,k′ , . . .Zn,k′ les c.c.o. de Xk′ . D'après [EGA] III, prop. 5.5.1, il existe des
sous-champs ouverts et fermés Z1, . . . ,Zn de XR′ tels que Zi⊗k′ = Zi,k′ pour tout i. (La
preuve de ce résultat de [EGA] utilise le théorème d'existence des faisceaux, établi pour les
champs algébriques dans [Ol], thm. 1.4.) Comme nX est semi-continue supérieurement,
on en déduit que c'est une fonction constante sur Spec(R′). Ainsi F (R′)→ F (k′) est une
bijection, qui se restreint en une bijection F (R) → F (k) pour les composantes connexes
ouvertes dé�nies sur R. Ceci achève la preuve du fait que π0(X /S) est représentable par
un espace algébrique. De plus, on voit par le lemme 3.2.2 de [8] que les c.c.o. de X sont
propres sur la base donc fermées dans X . Il s'ensuit que π0(X /S) est séparé, c'est donc
un schéma par [Kn] II.6.17, et comme nX est localement constante, il est �ni.

(2) La preuve du point (ii) du théorème 2.5.2 de [8] s'applique mot pour mot.

(3) Comme π0(X /S) est a�ne sur S, le morphisme X → π0(X /S) se factorise à travers
l'enveloppe a�ne de X → S qui n'est rien d'autre que St(X /S). Il est clair que le
morphisme St(X /S)→ π0(X /S) est �ni, surjectif et radiciel, donc un homéomorphisme
universel. �

3.3 Composantes connexes fermées. On conserve un S-champ algébrique plat (cette
hypothèse ne sera pas cruciale ici) et de présentation �nie X . Si X → S n'est ni à
�bres géométriquement réduites, ni propre avec nX localement constante, le faisceau
π0(X /S) n'est pas représentable en général. Une alternative pertinente lorsque X → S
est propre est de considérer des composantes connexes fermées (en abrégé c.c.f.), qui sont
par dé�nition les sous-champs fermés C ⊂X , plats et de présentation �nie sur S, tels que
pour tout point géométrique s̄ ∈ S, la �bre Cs̄ ⊂ Xs̄ est supportée par une composante
connexe. On dit qu'une c.c.f. est réduite si ses �bres sont géométriquement réduites. On
note π0(X /S)f le foncteur des c.c.f. et π0(X /S)r le sous-foncteur des c.c.f. réduites. On
montre :

Théorème. Soit X un S-champ algébrique propre et de présentation �nie. Alors, le
foncteur π0(X /S)f est représentable par un S-espace algébrique formel localement de
présentation �nie et séparé. Le foncteur π0(X /S)r est représentable par un S-schéma
formel quasi-�ni et séparé.
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Ce résultat est [8] 3.2.1. Pour la preuve, on s'appuie sur le � schéma de Hilbert �
de X /S � qui est en fait un espace algébrique. Hors du cas propre, il est moins évident
d'obtenir la représentabilité de ces foncteurs. Voici un cas favorable : si X est un S-espace
algébrique quasi-�ni, on a un isomorphisme canonique π0(X /S)r = X . En e�et, si C
est une c.c.f. réduite de X /S, alors ses �bres géométriques sont des points réduits et il
s'ensuit que C → S est étale de degré 1, donc une section de X /S. Ce cas est mentionné
dans 3.4 ci-dessous.

3.4 Application à la suite connexe-étale des schémas en groupes. Soit Et/S la
catégorie des S-espaces algébriques en groupes étales. Pour tout S-schéma (ou S-espace)
en groupes plat et de présention �nie G, dé�nissons un foncteur covariant F : Et/S → Ens
par la formule :

F (H) = HomS-Gr(G,H).

Si ce foncteur est représentable, on note Gét l'espace algébrique qui le représente et on
l'appelle le plus grand quotient étale de G. C'est un fait classique que si S est spectre d'un
anneau local hensélien et G est propre ou a�ne, alors il existe un plus grand quotient
étale : c'est le spectre de la plus grande sous-algèbre étale de l'anneau des fonctions
globales de G. Le noyau G0 = ker(G → Gét) est la composante connexe de l'unité de la
�bre spéciale, ouverte et fermée dans G, et l'on dispose de la suite exacte connexe-étale

1 −→ G0 −→ G −→ Gét −→ 1.

En pensant à l'exemple du schéma en groupes µp sur l'anneau des entiers p-adiques Zp,
pour lequel µét

p = 1, on notera que la formation de ces objets ne commute pas au change-
ment d'anneau hensélien de base (même �ni plat), et que G0 n'est pas nécessairement égal
à la composante connexe de G le long de la section unité (i.e. la réunion des composantes
connexes des unités des �bres).

Nos résultats ci-dessus permettent d'obtenir une telle suite exacte sur une base S
quelconque. On doit ajouter quelques hypothèses, mais en contrepartie les propriétés de
la suite exacte sont meilleures. Précisément, soit G un S-schéma (ou S-espace) en groupes
plat et de présentation �nie, et supposons l'une des deux hypothèses suivantes véri�ée :

(i) G est lisse sur S,

(ii) G est propre sur S, et la fonction nG est semi-continue supérieurement.

Alors nos résultats précédents montrent que la composante connexe de G le long de la
section neutre est un sous-espace en groupes ouvert distingué G0 de G et que le foncteur
Gét := π0(G/S) est représentable. De plus Gét est un S-espace en groupes, car π0 commute
au produit. On obtient la suite connexe-étale 1 → G0 → G → Gét → 1 dans laquelle la
formation de tous les termes commute au changement de base arbitraire sur S.

On notera que sur la base S = Spec(Zp), le schéma en groupes G = µp,S ne véri-
�e aucune des hypothèses (i) et (ii). Pour ce groupe, le schéma des c.c.f. réduites est
π0(G/S)r = G. Il s'insère dans une suite exacte naturelle 1→ ker→ G→ π0(G/S)r → 1,
mais pas du bon côté, si l'on compare avec la suite connexe-étale dé�nie auparavant dans
le cas d'une base hensélienne...
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3.5 Application aux espaces de modules de courbes. La motivation principale de
mon travail sur les familles de composantes était de répondre aux questions suivantes
posées par Pierre Lochak sur un exemple concret. Soit Mg(G) ⊂ Mg le lieu de l'espace
des modules des courbes de genre g composé des courbes qui admettent une action du
groupe �ni �xé G : comment varient les composantes irréductibles des �bres de Mg(G) en
les di�érents nombres premiers ? Leur nombre varie-t-il ? Une composante donnée possède-
t-elle un � anneau de dé�nition � qui est une extension �nie de Z ?

Au-dessus de l'ouvert S = D(30|G|) ⊂ Spec(Z), on peut répondre assez facilement
à ces questions en utilisant la fonctorialité de π0 et la compacti�cation stable du champ
de Hurwitz des courbes avec action de G présentée dans la section 7. La présence du
facteur 30 est due à l'existence de courbes avec un excès d'automorphismes : par exemple
le facteur 2 est dû aux courbes hyperelliptiques (on renvoie à la preuve de [8], prop. 3.4.1
pour des détails sur ce point). Précisément, notons Hg,G (resp. H̄g,G) le champ classi�ant
les courbes projectives lisses (resp. stables) C → T de genre g munies d'une action �dèle
(stable) ρ : GT ↪→ AutT (C). Le champ H̄g,G est une S-compacti�cation lisse de Hg,G. Le
groupe Aut(G) agit sur ces champs par précomposition sur ρ, et on notera

H ′
g,G = Hg,G/Aut(G), H̄ ′

g,G = H̄g,G/Aut(G)

les champs quotients. À cause des propriétés du quotient par un groupe �ni étale, ces
S-champs sont lisses (voir le théorème 2.2 et la remarque (ii) qui le suit) et H̄ ′

g,G est
propre. Pour une courbe générique C de Mg(G), on a Aut(C) = G (modulo le petit
problème d'excès d'automorphismes évoqué ci-dessus, qui est facilement surmonté) si bien
que deux actions de G di�èrent exactement par un élément de Aut(G). On montre ainsi
que H ′

g,G →Mg(G) est birationnel. Utilisant la lissité de H ′
g,G et la fonctorialité pour les

morphismes S-birationnels

Mg(G)
α←−H ′

g,G

β−→ H̄ ′
g,G,

on trouve �nalement

Irr(Mg(G)/S) = Irr(H ′
g,G/S) par fonctorialité pour α,

= π0(H ′
g,G/S) par lissité,

= π0(H̄ ′
g,G/S) par fonctorialité pour β.

Le théorème 3.2 montre que ce dernier foncteur est un schéma �ni étale.
Une composante irréductible CΩ de Mg(G)Ω sur un corps algébriquement clos Ω déter-

mine un point géométrique Spec(Ω)→ Irr(Mg(G)/S). La composante connexe de ce point
est un S-schéma connexe �ni étale, spectre d'une extension �nie de Z[1/(30|G|)] qui mérite
le nom d'� anneau de dé�nition � de CΩ.

22



Deuxième partie

Modèles de schémas en groupes

Dans cette partie, nous présentons quelques résultats sur les modèles entiers des
schémas en groupes �nis sur le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète
R = (R,K, k, π). La situation qui présente un intérêt est celle où l'ordre du groupe est
divisible par la caractéristique résiduelle p = car(k). Lorsqu'un tel groupe est donné avec
une action sur la �bre générique d'un R-schéma X, on recherche des modèles agissant
sur X.

Par exemple, si R contient une racine primitive p-ième de l'unité ζ, considérons l'action
du groupe GK = (Z/pZ)K sur la �bre générique de la droite a�ne X = A1

R donnée par
les homothéties ζ i. Cette action s'étend à X de deux manières naturelles : en une action
de G = (Z/pZ)R et en une action de G′ = µp,R. Sur la �bre spéciale, l'action de Gk est
triviale alors que l'action de G′k est �dèle : c'est entre deux tels candidats que l'on doit
choisir un modèle, et c'est ici le modèle G′ que l'on préfère.

Pour pouvoir considérer des situations où l'on ne dispose pas d'hypothèse de propreté,
nous avons introduit l'utilisation de la notion de pureté. Il semble que ce soit la condition
optimale à imposer aux schémas qui reçoivent une action pour obtenir l'existence de
modèles �nis et plats agissant �dèlement, comme le groupe G′ ci-dessus. Ceci est discuté
dans la section 5. En préliminaire, la dé�nition et quelques propriétés des schémas purs
sont présentés dans la section 4. En�n, pour disposer d'exemples intéressants et car il
s'agit d'un groupe parmi les plus importants en arithmétique et en géométrie, nous nous
penchons sur l'étude particulière des modèles du schéma en groupes des racines pn-ièmes
de l'unité, dans la section 6.

4 Schémas purs

La notion de pureté des morphismes de schémas a été introduite par M. Raynaud dans
sa thèse, dans le but d'obtenir des critères de platitude cohomologique sous des hypothèses
plus faibles que la propreté (voir [R], notamment II.2.11 et III.1.4). Par dé�nition, un
morphisme localement de type �ni f : X → S est pur si et seulement s'il l'est en les
hensélisés de tous les points de S, de sorte qu'il ne nous reste qu'à formuler :

Dé�nition. Soit S un schéma local hensélien. On dit qu'un morphisme localement de
type �ni f : X → S est pur si l'adhérence de tout point x ∈ X associé dans sa �bre Xs

(s = f(x)) rencontre la �bre fermée.
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La dé�nition s'étend aux champs algébriques ([8], Annexe B). Un morphisme pro-
pre, ou un morphisme fppf à �bres géométriquement irréductibles sans composantes im-
mergées, sont purs. La pureté a été exploitée ensuite par Raynaud et Gruson pour décrire
en termes géométriques le lien entre platitude et projectivité : une algèbre de présentation
�nie, plate et pure est projective comme module (voir [RG], 3.3.5). Ce résultat est crucial
pour obtenir l'existence de certaines adhérences schématiques au-dessus d'un anneau de
valuation discrète dans le travail E�ective models of group schemes [7] que nous décrirons
dans la section 5.

Nous avons eu diverses occasions de démontrer que certaines propriétés classiques des
morphismes propres s'étendent aux morphismes purs. Voici trois exemples. Le premier
exemple est la �délité du foncteur de complétion formelle.

Proposition. Soit A un anneau adique noethérien, I un idéal de dé�nition, S = Spec(A),
S0 = Spec(A/I). Soient X → S un morphisme de type �ni pur, Y → S un morphisme de
type �ni séparé, et soient Ŝ, X̂, Ŷ les complétés de S,X, Y le long de S0, X0 = X ×S S0,
Y0 = Y ×S S0 respectivement. Alors, l'application de complétion formelle

HomS(X, Y ) −→ HomŜ(X̂, Ŷ ) , f 7→ f̂

est injective.

Dans le cas propre, c'est démontré dans [EGA], III1, 5.4.1. Dans le cas pur, c'est
démontré dans [7], 2.1.9 (le résultat est énoncé dans le cas où A est un anneau de valuation
discrète, mais cette hypothèse restrictive n'est pas utile dans la preuve). Bien sûr, dans
le cas propre, la partie di�cile, utilisant le théorème d'existence des faisceaux, est la
surjection. On n'en a pas d'analogue dans le cas pur. Le second exemple concerne certaines
propriétés des �bres des morphismes :

Théorème. Soit X → S un morphisme de champs algébriques de présentation �nie,
plat et pur. Soit n > 1 un entier. Alors, les ensembles suivants sont ouverts dans |S | :

(i) l'ensemble des s ∈ |S | tels que Xs est géométriquement réduit,

(ii) l'ensemble des s ∈ |S | tels que la �bre géométrique Xs̄ est réduite avec au plus n
composantes connexes,

(iii) l'ensemble des s ∈ |S | tels que la �bre géométrique Xs̄ est réduite avec au plus n
composantes irréductibles.

On se reportera à l'annexe A.1 de [8] pour quelques conventions à propos des �bres
des morphismes de champs algébriques. Dans le cas propre, cet énoncé se trouve dans
[EGA] IV3 12.2 et dans le cas pur, dans [7], th. 2.2.1 et [8], th. B.4. Le troisième exemple
concerne la représentabilité de la restriction de Weil de sous-schémas fermés :

Théorème. Soient h : X → S un morphisme de présentation �nie, plat et pur (de sché-
mas) et Z ↪→ X une immersion fermée. Alors, la restriction de Weil h∗Z est représentable
par un sous-schéma fermé de S.
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Dans le cas propre, c'est une conséquence des théorèmes de Grothendieck et Artin sur
la représentabilité du foncteur de Hilbert (voir par exemple [Ar], � 6). Dans le cas pur,
c'est démontré dans l'annexe B.3 de l'article Moduli of Galois p-covers in mixed charac-
teristics [9]. Ce résultat possède un grand nombre de corollaires classiques concernant la
représentabilité de divers égaliseurs, noyaux, centralisateurs, normalisateurs, etc.

5 Modèles e�ectifs de schémas en groupes �nis et plats

Soit R = (R,K, k, π) un anneau de valuation discrète de caractéristique résiduelle p.
On sait que tout revêtement fK : YK → XK entre K-courbes projectives, lisses et
géométriquement connexes, s'étend après une extension �nie éventuelle de K en un mor-
phisme entre courbes semi-stables f : X → Y . Si fK est galoisien de groupe G, on peut
prendre X stable, munie d'une action de G, et Y = X/G. Lorsque p divise l'ordre de G,
de l'inséparabilité apparaît inévitablement dans certaines composantes de la �bre spé-
ciale de f , et l'on voudrait avoir un contrôle dessus. Lorsque G est cyclique d'ordre p,
un calcul local facile permet de voir qu'au-dessus des composantes où il est inséparable,
le morphisme fk est génériquement un torseur sous l'un des groupes µp ou αp. Dans sa
thèse [He], Henrio a caractérisé les �bres spéciales fk : Xk → Yk ainsi obtenues en ter-
mes de la donnée essentiellement combinatoire de ces torseurs (représentés par des formes
di�érentielles logarithmiques ou exactes sur les composantes), donnée appelée arbre de
Hurwitz.

Lorsque la valuation p-adique de |G| est au moins égale à 2, la situation est beaucoup
moins simple. Considérons le point générique ξ d'une composante irréductible de Xk. Il
n'est pas clair a priori qu'il existe un schéma en groupes naturel G′ agissant �dèlement
au voisinage de ξ (mais on va montrer que c'est vrai), et que le morphisme fk devient
localement un torseur sous ce groupe (ceci, en revanche, n'est pas toujours vrai). Si l'on
enlève de X les composantes irréductibles de Xk dont les points génériques ne sont pas
dans la G-orbite de ξ, on obtient un ouvert X ′ qui n'est pas propre, mais est pur sur R.
Pour montrer l'existence du groupe G′ agissant �dèlement sur X ′, appelé modèle e�ec-
tif, nous avons établi le résultat général suivant, voir l'article E�ective models of group
schemes [7], th. A ou th. 4.3.5.

Théorème. Soit X un R-schéma localement de type �ni, séparé, plat et pur. Soit G
un schéma en groupes �ni plat agissant sur X, �dèlement sur la �bre générique. Alors,
l'image schématique de G dans AutR(X) est représentable par un schéma en groupes �ni
plat G′.

La force de ce résultat réside dans le fait qu'en l'absence de propreté, le faisceau
AutR(X) n'est pas représentable par un schéma ou un espace algébrique a priori. On sait
néanmoins prendre des adhérences et des images schématiques dedans, ce qui donne sens
à l'énoncé. Notons aussi qu'on établit dans [7] des généralisations (par exemple au cas
d'un groupe G de type �ni plus général, dans le cas X a�ne) et des variantes (cas des
schémas formels) dont nous ne parlerons pas ici.

L'un des arguments principaux de la preuve est une propriété d'amalgame des sous-
schémas �nis plats d'un schéma pur (voir [7], 3.2.5 et 3.2.6).
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Théorème. Soit R un anneau de valuation discrète hensélien. Soit X un R-schéma lo-
calement de type �ni, plat et pur. Alors, la famille des sous-schémas fermés Zλ ⊂ X �nis
plats sur R est R-universellement schématiquement dense. De plus, pour tout diagramme
en traits pleins

qZλ,K //

��

XK

��

��1
11

11
11

11
11

11
11

qZλ //

))RRRRRRRRRRRRRRRRR X

!!
Y

avec Y séparé sur R, il existe un unique morphisme X → Y qui rend l'ensemble commu-
tatif.

Une fois acquis ce théorème d'amalgame, donnons l'idée de la preuve de l'existence
du modèle e�ectif dans le théorème précédent. Pour un sous-schéma fermé Zλ ⊂ X qui
est G-stable et �ni plat sur R, l'existence d'un modèle e�ectif G′λ pour l'action sur Zλ est
facile. Par un argument noethérien, on montre que les G′λ sont majorés par l'un d'entre
eux, que nous notons G′. Il ne reste qu'à voir que G′ agit sur X, et ceci se déduit de la
propriété d'amalgame en prenant pour X, Y et Zλ les schémas G × X, X et G′ × Zλ,
respectivement.

Revenons au problème initial de décrire la réduction d'un revêtement galoisien
f : X → Y au voisinage d'un point générique ξ de la �bre spéciale. Une fois établie
l'existence d'un modèle G→ G′ agissant �dèlement au voisinage de l'orbite de ξ, on veut
décrire cette action : est-elle libre au point ξ ? Peut-on la relier à une forme de � rami�-
cation � du morphisme fk ? Peut-on construire des arbres de Hurwitz analogues de ceux
de Henrio ? Les premiers éléments de réponse que l'on a sur ces questions sont donnés par
des exemples, pour le groupe cyclique d'ordre p2. Mentionnons trois points.

(1) Dans le cas d'égales caractéristiques, on trouve dans [7], 5.2.4 l'exemple d'un revête-
ment étale galoisien de groupe Z/p2Z de la droite a�ne A1

K , sur un corps valué de carac-
téristique p, dont la réduction est �nie plate de degré p2 au-dessus de la droite a�ne A1

k,
munie d'une action �dèle du groupe G′k = (αp)

2. Sur la �bre spéciale, tout point possède
un stabilisateur d'ordre p, ce qui montre qu'il n'y a pas de structure de torseur même au
point générique.

(2) Dans le cas d'inégales caractéristiques, D. Tossici est allé beaucoup plus loin dans
sa thèse. Tout d'abord, il classi�e les modèles du schéma en groupes µp2,K ([To2]). En-
suite, sur une base R contenant une racine primitive p2-ième de l'unité, il s'intéresse aux
extensions d'un torseur YK → XK sous le groupe G = Z/p2Z en un morphisme �ni G-
invariant h : Y → X. Supposant X, Y a�nes normaux plats à �bres intègres sur R et
Pic(XK)[p2] = 0, pour tout h : Y → X il dé�nit quatre invariants entiers j, γ1, γ2, κ
qui déterminent explicitement le modèle e�ectif G′ de la réduction et son action : γ1 et
γ2 donnent les modèles e�ectifs des quotients intermédiaires de degré p ; la paire (κ, γ2)
décrit G′ ; en�n j est lié au revêtement particulier YK (voir [To1], 6.2.1 pour un énoncé
précis). Il caractérise le cas où on obtient un torseur en réduction par l'égalité κ = γ1, et
construit des exemples où ce n'est pas le cas ([To1], 6.2.11).
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(3) Une construction d'arbres de Hurwitz pour un groupe �ni G quelconque a été pro-
posée par L. H. Brewis et S. Wewers dans [BW]. Elle leur permet de trouver de nouvelles
obstructions au relèvement des actions de caractéristique p en caractéristique 0. Cepen-
dant, ces arbres ne contiennent pas de donnée di�érentielle analogue aux formes exactes
ou logarithmiques de Henrio, c'est-à-dire d'information qui renseigne sur la dégénéres-
cence du groupe. Il serait intéressant d'enrichir leurs arbres par la donnée d'information
sur les modèles e�ectifs locaux du groupe, et de les utiliser pour étudier le problème de
relèvement des actions.

6 Modèles et suites exactes de type Kummer

L'étude des dégénérescences de revêtements galoisiens, comme dans la section précé-
dente, met sur le devant de la scène les modèles entiers du groupe de Galois. Dans cette
section, notre objectif principal est d'expliquer notre approche pour étudier les modèles
�nis plats du groupe µpn des racines pn-ièmes de l'unité, sur un anneau de valuation
discrète complet d'inégales caractéristiques (0, p).

Auparavant, insistons sur notre point de vue. Notre intérêt pour un schéma en groupes
�ni plat G → S vient largement de l'intérêt pour les revêtements dont il est le groupe
de structure. Lorsque c'est possible, on souhaite donc accompagner la connaissance du
groupe d'une description � explicite � des revêtements, les exemples types d'inspiration
étant fournis par la théorie de Kummer pour le groupe µn et la théorie d'Artin-Schreier-
Witt pour le groupe Z/pnZ en caractéristique p. Étant donné un schéma en groupes �ni et
plat G→ S, on cherche donc à le réaliser comme noyau d'une isogénie entre groupes a�nes
lisses. À ce propos, on notera que dans le cas commutatif, la résolution par des schémas
abéliens fournie par le résultat de plongement de Raynaud [BBM] 3.1.1, ou la � résolution
lisse standard � par des groupes a�nes lisses de Bégueri [Be] 2.2.1, ne semblent pas se
prêter aisément aux calculs que nous avons en vue.

6.1 Suites de type Kummer pour les schémas en groupes d'ordre p. Soient S
un schéma et G → S un schéma en groupes �ni localement libre de degré p. Sous une
hypothèse assez faible, on parvient à mettre G dans une suite exacte du type de celles
décrites précédemment. Pour énoncer plus précisément ce résultat, nous utilisons la no-
tion d'ensemble complet de sections (full set of sections) pour laquelle nous renvoyons
à Katz-Mazur [KM] 1.8 ou à [9] 1.1. Disons qu'un morphisme de schémas en groupes
γ : (Z/pZ)S → G est un générateur si les γ(i), 0 6 i 6 p − 1, forment un ensemble
complet de sections. Par exemple, le morphisme trivial (Z/pZ)S → µp,S est un générateur
si S est de caractéristique p. Disons qu'un morphisme κ : G → µp,S est un cogénérateur
si le morphisme dual de Cartier (Z/pZ)S → G∨ est un générateur.

Théorème. Soit S un schéma et G → S un schéma en groupes �ni localement libre de
degré p. Soit κ : G → µp,S un cogénérateur. Alors κ s'insère canoniquement dans un
diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // G //

κ

��

G
ϕκ //

��

G ′

��

// 0

0 // µp,S // Gm,S
p // Gm,S

// 0
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où ϕκ : G → G ′ est une isogénie entre S-schémas en groupes a�nes lisses de dimension 1
à �bres géométriquement connexes.

Ce résultat est l'objet de l'annexe A de l'article Moduli of Galois p-covers in mixed
characteristics [9]. La preuve consiste à construire certains groupes d'ordre p notés HM

λ,µ

qui sont par dé�nition noyaux de certaines isogénies, et à établir une correspondance
entre les triplets de paramètres (M,λ, µ) et les triplets (L, a, b) de la classi�cation de
Tate-Oort, où G = GL

a,b. Les groupes G et G ′ sont en fait très explicites : ce sont des
variantes globales des groupes G (λ) de Sekiguchi, Oort et Suwa [SOS]. En�n notons que
l'hypothèse d'existence d'un cogénérateur est faible (elle est toujours satisfaite après une
extension �nie localement libre de degré p− 1 de la base), mais nécessaire : par exemple,
si p > 3 et S est le spectre du corps Q(ζp−1) des racines (p− 1)-ièmes de l'unité, alors le
groupe Z/pZ lui-même ne se plonge pas dans un groupe a�ne lisse de dimension 1. (Noter
que Q(ζp−1) n'est rien d'autre que Λ⊗Z Q où Λ est l'anneau de Tate-Oort, voir [TO].)

6.2 Suites de type Kummer pour les modèles de µpn. Soit R un anneau de valuation
discrète d'inégales caractéristiques (0, p), de corps de fractions K. Dans l'article Models
of group schemes of roots of unity [11] en collaboration avec A. Mézard et D. Tossici,
nous construisons pour tout entier n > 1 une famille de R-modèles du schéma en groupes
µpn,K des racines pn-ièmes de l'unité, appelés groupes de Kummer. Ceux-ci sont dé�nis
comme noyaux de certaines isogénies entre des groupes a�nes lisses de dimension n. Nous
pensons que tous les modèles de µpn,K sont de Kummer, au moins si R est complet à corps
résiduel parfait. Il n'est pas facile d'extraire de ce travail un énoncé qui résume le tout ;
nous préférons décrire brièvement les trois étapes principales de notre travail.

Première étape. Tout d'abord, nous donnons la traduction concrète, dans le cas des mo-
dèles de µpn,K , de la classi�cation de Breuil et Kisin (issue de [Br] et [Ki]) des p-groupes
commutatifs �nis plats sur R en termes de modules semi-linéaires. Cette classi�cation
s'énonce avec k parfait et R extension complète totalement rami�ée de l'anneau de
vecteurs de Witt W (k). Le résultat est une classi�cation des modèles en termes de cer-
taines matrices à coe�cients dans l'anneau de polynômes k[u], qui doit être vu comme
sous-anneau de l'anneau de valuation discrète k[[u]]. Il s'agit du théorème 4.2.2 de [11].

Deuxième étape. Ensuite, nous construisons les groupes de Kummer. Pour cela, nous
rappelons la construction due à Sekiguchi et Suwa des groupes �ltrés, qui sont des groupes
a�nes lisses extensions successives des groupes

Gλ = Spec(R[x, (1 + λx)−1]) = ker(Gm,R → i∗Gm,R/λ),

où i désigne l'immersion fermée Spec(R/λ) ↪→ Spec(R) et le noyau est pris dans la
catégorie des faisceaux fppf sur le petit site de Spec(R). (Les groupes Gλ sont naturels
car ce sont exactement les modèles lisses à �bres connexes de Gm,K .) Après avoir décrit
dans les parties 4 et 5 de [SeSu] la construction des extensions en question en termes de
certaines exponentielles de Artin-Hasse généralisées, Sekiguchi et Suwa ont spécialisé dans
les parties 8 et 9 de [SeSu] les paramètres de leur construction pour atteindre leur but :
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l'uni�cation des suites exactes de Kummer et d'Artin-Schreier-Witt. Pour construire les
groupes de Kummer, au contraire, nous ne spécialisons pas les paramètres ; il nous faut
donc donner les conditions de congruences sur ces paramètres assurant que les morphismes
construits sont des isogénies, i.e. que leur noyau est �ni plat. On obtient ainsi certains
modèles �nis plats de µpn,K , que nous appelons groupes de Kummer, en termes de matrices
à coe�cients dans l'anneau W (R) des vecteurs de Witt à coe�cients dans R. Il s'agit du
théorème 7.2.1 de [11]. Signalons que la construction des groupes de Kummer ne nécessite
pas que l'anneau de valuation discrète R soit complet à corps résiduel parfait ; on peut
en fait l'e�ectuer sur une base presque quelconque, comme c'est expliqué dans l'article
Sekiguchi-Suwa Theory revisited [10] (voir notamment le th. 5.2.7).

Troisième étape. En�n, nous comparons modules de Breuil-Kisin et modèles de Kummer.
La comparaison se fait par l'intermédiaire des matrices correspondantes, de part et d'autre.
La di�culté principale vient du fait que les matrices du côté des modules de Breuil-Kisin
sont à coe�cients dans un anneau de caractéristique p alors que les matrices du côté
des groupes de Kummer sont à coe�cients dans un anneau de caractéristique 0. Une
di�culté secondaire est que les matrices du côté de Breuil-Kisin sont en bijection avec
les modèles de µpn,K alors que les matrices de l'autre côté sont seulement en surjection
vers les groupes de Kummer. Dit autrement, nous ne savons pas construire une matrice
distinguée commode pour dé�nir un groupe de Kummer. Néanmoins, nous proposons une
application qui est candidate à mettre en correspondance les ensembles de matrices de
part et d'autre. Plus précisément, nous exhibons une application k[[u]] → R, c 7→ c∗

(non-additive, non-multiplicative) et à toute matrice A = (aij) à coe�cients dans k[[u]],
nous associons la matrice A∗ = ([a∗ij]) à coe�cients dans W (R) obtenue en prenant les
représentants de Teichmüller des a∗ij. L'objectif souhaité est de voir que A est la matrice
d'un module de Breuil-Kisin si et seulement si A∗ est la matrice d'un groupe de Kummer.
Nous véri�ons ceci pour n = 2 (voir [11] 8.2.6), ainsi que pour n = 3 (voir [11] 8.3.5)
sous une hypothèse portant sur les valuations de certaines di�érentes, qui revient à se
restreindre à certaines composantes de la k-variété qui tient lieu d'espace de modules
pour les modèles de µpn,K .

Nous conjecturons que tout modèle de µpn,K est un groupe de Kummer. Initialement,
nous pensions pouvoir utiliser les modules de Breuil-Kisin pour obtenir ce résultat. À
présent, nous pensons plutôt que nos idées pourraient nous permettre de démontrer la
conjecture indépendamment, et de calculer a posteriori le module de Breuil-Kisin d'un
modèle de µpn,K donné sous forme d'un groupe de Kummer. Ce serait l'un des premiers
exemples non triviaux de calcul de modules de Breuil-Kisin.
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Troisième partie

Espaces de modules de revêtements

Rappelons la question posée dans l'introduction du mémoire, qui nous motive autant
que la carotte motive l'âne : on voudrait comprendre la réduction en p des espaces de
modules propres H̄ = H̄g,G de revêtements galoisiens de courbes. Il est intéressant aussi
d'élargir un peu cette question en rappelant pourquoi il est très souhaitable de disposer
d'espaces de modules propres, c'est-à-dire de compacti�cations pour le champ algébrique
Hg,G classi�ant les revêtements entre courbes lisses. Sur un corps de base, avoir entre les
mains une variété (ou un champ) propre permet de faire de la théorie d'intersection. Sur
l'anneau d'entiers d'un corps local, cela permet de se poser la question de la réduction
de la variété, supposée lisse : en e�et, en l'absence d'autres particularités de la situation
comme une loi de groupe, la contrainte de propreté garantit l'unicité de certains modèles
de réduction, et donc leur caractère non arbitraire et in �ne leur utilité. En�n, sur une
base plus générale, compacti�er permet d'étudier certains invariants globaux ou locaux
des �bres, comme dans la preuve de l'irréductibilité de l'espace de modules des courbes
par Deligne et Mumford. Ces trois utilisations de la propreté sont envisagées dans cette
partie, et l'ont déjà été un peu dans 3.5.

Il est primordial de remarquer que dans l'étude des revêtements et de leurs espaces de
modules, les représentations du groupe G sont omniprésentes :

� via des objets de géométrie di�érentielle comme les espaces tangents, espaces de
formes di�érentielles, espaces de jets et théorie de la rami�cation,

� via des objets de topologie algébrique, notamment de cohomologie des faisceaux car
celle du complexe cotangent contrôle la structure locale des espaces de modules.

Ceci explique l'importance de la théorie de représentations de G. En toutes les carac-
téristiques premières à son ordre, le groupe G est semi-simple et sa théorie de représenta-
tions est essentiellement la même (voir Serre [Se], 15.5). Il s'ensuit qu'au-dessus de l'anneau
Z[1/|G|], la géométrie des espaces de Hurwitz est essentiellement la même en toutes les
caractéristiques résiduelles, ce qui d'ailleurs ne signi�e pas qu'il soit toujours facile de le
véri�er. On dispose alors d'une compacti�cation par les revêtements de courbes stables.
Nos résultats dans ce cas sont résumés dans la section 7. En revanche, en caractéristique
p > 0 qui divise l'ordre de G, l'existence de bonnes compacti�cations reste un problème
ouvert ; si on parvient à en construire, leur géométrie et leur arithmétique seront néces-
sairement très di�érentes de ce qu'il se passe en caractéristique 0. Nos résultats concernant
ce cas sont présentés dans la section 8.
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7 Groupe de Galois d'ordre inversible sur la base

Dans le texte Champs de Hurwitz [4], en collaboration avec J. Bertin, nous présen-
tons une étude complète des champs de Hurwitz classi�ant les revêtements de courbes
algébriques sous l'hypothèse suivante : l'ordre des groupes de Galois des revêtements ou
de leurs clôtures galoisiennes est toujours inversible dans le corps de base. Ce sujet a été
abordé par d'autres auteurs dont Ekedahl [Ek] ou Abramovich, Corti et Vistoli [ACV] qui
le voient comme un cas particulier d'espaces d'applications stables. Notre travail inclut
la construction de ces champs, leur compacti�cation, la description combinatoire de leur
bord, quelques exemples signi�catifs dont celui des courbes avec structure de niveau, et
quelques calculs d'intersection. Nous ne pouvons ici que donner une vue d'ensemble de
ce texte, et une sélection de quelques-uns des résultats principaux. Pour la clarté de la
présentation, distinguons trois phases dans le texte [4] : les dé�nitions sur les familles
de revêtements ; la construction des champs de Hurwitz et divers exemples ; la géométrie
énumérative des champs de Hurwitz.

7.1 Dé�nitions sur les familles de revêtements. Dans les parties 1 à 5, nous présen-
tons des dé�nitions et résultats se base sur les revêtements de courbes lisses ou nodales,
leur rami�cation, leurs familles, leurs déformations. Sur un corps k, l'objet d'étude typ-
ique est une courbe algébrique stable C au sens de Deligne et Mumford [DeMu], munie
de l'action admissible d'un groupe �ni G, ce qui veut dire que tout élément g ∈ G qui
�xe un point double sans échanger ses deux branches agit sur leurs espaces tangents par
des caractères inverses l'un de l'autre. Pour l'essentiel, ces parties rassemblent des choses
connues, sauf peut-être pour ce qui concerne deux résultats :

(1) le fait qu'un nombre �ni su�samment grand des G-représentations m-canoniques
H0(C, ω⊗mC/k) détermine la rami�cation de l'action : c'est l'� inversion � de la formule de
Chevalley-Weil ([4], th. 3.2.2 et prop. 4.2.5),

(2) l'étude précise de la collision des points de rami�cation dans une famille et le rôle des
automorphismes qui échangent les branches ([4], th. 4.2.2).

7.2 Construction de champs de Hurwitz et exemples. Dans les parties 6 à 9, nous
construisons divers champs de Hurwitz. Il s'agit du coeur de notre travail. Fixons un
entier g, un groupe �ni G et une donnée de rami�cation ξ (notion dé�nie dans [4] 2.2.1).
Nous montrons que le champ H̄g,G,ξ dont les objets sont les familles de courbes stables
de genre g munies d'une action �dèle admissible de G avec rami�cation ξ est un champ
algébrique de Deligne-Mumford propre et lisse sur Z[1/|G|], contenant le champ Hg,G,ξ

des courbes lisses comme sous-champ ouvert relativement dense ([4], th. 6.3.1). Il possède
un espace modulaire grossier projectif et normal. Si on le souhaite, on peut aussi marquer
le diviseur de rami�cation pour assurer qu'il reste dans le lieu lisse. On ramène un grand
nombre de constructions connues à celle de H̄g,G,ξ :

(1) revêtements non galoisiens : pour tout revêtement de courbes lisses C → D, le triplet
m = (G,H, ξ) composé des groupes de Galois G = Gal(Z/D), H = Gal(Z/C) et de la
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donnée de rami�cation de G sur Z, est indépendant du choix de la clôture galoisienne
Z → C ; on l'appelle le type de monodromie. On pose

Aut(m) = {θ ∈ Aut(G), θ(H) = H et θ(ξ) = ξ}

et ∆(m) = Aut(m)/H, où la donnée de rami�cation θ(ξ) possède une dé�nition évidente
que l'on trouvera après la proposition 2.2.3 de [4]. On montre que le champ Hg,g′,m

classi�ant les revêtements de monodromie �xée égale à m entre courbes lissses de genres
g et g′ est isomorphe au champ quotient Hg,G,ξ/∆(m) ([4], th. 6.6.6). Il possède donc une
compacti�cation lisse naturelle H̄g,g′,m := H̄g,G,ξ/∆(m).

(2) structures de niveau : on montre que le champ GM 0
g classi�ant les courbes lisses

munies d'une structure de Teichmüller de niveau G (dé�ni dans Deligne et Mumford
[DeMu], 5.7, 5.8) est isomorphe au champ rigidi�é Hh,G,0 ( Z(G), où h est dé�ni par
l'égalité h− 1 = |G|(g − 1) et Z(G) désigne le centre de G. (Le procédé de rigidi�cation
désigné par le symbole �( � est décrit dans [ACV], 5.1.1). Il possède donc une com-
pacti�cation lisse naturelle GM̄g := H̄h,G,0 ( Z(G) ([4], th. 8.2.2 et rem. 8.2.3). Cette
compacti�cation possède un morphisme propre birationnel (non représentable en général)
vers la normalisation GMg (non lisse en général) dé�nie par Deligne et Mumford.

(3) courbes avec symétries : le sous-champ Mg(G) ⊂Mg composé des courbes qui admet-
tent une action du groupe G (étudié entre autres par González-Díez et Harvey [GDH])
est un fermé en général singulier et réductible. On montre que sa normalisation est iso-
morphe à une somme disjointe de champs de la forme Hg,G,ξ/Aut(G), de sorte qu'elle
est lisse (voir une description plus précise dans [8] 3.4.1). L'adhérence M̄g(G) de Mg(G)
dans M̄g possède donc une désingularisation propre naturelle, somme disjointe de champs
de la forme H̄g,G,ξ/Aut(G). Le foncteur des composantes irréductibles de Mg(G) est un
schéma �ni étale sur Z[1/(30|G|)], comme nous l'avons rappelé dans 3.5.

7.3 Géométrie énumérative des champs de Hurwitz. Dans la partie 10, suivant la
stratégie initiée par Mumford [Mu], nous étudions les classes tautologiques dans l'anneau
de Chow du champ de Hurwitz H̄g,G,ξ et les relations tautologiques entre elles. Ici, un rôle
crucial est joué par la correspondance

M̄g′,b ←− H̄g,G,ξ −→ M̄g,r

où la �èche de gauche envoie une courbe avec action (C,G) sur la courbe quotient C/G
marquée par les points de branchement, et la �èche de droite envoie (C,G) sur la courbe C
marquée par les points de rami�cation. À cause de l'action du groupe G, on obtient
de très nombreuses classes tautologiques en considérant les composantes isotypiques des
préimages des �brés tautologiques vivant sur M̄g,r. Citons simplement deux résultats.

(1) Dans le groupe de Picard, la relation de Riemann-Hurwitz donne une expression du
faisceau canonique de la courbe universelle C̄g,G,ξ en termes de la préimage du faisceau
canonique de la courbe universelle C̄g′,b et de certaines classes provenant de la rami�cation.
En prenant des puissances de cette relation dans l'anneau de Chow, on obtient des formules
de Riemann-Hurwitz d'ordre supérieur qui donnent des expressions des classes κ (images
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directes des classes de Chern du �bré de Hodge sur la courbe universelle) provenant de
M̄g,r en termes de celles provenant de M̄g′,b et de classes provenant du faisceau normal le
long de la rami�cation ([4], th. 10.3.4).

(2) En appliquant le théorème de Grothendieck-Riemann-Roch, on calcule le caractère de
Chern du �bré dé�ni par le lieu de branchement des revêtements sur la courbe universelle
de genre g′ (ou plutôt sur une modi�cation de celle-ci où le diviseur de branchement
devient de Cartier). Le résultat exprime ce caractère en fonction des classes ψ (dé�nies
par les morphismes d'évaluation en les sections marquées) et des classes κ. Nous renvoyons
à [4], th. 10.4.1 pour un énoncé précis.

8 Groupe de Galois d'ordre non inversible sur la base

8.1 Un exemple : les courbes de Potts. En genre g > 2, on dispose de peu d'exemples
de champs de revêtements galoisiens de courbes dont l'étude soit faite avec soin en les
caractéristiques qui divisent l'ordre du groupe de Galois. Il n'est donc pas inutile de
rappeler que dans ma thèse, j'avais regardé l'exemple de certains revêtements lisses de
genre p− 1 de la droite projective, galoisiens de groupe diédral G = Dp, appelés courbes
de Potts. Il est démontré dans [1] que :

(1) le champ des courbes de Potts est un champ de Deligne-Mumford de dimension 1,

(2) la formation de son espace de modules commute au passage à la �bre en p,

(3) la �bre en p est une gerbe étale sur son espace de modules.

8.2 Le champ des p-torseurs stables. Soit R = (R,K, k, π) un anneau de valuation
discrète. Nous avons mentionné dans la section 5 le fait que tout torseur YK → XK sous
le groupe G = Z/pZ, disons en caractéristique 0 pour �xer les idées, peut être étendu
sur un ouvert non vide au-dessus de R en un torseur Y → X sous l'un des trois groupes
d'ordre p, c'est-à-dire Z/pZ, µp ou αp. Cependant, si par exemple XK et YK sont propres
et qu'on insiste pour les étendre en des R-schémas propres, on ne peut en général étendre
la structure de torseur qu'au voisinage des points génériques de la �bre spéciale. Une
condition nécessaire, qu'il n'est pas toujours possible de réaliser, est de pouvoir trouver
un R-morphisme Y → X plat.

Si l'on part d'un torseur YK → XK dont la base et l'espace total sont des courbes
lisses, on peut l'étendre en choisissant le modèle stable Y de YK et le quotient X = Y/G
(après extension �nie éventuelle de la base). Ce morphisme n'est pas plat a priori, mais
une observation cruciale due à D. Abramovich est que l'on peut modi�er la courbe X
en une courbe tordue X → X d'une unique manière pour que Y → X se relève en
un morphisme G-invariant et plat. (On renvoie à [AOV], section 2 pour la dé�nition
d'une courbe tordue ; disons simplement que c'est un champ d'Artin de dimension 1 avec
stabilisateurs �nis linéairement réductifs.) On montre alors que l'image schématique du
morphisme GX → AutX (Y ) est un X -schéma en groupes G �ni et plat de degré p, et
que Y →X est un torseur sous G . De plus, on véri�e que le morphisme γ : GX → G est
un générateur au sens où les p sections γ(i), 0 6 i 6 p− 1, forment un ensemble complet
de sections de G (voir [KM] 1.8 et la section 6.1).
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En incluant des points marqués, on est amené aux dé�nitions suivantes. On �xe des
entiers g, h, n > 0 tels que 2g− 2 + n > 0. Sur un schéma de base S, on appelle p-torseur
stable n-marqué un triplet composé de

(i) une courbe tordue n-marquée (X , {Σi}16i6n) de genre h,

(ii) une courbe stable marquée par des diviseurs étales (Y, {Pi}16i6n),

(iii) un X -schéma en groupes G �ni localement libre de degré p muni d'un générateur
γ : (Z/pZ)X → G ,

tels que Y →X est un G -torseur et Pi = Σi×X Y pour tout i. La catégorie des p-torseurs
stables n-marqués (de genres g et h) forme un Z-champ que nous notons STp,g,h,n. Dans un
p-torseur stable, les Pi sont de degré 1 ou p au-dessus de S. Ceux qui sont de degré 1 (i.e.
des sections) correspondent à des points de rami�cation du morphisme Y → X → X
où X → X est l'espace de modules grossier, et leur nombre m est déterminé par la
formule de Riemann-Hurwitz qui a�rme que 2g − 2 = p(2h − 2) + m(p − 1). Les autres
correspondent à des points marqués, en nombre n−m. Dans l'article [9], en collaboration
avec D. Abramovich, nous montrons le résultat suivant.

Théorème. Le champ STp,g,h,n des p-torseurs stables n-marqués est un champ de Deligne-
Mumford propre sur Spec(Z).

Les considérations introductives ont fourni une esquisse de preuve du critère valuatif
de propreté pour STp,g,h,n, pour les K-points qui se factorisent par le lieu des p-torseurs
lisses. Ceci ne su�t pas pour démontrer la propreté car ceux-ci ne sont a priori pas denses,
et plus de travail est nécessaire dans l'article.

8.3 Le problème de la réduction en p du champ de Hurwitz. Au-dessus de Z[1/p],
comparons le champ STp,g,h,n ⊗ Z[1/p] avec les champs de Hurwitz de la section 7. Dans
le cas du groupe G = Z/pZ, la donnée de rami�cation se réduit à la donnée de l'entier
m égal au nombre de points de rami�cation. Il n'est pas di�cile de voir que le champ
STp,g,h,n ⊗ Z[1/p] est isomorphe au champ de Hurwitz H̄g,G,m,d des courbes stables de
genre g munies d'une action admissible de G rami�ée en m points, avec d = n − m
points marqués. Pour apporter une réponse à la question de la réduction en p des champs
de Hurwitz H̄g,G,m,d, il convient maintenant d'étudier plus en détail la �bre spéciale de
STp,g,h,n. La théorie de déformations peut être découpée en étapes : d'abord déformer la
courbe tordue X (ce problème est non obstrué), puis le schéma en groupes G → X , et
en�n la courbe stable Y → X comme torseur. Cela fera l'objet d'un prochain travail ;
nous espérons par exemple identi�er dans la �bre en p des composantes sympathiques,
celles contenant les courbes lisses, etc.

8.4 Groupes de Galois d'ordre divisible par p2. Pour conclure, nous voulons signaler
que le cas des revêtements cycliques d'ordre p est particulièrement simple du fait que le
groupe Z/pZ ne possède pas de sous-groupe non trivial. En ce qui concerne les revêtements
de groupe G = Z/p2Z par exemple, les choses se compliquent signi�cativement. Dans la
situation de 8.2, il est plausible que l'image schématique du morphisme GX → AutX (Y )
soit encore un X -schéma en groupes G �ni et plat de degré p2. En revanche, on dispose
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de nombreux exemples qui montrent que Y →X n'est pas un torseur sous G en général
(nous en avons mentionné dans la section 5).

Par ailleurs, on pourrait espérer que sur la �bre spéciale, le groupe Gk est constant au
moins sur des ouverts, comme c'est le cas en degré p. Plus précisément, on pourrait penser
que pour tout point générique η de la �bre spéciale Xk, il existe un ouvert Uk ⊂ Xk le
contenant et un k-groupe �ni G′k tel que G |Uk ' G′k ×Spec(k) Uk. Le groupe G′k n'est rien
d'autre que (la �bre spéciale d') un modèle e�ectif de G tel que construit dans l'article [7],
voir section 5. Les résultats de l'article [To1] de Tossici montrent que ce n'est pas le cas :
nous donnons un contre-exemple ci-dessous. On a donc encore beaucoup à comprendre
sur l'action de ces modèles, la variation des stabilisateurs, leur rami�cation...

8.5 Un exemple. Nous donnons un contre-exemple dans le cas local (il est facile ensuite
de l'étendre à une courbe a�ne). Nous omettons certaines véri�cations de calcul pour
conserver au texte une taille raisonnable. On note R = (R,K, k, π) un anneau de valuation
discrète contenant une racine primitive p2-ième de l'unité ζ et G = Z/p2Z. On note
X = Spec(A) le localisé de la droite a�ne sur R en l'origine de la �bre spéciale, c'est-à-
dire A = R[Z]m où m = (π, Z). On choisit des entiers γ1, γ2 > 2 tels que v(p) > pγ1 =
p2γ2 > 0, un élément f ∈ A dont la réduction modulo π est un inversible non puissance
p-ième, on pose r = πγ2−1Z et g = 1 + rpf . En�n, pour tout γ 6 v(p)/(p − 1) on note
Pγ(T ) = π−pγ((1 + πγT )p − 1) ∈ R[T ] et on considère le morphisme �ni Y → X décrit
dans A2

R ×X = Spec(A[T1, T2]) par les équations :

Pγ1(T1) = f , Pγ2(T2) =

1+rpf
(1+rT1)p

(1 + πγ1T1)− 1

πpγ2
.

On véri�e que Y est normal, plat sur R et à �bres intègres. Sur la �bre générique, YK →
XK est le G-torseur d'équation

T p
2

= (1 + πpγ1f)gp

où T = (1+rT1)(1+πγ2T2) et l'action T 7→ ζT de G s'étend à Y . Posons H(T1) = 1+rT1.
D'après le théorème 6.2.1 de [To1], si p > 3 le modèle e�ectif de G est contrôlé par les
solutions a ∈ R de l'équation, pour m > γ1 variable :

(4)m : aH(T1) ≡ πm−γ1H ′(T1) mod πγ2 .

Pour évaluer l'invariant κ de [To1] 6.1.3, faisons m = γ1 i.e. regardons l'équation

a(1 + rT1) ≡ r mod πγ2 .

Si on reste au-dessus de l'anneau de valuation discrète R1 = R, cette équation n'a pas de
solution et il s'ensuit que l'invariant κ associé véri�e κ1 > γ1. Notons maintenant η le point
générique deXk. Au-dessus de l'anneau de valuation discrète R2 = OX,η d'uniformisante π,
cette équation possède la solution a = r ∈ R2. Il s'ensuit que κ2 = γ1. D'après [To1] 6.2.1
les modèles e�ectifs G′1 et G′2 sont donc distincts.
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