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Théorie des Groupes et Géométrie

Controle Continu n°1 du vendredi 22 octobre 2021

Exercice 1 (4 points)

1. (1pt) Démontrons par récurrence sur i > 0 que D'(G) C C'G). Pour i = 0 on a
D%(G) = C°(@) = G donc la propriété est vérifiée. Si elle est vérifiée pour un entier i > 1,
alors du fait que D*(G) C G il découle que

D"H(G) = [DY(G),D'(G)] C[G,D'(G)] =C"(G).

Ceci démontre la propriété. En particulier, si G est nilpotent alors C*(G) = 1 pour i assez
grand, donc aussi D'(G) = 1 pour i assez grand, donc G est résoluble.

2. (Ipt) Notons G = Aff(R). Notons f,, = f : R = R, 2+ ax + b. Comme f,(fei(z)) =

a(cx +d)+b = acx + (ad +b) on voit que fu© fed = facad+s- En notant 7 : Aff(R) — R*
I'application f,; — a on a donc

W(fa,b o fc,d) - 7-‘-(fac,ad—i-b) = ac = W(fa,b)ﬂ(fc,d)

c’est-a-dire que m est un morphisme de groupes. Son noyau 7' = ker(7) est le sous-groupe
des transformations f;;, x — x + b. Ce sont des translations, qui forment un sous-groupe
commutatif isomorphe a (R,+). Le quotient G/T s’identifie a I'image de 7 qui est un
sous-groupe de R* et est donc également un groupe commutatif. Ainsi 7' et G/T sont
commutatifs donc résolubles. D’apres une propriété du cours GG est donc résoluble.

3. (2pt) Comme ci-dessus, notons 7' le sous-groupe des translations de G. Pour voir que G
n’est pas nilpotent il suffit de démontrer que C*(G) = T pour tout i > 1. Pour cela calculons
un commutateur bien choisi :

fon s f1p] = faofrefan fis = fio-

En particulier f;, = [ f2.0, be} € [G,T] et ceci démontre que T C [G,T]. En conséquence :

(i) CYG) = [G,G] = T puisque l'inclusion C*(G) C T provient du fait que G/T est
abélien (vu en question 2), et Iinclusion réciproque vient du calcul T C [G,T] C
G, G] = CLG).

(ii) par récurrence, si C*(G) = T pour un i > 1 alors C**}(G) c C(G) = T et l'inclusion
réciproque vient du calcul T C [G,T] = [G, C'(G)] = C™(G).

Ainsi C*(G) = T pour tout i > 1, donc la suite C*(G) ne peut pas stationner a 1.

Exercice 2 (2 points)

Un p-groupe est un groupe fini d’ordre |G| = p* > 1 avec a > 1. Faisons agir G sur
lui-méme par conjugaison.
(i) (1pt) Les éléments = € G dont 'orbite (=la classe de conjugaison) est réduite a {x} sont
ceux pour lesquels gzg~! = x pour tout g € G, c’est-a-dire les éléments du centre Z = Z(G).
Les autres éléments ont une orbite Og(x) non réduite & un point. La bijection stabilisateur-
orbite G/G,; = Og(z) montre que dans ce cas le cardinal |Og(z)| = [G : G,] = |G|/|G4|
est une puissance de p distincte de 1, donc un multiple de p.



(ii) (1pt) La partition en orbites s’écrit G = ZILO 11 - - 11O, ou Oy, . .., O4 sont les orbites
non ponctuelles. En prenant les cardinaux on trouve |G| = |Z]| 4+ |O1] + - - - + |Oq4|. Compte
tenu de ce qui précede |Z| = |G| — |Oq] — -+ — |Oy4| est donc divisible par p. Comme Z
contient 1 son cardinal est non nul, il est donc > p. Ainsi Z n’est pas réduit a 1’élément
neutre.

Exercice 3 (6 points)

1. (a) (0.5pt) Comme wup = Idp, en particulier u(D) C D. On en déduit que I'application
linéaire composée £ — E — E/D s’annule sur D. D’aprés la propriété universelle du
quotient E/D, il existe alors un unique u € L(E/D) tel que m o u = @ o 7. Comme de
plus u et 7 sont surjectifs, alors u o m = 7 o u l'est, donc u également. Comme E/D est de
dimension finie, ceci implique que u € GL(E/D).

Pour alléger, nous utilisons dans la suite la notation uv pour la composée u o v.

1. (b) (0.5pt) Soient u,v deux éléments de GLp(F). Si « € D, on a (uv)(z) = u(v(z)) =
u(x) = x ce qui montre que uv € GLp(F). D’apres la question précédente on dispose donc
de u, v et uv tels que

™ =ur , T7TU=UT et TUuv = uvT.
Il en découle que uvr = u(vrw) = u(mv) = (ur)v = Tuv = wor. Comme 7 est surjectif, ceci
implique wo = wv. En d’autres termes p(uv) = p(u)p(v) i.e. p est un morphisme de groupes.

2. (1.5pt) On note a un vecteur directeur de la droite D. Un élément de ker(p) est une
application linéaire u : £ — E telle que up = Idp et u = Idg/p. La deuxieme condition
signifie que pour tout € E on a u(x) —x € D, donc il existe un scalaire f(z) € k> tel
que u(z) —x = f(x)a. Comme u et Idg sont linéaires, on a

fQOz + py)a = (u —Idg)( Az + py) = Mu — Idg)(z) + plu —1dg)(y) = (M (z) + pnf(y))a

donc f(Ax+puy) = Af(x)+uf(y) et f est une forme linéaire. Si f = 0, on a v = Idg. Sinon,
la condition u|p = Idp impose que f(a) = 0, et les conditions f # 0, a # 0 assurent que
que u est une tranvection de droite D.

Réciproquement, si u est Idg ou une transvection de droite D, on peut écrire u(x) =
x+ f(x)a pour une certaine forme linéaire (nulle si v = Idg et non nulle sinon) qui s’annule
en a. Dans tous les cas u est égale a l'identité sur ker(f), qui contient D, donc v € GLp(FE).
De plus u(z) = = + f(z)a =z mod D ce qui implique que l'application linéaire induite «
est égale a l'identité. Donc u € ker(p).

3. (2pt) Notons ¢ : E — F la projection associée a la décomposition en somme directe
E = F @® D. C’est un morphisme surjectif de noyau D, qui induit donc un isomorphisme
q: E/D = F tel que ¢ = qr. Soit Br = {es,...,e,} une base de F et notons e; = 7(e;)
pour tout i. Alors B := {a} U Br est une base de E et Bg/p = {€;} est une base de E/D.
Enfin notons aussi _
GL,(k), = {M € GL,(k),M = (0 : )}
0% - %

le stabilisateur dans GL, (k) du premier vecteur de base. Ces bases fournissent des identifi-
cations :



a: GL(F) = GLu_1(k), f+ Matg,(f)
3:GLp(E) = GLu(k)a, [+ Mats,(f)
v : GL(E/D) = GL,1(k), [~ Mats,,, (f)-

L’application pjar,r) : GL(F') — GL(£/D) est la composée GL(F') — GLp(E) — GL(E/D)
qui avec les identifications précédentes s’écrit :

A€ GL,_1(k) —> (ﬁ) € GLy(k)a — A € GL,_1(k).

C’est 'identité de GL,_1(k), qui est un isomorphisme.

4. (1.5pt) Le résultat de la question précédente montre que chaque automorphisme w €

GL(E/D) peut se relever dans GLp(F) en un élément du sous-groupe GL(F') ; en particulier

p est surjectif. Pour montrer que GLp(FE) est produit semi-direct de ses sous-groupes Up

et GL(F) il y a deux choses a vérifier :

(i) Up NGL(F) = {1} : or on a Up N GL(F) = ker(p) N GL(F) = ker(p|gr(r)) qui est égal
a {1} puisque piar(r) est injectif, d’apres la question précédente.

(ii) Up - GL(F) = GLp(F) : soit u € GLp(FE), notons u = p(u) € GL(E/D) son image par
p. Puisque p est surjectif, il existe v € GL(F") tel que p(v) = p(u). Ceci implique que
p(uv™t) = 1, ¢’est-a-dire que w := uv~! appartient a ker(p) = Up. On peut donc écrire
u=wv avec W € Up et v € GL(F), ce qui est le résultat recherché.

En conclusion GLp(E) est produit semi-direct du sous-groupe distingué Up par GL(F).

Exercice 4 (4 points)

1. (1pt) La partie H N2, est un sous-groupe (comme intersection de sous-groupes) inclus
dans 2,,. Sih € HNAW, et z € A,, on a xhez~ ' € A, comme produit d’éléments de A, et
rhx~' € H car H est distingué dans &,,. Donc zhz~! € HN%,, ce qui montre que H N2,
est distingué dans 2A,,.

Comme n > 5, le groupe 2, est simple donc ses seuls sous-groupes distingués sont 2, et
{1}. Donc on a soit H N2, = A, c’est-a~-dire H contient 2, soit H N2, = {1}.

2. (2pt) Notons € : &,, — {£1} la signature. Si H N2, = {1}, on a
ker(ey) = H Nker(e) = HNA, = {1}.

Ceci montre que €7 : H — {£1} est injective. On a donc H ~ {+1} ou H ~ {1}. Dans
le premier cas H posséde un seul élément ¢ # 1. Les conjugaisons par des éléments de &,,,
qui stabilisent H, doivent envoyer tout élément distinct de 1 sur un élément distinct de 1,
donc elles envoient ¢ sur ¢. Ceci signifie que oco™! = ¢ pour tout o € &,,, c’est-a-dire que ¢
est central dans &,,. Comme n > 3 le centre de &,, est trivial, donc c¢’est impossible. Donc

H = {1}.

3. (1pt) Supposons que H contient 2,. Alors 2 = [&,, : ] = [6,, : H] - [H : 2, donc
(6, : H]égalelou2. Si[6,: Hl=1ona H=6,,etsi[6,: Hl=2ona[H:2,] =1
donc H = %,,.



Exercice 5 (8 points)

1. (1pt) Comme a et b commutent, pour tout entier i € Z on a (ab)’ = a'l'.

(i) En particulier (ab)™ = a™"b"™". Comme a™ = b" = 1, on trouve (ab)™" = 1.

(i) Soit 7 > 1 tel que (ab)’ = 1. Alors a' = b~". On en déduit que a™ = b~ = 1 donc m
divise in. Comme m est premier avec n, par le lemme d’Euclide m divise 7. De méme,
on a b~ = ¢ =1 donc n divise im puis par Euclide n divise . Comme m et n sont
premiers entre eux, mn divise .

D’aprés (i) et (ii) Dentier mn est le plus petit entier i > 1 tel que (ab)’ = 1, c’est donc
l'ordre de ab.

2. (1pt) Comme p est premier et ne divise pas 2mnr, il est premier avec 2mnr. En consé-
quence p est inversible dans 'anneau Z/(2mnr)Z. C’est donc un élément du groupe fini
(Z](2mnr)Z)* et il possede donc un ordre fini qui est un entier > 1. On a alors p* = 1
dans 'anneau Z/2mnrZ.

3. (Ipt) Soit w un générateur du groupe cyclique F. Son ordre est ¢ — 1 = p* — 1 qui est
un multiple de 2mnr d’apres le choix fait dans la question précédente : il existe un entier
k tel que ¢ — 1 = 2mnrk. Comme w est d’ordre 2mnrk, les éléments u = w™*, v = W™ et

w = w™™ sont d’ordres respectifs 2m, 2n, 2r.

4. (1pt) Le polyndme caractéristique de a est x, = (X — u)(X — u™1). Du fait que u? est
d’ordre m # 1, on a u # u~! si bien que y, scindé & racines simples. Il s’ensuit que que a
est semblable & diag(u,u™!) et il est donc d’ordre 2m. De méme, b est d’ordre 2n.

5. (Ipt) La matrice
ab = (uv—i—t vt )

w it wly~!

a pour polynome caractéristique
Xah = X2 — (wo+t+u v HX +1 =X —w)(X —w?)

puisque t = (w + w™!) — (uv + u~tv™1). Ce polyndme est scindé & racines simples. On en
déduit que la matrice ab est semblable & diag(w,w™1), elle est donc d’ordre 2r.

6. (1.5pt) Soit M € SLy(F,) une matrice telle que M? = Ip. Alors M est annulée par le
polynoéme X2 —1 qui est égal & (X —1)(X +1) et est donc scindé a racines simples, puisque
la caractéristique p de T, est différente de 2. Alors M est diagonalisable i.e. M = PDP~!
avec D diagonale. Les coefficients diagonaux de D sont 1 ou —1, et comme det(D) = 1 ils
sont nécessairement égaux. Donc D = +Iy ce dont on déduit que M = +I,. Ainsi il n’y a
qu’un élément d’ordre exactement 2, c’est M = —Is.

7. (1.5pt) Posons G = SLy(F,)/{£l2} et notons 7 : SLy(FF,)/{£l2} — G le morphisme de
quotient. Soit © € SLy(F,) un élément d’ordre 2k (pour un certain entier k) et montrons
que Pordre de son image Z := 7(z) dans G est égal & k. D'une part 2* est d’ordre 2 donc
z¥ = —I, d’apres la question précédente. On en déduit que ¥ = 1. D’autre part, si z/ = 1
alors 2/ € ker(m) = {5} puis % = 1 donc 2k | 25 et enfin k | j. Ces deux informations
réunies montrent que 'ordre de z dans GG est k, comme annoncé.

En appliquant ceci pour a, b et ab, on voit que leurs images @, b et ab dans G sont d’ordres

m, n, r respectivement.



