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où les deux applications ψ et ψ′ ont des points fixes, disons ψ(A) = A et ψ′(A′) =

A′, et où les deux vecteurs v, v′ sont fixés par −→ϕ . Alors
−−−−→
Aϕ(A) = v et

−−−−−→
A′ϕ(A′) = v′,

donc −−→
AA′ =

−−−−→
Aϕ(A) +

−−−−−−−→
ϕ(A)ϕ(A′) +

−−−−−→
ϕ(A′)A′ = v + −→ϕ (

−−→
AA′) − v′

et −−→
AA′ −−→ϕ (

−−→
AA′) = v − v′.

Ce vecteur est dans Ker(−→ϕ − IdE) ∩ Im(−→ϕ − IdE) = 0, ce pourquoi v = v′ et
ψ = ψ′. Si v = 0, on a ϕ = ψ et ϕ a un point fixe.

Réciproquement, si ϕ a un point fixe, on l’utilise comme point O, on en déduit
que v = 0. En vectorialisant l’espace affine E en O, on voit que les points fixes de
ϕ correspondent aux vecteurs fixes de −→ϕ . L’ensemble des points fixes est donc le
sous-espace affine passant par O et dirigé par l’espace vectoriel des vecteurs fixes
de l’application linéaire −→ϕ .

I.4. Trois théorèmes de géométrie plane

On utilise les applications affines pour démontrer trois théorèmes classiques de
géométrie plane, les théorèmes de Thalès, Pappus et Desargues. On se place donc
maintenant dans un plan affine.

Remarque I.4.1 (Notation). Soient A, B et C trois points alignés et soit u un vec-
teur directeur de la droite qu’ils définissent. On peut écrire

−−→
AB = λu, où λ = AB,

la « mesure algébrique » dépend du choix de u... Rappelons toutefois que le rap-
port AB/AC, lui, n’en dépend pas.

Le théorème de Thalès

Théorème I.4.2. Soient d, d′ et d′′ trois droites parallèles distinctes, D1 et D2 deux
droites dont aucune n’est parallèle à d. Soient, pour i = 1, 2, Ai = Di ∩ d, A′

i =

Di ∩ d′, A′′
i = Di ∩ d′′. Alors on a

A1A′′
1

A1A′
1

=
A2A′′

2

A2A′
2

.

Réciproquement, si un point B de D1 vérifie l’égalité

A1B

A1A′
1

=
A2A′′

2

A2A′
2

,

alors il est sur d′′ (et B = A′′
1).

26

M. Audin,
Géométrie,
EDP Sciences

(★) (★★★)(★★)

(★) Thalès de Milet, 620 av. J.-C. - 545 av. J.-C.
(★★) Pappus d'Alexandrie, 4ème siècle ap. J.-C. (on n'en sait pas plus)
(★★★) Girard Desargues, 1591-1661
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Démonstration. Soit π la projection sur D2 parallèlement à d et soit p la projection
linéaire associée. Alors π envoie A1 sur A2 etc. De plus, si

−−−→
A1A

′′
1 = λ

−−−→
A1A

′
1, on

a p(
−−−→
A1A

′′
1) = λp(

−−−→
A1A

′
1) car p est linéaire. C’est dire que

−−−→
A2A

′′
2 = λ

−−−→
A2A

′
2, égalité

dont on déduit le sens direct du théorème.
La réciproque en est conséquence. On a

−−−→
A1A

′′
1 =

A2A′′
2

A2A′
2

−−−→
A1A

′
1

de sorte que
−−→
A1B =

−−−→
A1A

′′
1 et donc que B = A′′

1.
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Figure 10. Le théorème de Thalès...
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Figure 11. ... et un de ses corollaires

Corollaire I.4.3. Soient D1 et D2 deux droites sécantes en A, d et d′ deux droites
parallèles coupant Di en Ai, A′

i distincts de A. Alors

AA1

AA′
1

=
AA2

AA′
2

=
A1A2

A′
1A

′
2

.

Démonstration. On fait passer par A une droite parallèle à d et d′. On peut
appliquer le théorème de Thalès. On obtient ainsi

AA1

AA′
1

=
AA2

AA′
2

,

la première égalité recherchée. On voit aussi ainsi que l’homothétie de centre A

qui envoie A1 sur A′
1 envoie A2 sur A′

2. On en déduit la deuxième égalité.

Remarque I.4.4. Le théorème de Thalès exprime simplement le fait que les pro-
jections sont des applications affines (exercice I.17). On utilise maintenant, pour
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le théorème de Pappus, les homothéties et les translations, et précisément le fait
que deux translations, ou deux homothéties de même centre, commutent.

Le théorème de Pappus

Théorème I.4.5. Soient A, B, C trois points d’une droite D et A′, B′, C ′ trois
points d’une droite D′ distincte de D. Si AB′ est parallèle à BA′ et BC ′ est
parallèle à CB′, alors AC ′ est parallèle à CA′.
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A′
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C ′

D

D′

Figure 12. Le théorème de Pappus
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Figure 13. Le théorème de Desargues

Démonstration. Supposons d’abord que D et D′ ne soient pas parallèles. Soit O

leur point d’intersection. Soient ϕ l’homothétie de centre O qui envoie A sur B et ψ

celle qui envoie B sur C. Alors, grâce au théorème de Thalès (ou simplement parce
qu’une homothétie vectorielle transforme tout vecteur en un vecteur colinéaire),
ϕ envoie B′ sur A′ et ψ envoie C ′ sur B′. Ainsi ψ◦ϕ envoie A sur C et ϕ◦ψ envoie
C ′ sur A′. Comme ϕ et ψ sont des homothéties de même centre, elles commutent.
Il y a donc une homothétie de centre O qui envoie A sur C et C ′ sur A′, mais
alors AC ′ et CA′ sont parallèles comme l’affirme la réciproque du théorème de
Thalès.

Si D et D′ sont parallèles, on peut remplacer les homothéties par des transla-
tions dans le raisonnement.

Le théorème de Desargues

Encore des homothéties et des translations pour le théorème de Desargues.
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I.5. Appendice : rappels succincts sur les barycentres

Théorème I.4.6. Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles sans sommet commun et à
côtés respectivement parallèles. Alors les droites AA′, BB′ et CC ′ sont concou-
rantes ou parallèles.

Démonstration. Si AA′ et BB′ se coupent en O, l’homothétie ϕ de centre O qui
envoie A sur A′ envoie aussi B sur B′ (encore Thalès). Soit λ son rapport et soit

C ′′ = ϕ(C). Ainsi
−−→
OC ′′ = λ

−−→
OC. Mais

−−→
OA′ = λ

−→
OA et donc A′C ′′ et AC sont

parallèles. Alors C ′′ est sur la parallèle à AC passant par A′, c’est-à-dire A′C ′,
mais il est aussi sur la parallèle à BC passant par B ′, c’est-à-dire B′C ′. Donc
C ′′ = C ′. Mais bien sûr, O, C et C ′′ sont alignés, ce qui fait que CC ′ passe par O.

Si AA′ et BB′ sont parallèles, on raisonne de façon analogue avec des transla-
tions.

On trouvera d’autres versions des théorèmes de Pappus et Desargues dans
les exercices I.59 et I.60. Ils révéleront leur nature et leur unité profondes au
chapitre VI.

I.5. Appendice : rappels succincts sur les barycentres

Dans ce paragraphe, je rappelle très brièvement quelques propriétés et défini-
tions utiles sur les barycentres. Les lectrices sont invitées à compléter les démons-
trations, en utilisant, si le besoin s’en fait sentir, leur livre de terminale préféré.

Si les Ai sont des points d’un espace affine E et les αi des scalaires, on dit que
le système ((A1, α1), . . . , (Ak, αk)) est un système de points pondérés.

Proposition I.5.1. Si ((A1, α1), . . . , (Ak, αk)) est un système de points pondérés tel
que

�
αi �= 0, il existe un unique point G de E vérifiant l’égalité

�
αi
−−→
GAi = 0.

De plus, pour tout point O de E, on a

(
�

αi)
−−→
OG =

�
αi
−−→
OAi.

L’unique point G défini par cette proposition est appelé le barycentre du sys-
tème. Les lecteurs sont invités à se demander ce qui se passe quand la somme des
coefficients est nulle.

Le barycentre du système ((A1, λα1), . . . , (Ak, λαk)) est, par définition et pour
tout scalaire λ non nul, le même que celui du système ((A1, α1), . . . , (Ak, αk)).

Quand tous les coefficients αi sont égaux, on parle d’isobarycentre des points
A1, . . . , An. L’isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment AB,
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