4. Trois Uecorbmes do geowetrie ploue, M. Audin,
, Géometrie.
ek le Simploxe, régulior £bP Sciences
Nous berminons celte petite abroduction & Ja 9éometne
ofling avec ey theorimes v thales’, Fappus” ok D&guefs***)
la/géemétné%m Sur un Cbrplqu.dmgtuz e fournds pos
A.Lmevenoktwe’&vmdm lm?ueua,mo.is elle pesmeet da
afini b vapports de lrugreus ob Cart Yokt de thalds.
Dol Soiont D une drote affine de direckion D (dowc diwe D=t
o W unvethur diedeur de D pude D,on dik Cowme ou
vet). St A,B € D ow appille wesure algebuzua Mmoot 5
b Scalaire A€k B qua AG = Au.

Rem W& lwwwmal@dipwk duchly de w: Si'on chauge u
on o @ek?), elle est dnav\jéc e of w- Ce caleul musulye quien

revandu , 4 A,B8,C €D avec Az C alors (LVCLWML‘ AR
me dipovd pas dun choix dau. Ac

Le théoréme de Thalés
Théoréme 1.4.2. Soient d, d’ et d” trois droites paralléles distinctes, D1 et Do deux

droites dont aucune n’est paralléle a d. Soient, pour i = 1,2, A; = D; Nd, A, =
D;nd, A =D;nd". Alors on a

A A _ Ay AY

A1AL A4
Réciproguement, si un point B de Dy vérifie [’égalité

A1B _ Ay Al

AL AL AR AL

alors il est sur d” (et B = AY).

(%) Thalés de Milet, 620 av. J.-C. - 545 av. J.-C.
(**) Pappus d'Alexandrie, 4éme siecle ap. J.-C. (on n'en sait pas plus)

(%% %) Girard Desargues, 1591-1661



I.4. TROIS THEOREMES DE GEOMETRIE

Démonstration. Soit 7 la projection sur Dy parallélement & d et soit p la projection

linéaire associée. Alors m envoie A sur Ag ete. De plus, si A1 A = MNA1 A}, on
— —_—

a p(A1AY) = Ap(A1A]) car p est linéaire. Clest dire que A2A) = AAx A}, égalité

dont on déduit le sens direct du théoréme.

La réciproque en est conséquence. On a

A2Al2, —_—

A " A A/
1A4] = A 14]
- —_
de sorte que A1 B = A1 AY et donc que B = AY. O

Dy

FIGURE 10. Le théoréme de Thalés... FIGURE 11. ... et un de ses corollaires

Corollaire 1.4.3. Soient Dy et Dy deux droites sécantes en A, d et d' deux droites
paralléles coupant D; en A;, A; distincts de A. Alors

AAp  AAy  AA

AAL AA,  ALAL

Démonstration. On fait passer par A une droite parallele & d et d’. On peut
appliquer le théoréme de Thalés. On obtient ainsi

AAp AAs

AA, AA,
la premiére égalité recherchée. On voit aussi ainsi que 'homothétie de centre A
qui envoie A; sur A} envoie Ay sur AL, On en déduit la deuxiéme égalité. O

Remarque 1.4.4. Le théoréme de Thalés exprime simplement le fait que les pro-
jections sont des applications affines (exercice 1.17). On utilise maintenant, pour
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CHAPITRE I. GEOMETRIE AFFINE

le théoréme de Pappus, les homothéties et les translations, et précisément le fait
que deux translations, ou deux homothéties de méme centre, commutent.

Le théoréme de Pappus

Théoréme 1.4.5. Soient A, B, C trois points d’une droite D et A', B', C' trois
points d’une droite D' distincte de D. Si AB' est parallele a BA' et BC' est
parallele a CB’, alors AC" est parallele a CA'.

FIGURE 12. Le théoréme de Pappus FIGURE 13. Le théoréme de Desargues

Démonstration. Supposons d’abord que D et D’ ne soient pas paralléles. Soit O
leur point d’intersection. Soient ¢ I’homothétie de centre O qui envoie A sur B et 1)
celle qui envoie B sur C'. Alors, grace au théoréme de Thalés (ou simplement parce
qu’une homothétie vectorielle transforme tout vecteur en un vecteur colinéaire),
¢ envoie B’ sur A’ et 1) envoie C’ sur B’. Ainsi 9o envoie A sur C et @ o) envoie
C’ sur A’. Comme ¢ et 1) sont des homothéties de méme centre, elles commutent.
Il y a donc une homothétie de centre O qui envoie A sur C' et C’ sur A’, mais
alors AC" et C A’ sont paralléles comme 'affirme la réciproque du théoréme de
Thalés.

Si D et D' sont paralléles, on peut remplacer les homothéties par des transla-
tions dans le raisonnement. O

Le théoréme de Desargues

Encore des homothéties et des translations pour le théoréme de Desargues.

28



1.5. APPENDICE : RAPPELS SUCCINCTS SUR LES BARYCENTRES

Théoréme 1.4.6. Soient ABC et A’B'C’ deux triangles sans sommet commun et a
cotés respectivement paralleles. Alors les droites AA', BB’ et CC’' sont concou-
rantes ou paralléles.

Démonstration. Si AA” et BB’ se coupent en O, 'homothétie ¢ de centre O qui
envoie A sur A" envoie aussi B sur B’ (encore Thalés). Soit A son rapport et soit
. . —~ = . =t

C" = o(C). Ainsi OC” = NOC. Mais OA" = MAOA et donc A’C” et AC sont
paralléles. Alors C” est sur la paralléle & AC passant par A’, c’est-a-dire A'C’,
mais il est aussi sur la paralléle & BC passant par B’, c’est-a-dire B’C’. Donc
C" = (C'. Mais bien stir, O, C et C” sont alignés, ce qui fait que CC”’ passe par O.

Si AA’ et BB’ sont paralléles, on raisonne de fagon analogue avec des transla-
tions. O

Nowy terminerong por une apfh‘cnhbn de (a 5&1«&"'6 athne
a ngefm@h‘ie eudidieune : la consbruction d}pmt\b.x.e
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