GROUPES DE BARSOTTI-TATE, I

par

David

On fixe un nombre premier p. On donne la définition, les propriétés élémentaires
et quelques exemples saillants de groupes de Barsotti-Tate. Lorsque p est localement
nilpotent sur la base, on esquisse les arguments permettant de montrer que le complété
formel d’un Barsotti-Tate le long de la section unité est un groupe de Lie formel. Ces
arguments sont détaillés dans la référence [Mes72].

1. Groupes de Barsotti-Tate : définitions, propriétés élémentaires,
exemples

1.1. Définitions et propriétés élémentaires. — Soit S-un schéma. Un S-groupe
est par convention un faisceau fppf en groupes abéliens sur S. Pour tout S-groupe G
et tout entier naturel n, G(n) désigne le noyau de la multiplication par p".

Définition 1.1. — Un groupe de Barsotti-Tate sur S, ou S-Barsotti-Tate, est un S-
groupe vérifiant les propriétés suivantes :
1. G est de p-torsion, en d’autres termes le morphisme naturel lim G(n) — G est
R
un iso
2. La multiplication par p induit un épimorphisme G — G
3. G(1) est un S-schéma en groupes fini localement libre
Les S-Barsotti-Tate forment une sous-catégorie pleine de la catégories des S-
groupes, mais ne forment pas une catégorie abélienne (pas de noyau).
Si G est un S-Barsotti-Tate, pour 0 <i < n, p"~* : G(n—1i) = G(i) est un épi et
on a une suite exacte
0—>Gn—i)—=Gn)—=GlE)—0 (1.1.1)

et tous les G(n) sont finis localement libres. Par ailleurs (théorie sur un corps), il existe
une fonction h : § — N localement constante telle que pour tout n et tout s € S le
rang de G(n), est p ). On appelle h la hauteur de G. « Réciproquement » si {G,,}
est un systéme de S-schémas en groupes tel que G, = G,11(n) et il existe une
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fonction h : S — N localement constante telle que pour tout n et tout s € S le rang
de (G)s est p" h(s) alors lim G,, est un S-Barsotti-Tate.

—
En particulier, si G est un S-Barsotti-Tate
GY Elim G(n)V
—

(les fleches G(n)Y — G(n + 1)V étant induites par la suite exacte (1.1.1)) est un
S-Barsotti-Tate, et GV (n) = G(n)V.

Tout changement de base d'un Barsotti-Tate en est un, et le changement de base
est compatible a la dualité ci-dessus

1.2. Exemples. — L’exemple qui a motivé le développement de la théorie des
groupes de Barsotti-Tate : si A — S est un schéma abélien de dimension relative d,
on montre que limA(n) est un S-Barsotti-Tate de hauteur 2 d.

—

too s = G (00)g « limG,, s(n) est un S-Barsotti-Tate de rang 1; plus généra-
—

lement, si T est un S-tore de dimension d (i.e. est étale-localement sur S isomorphe
a Gl o) T(00)s = limG,, s(n) est un S-Barsotti-Tate de hauteur d. Son dual T'(c0)Y
’ —

est un exemple de Barsotti-Tate ind-étale.

2. Lorsque p est localement nilpotent sur la base, le complété formel
d’un Barsotti-Tate est un goupe de Lie formel

2.1. Variétés de Lie formelles, groupes de Lie formel. — Si (X,e) est un
faisceau fppf sur S muni d’une section, on peut considérer le complété formel X,
de X le long de cette section (qui sera un sous-faisceau fppf de X).
Précisons : on a
X, lim Inff(X)
—

ol plus généralement pour un sous-faisceau Y de X, Inf¥ (X)) généralise la notion de k-
&éme voisinage infinitésimal de Y dans X (Y < X immersion de schémas) Inf¥. (X)(T)
est I’ensemble des sections T — X tel qu’il existe un recouvrement ouvert T =
UT; et pour tout 4 il existe une immersion fermée k-nilpotente 7] — T; telle que
la section induite T/ — X se factorise & travers Y. On vérifie qu’on retrouve la
notion schématique standard si X et Y sont des schémas (si X = Spec(A) et ¥ =
Spec(A/I), Inft. (X) = Spec(A/I*1)) et que la formation des Inff (X) commute au
changement de base.

On vérifie sur la définition que si X est un groupe, X aussi.

Si (X,e) est un faisceau pointé qui est un schéma séparé, e est une immersion
fermée, et par la suite e, : S — Inflg(X ) également, et on peut associer une algebre

graduée a ey.
Définition 2.1. — (X, e) faisceau pointé est une variété de Lie formelle si
1. on a X = lim Inf¥(X) et les Inf*(X) sont représentables; on pose alors wx =
JEEEN

e (Qyp (X)/S>‘
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2. wy est localement libre de type fini et on a un isomorphisme de Og-algebres
graduées

Sym(wx) = @y gr¥ (Inf* (X))

gr¥ est la partie homogene de degré k de la Og-algébre graduée associée a
Pimmersion fermée ey : S — Inf*(X)

En termes plus concrets, (X, e) est une variété de Lie formelle si il est, localement
sur .S, isomorphe & Spf(Os|[Ty, ..., T,]]) c’est-a-dire

VT € Schg, X(T) = Homeon (F5[[T4, .. .. T,]], D(T, €7))

Les S-variétés de Lie formelles forment une sous-catégorie pleine de la catégorie des
S-faisceaux fppf pointés.
Un groupe de Lie formel est un S-groupe qui est une variété de Lie formelle.

2.2. Le résultat. —

Théoréme 2.2. — Si p est localement nilpotent sur S et si G est un S-Barsotti-
Tate, G est un groupe de Lie formel

2.3. Si p est localement nilpotent sur S et si G est un BT/S, les voisinages
infinitésimaux de la section neutre sont représentables. — Comme Inf*(G)
est un faisceau, il suffit de traiter le cas ou p est nilpotent sur S. Le résultat cherché
est alors fourni par le lemme suivant.

Lemme 2.3. — Soit G un S-Barsotti-Tate. Si pV tue S et n est tel que k < p"
alors Inf*(GQ) € G(n + N — 1) et donc Inf*(G) = Inf*(G(n + N —1)).

Démonstration. — ([Mes72, 3.3.15,3.3.17]) Soit X’ un S-schéma, soit X < X’ une
immersion fermée k-nilpotente et f : X’ — G une section triviale sur X. Il faut
montrer que f se factorise a travers G(n + N — 1). Comme le probléme est local
sur X’ on peut supposer X' affine et alors, par quasi-compacité, f se factorise a
travers G(m) pour un certain m.

On réduit tout modulo p, on met un indice 0 pour la réduction modulo p. On sait
(lemme ci-dessous) que

Infk(Go) C Gop[n] € Go(n)

Ainsi la composée Y = X — X' — G(m) se factorise & travers G(n). Or Y est défini
par l'idéal I = p O qui vérifie IV = 0. Montrons que ceci implique que p*+V—1 f
est trivial. Par une récurrence et en remplacant Y par 2°(I"V~!), on se raméne au cas
ou N =2.

Alors, comme Y est défini par I'idéal de carré nul I, on sait que le groupe des
sections de G(m) sur X’ triviales sur Y s’identifie au groupe

Homg , (wa(m) ®es Ox1, 1)

donc ce groupe est de p-torsion. Or par hypothese, p™ f|,. est trivial, donc p" 1 f est
trivial, cqfd. O
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Si S est de caractéristique p et G est un S-groupe, on note G[n| le noyau du
Frobenius relatif itéré n fois. Si G est plat sur S, grace au Verschiebung, on a G[n| C

G(n).

Lemme 2.4. — Supposons S de caractéristique p et soit G un S-Barsotti-Tate. Alors
pour tout n, Inf” Q) C G[n]

Démonstration. — [MesT2, p.34] Pour tout S-schéma (voire S-faisceau) T on
note Fpr : T — T le Frobenius absolu. Pour k& < p™, on considére un diagramme
commutatif

r—.q (2.3.1)

T7——S8
Le but est de montrer que f € G[n|(T). Comme FZ : G — G se factorise & travers

G — G®") il suffit de montrer que Fif =0. Mais Fif = f F}, et comme k < p",
on peut compléter le diagramme di-dessus ainsi

Ay G (2.3.2)

NE

T’HS

ce qui montre que f F est trivial. O]

2.4. Si p est localement nilpotent sur S et si G est un BT/S, G est un
groupe de Lie formel. —

2.4.1. Démonstration en admettant que G est formellement lisse. — Par définition,
la formelle lissité de G implique aussitot celle de G.

On utilise un critére de relevement infinitésimal pour la « lissité a ’ordre k le long
d’une section ».

Lemme 2.5. — Soit (X,e) un S-schéma pointé localement de présentation finie
sur S. Sont équivalents :
1. Zariski-localement sur S, on a un isomorphisme de schéma pointé
Inf¥(X) 5 Spec(Os([Th, ..., T, /(Th, ..., T,)*™)
2. wxy = e*(Qk/s) est localement libre de type fini et Sym'(wx) = gr'(X,e)
pour i < k

3. Pour tout schéma S-schéma affine Y, toute S-immersion k-nilpotente Y < Y,
tout sous-S-schéma'Y de Y’ contenant Y, tout S-morphisme f : Y — X dont
la restriction a 'Y se factorise par e, f se prolonge a f' : V' — X.

Démonstration. — Raisonnement « élémentaire » d’algebre différentielle O
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La formelle lissité de G montre aussitot que le point 3 est vérifiée pour Inf* (G)
(f : Y — Inf*(G) se releve & Inf"(@), mais ce relevement est automatiquement,
grace & Phypothése sur la restriction a Y, dans Inf* (@)).

Or localement sur S, Inf¥(G) = Inf*(G(m)) . Ainsi localement sur S le point 1 est
vérifiée.

2.4.2. G est formellement lisse. —

Théoréme 2.6. — [Mes72, 3.3.13] Soit S un schéma sur lequel p est localement
nilpotent. Soit G un Barsotti-Tate sur S. Alors G est formellement lisse.

Remarque 2.7. — Lorsque p n’est pas localement nilpotent sur la base, Messing
donne un exemple qui montre qu'un S-Barsotti-Tate n’est pas nécessairement for-
mellement lisse : en fait il montre que i gpec(a) n'est pas formellement lisse si %

appartient a I'image de A dans A,.

Démonstration. — Rappelons que montrer que G est formellement lisse revient a
montrer : pour tout S-schéma affine X’ et tout sous-schéma fermé X défini par un
idéal de carré nul, tout S-morphisme de X vers G se reléeve & X’. Mais Hom(X, G) =
lii>n Hom(X, G(n)) car X est quasi-compact. Si {S;} est un recouvrement ouvert affine

et {X; ;} un recouvrement ouvert affine de f~!(5;), comme X est quasi-compact, on
peut trouver un recouvrement ouvert affine de X = U; X; tel que 'image de chaque X;
est incluse dans un ouvert affine S; de S. Par changement de base a US;, on se raméne
alors au cas ou p est nilpotent sur S. Les résultats ci-dessous permettent alors de
conclure O

La clef pour la lissité formelle est d’utiliser un critére en termes des complexes
cotangents des différents G(n). La démonstration que le critére en question s’applique
bien se fait par réduction a la caractéristique p, ou 'on utilise alors abondamment
Frobenius et Verschiebung.

Rappelons tres brievement la définition du complexe cotangent associé a un .S-
schéma en groupes G fini localement libre. Si G = Spec(.A) on note % (G)* le schéma
en groupes des éléments inversibles de .AY. On montre qu’on a une immersion fermée
G — % (G)*. Notons I le faisceau d’idéaux de % (G)* correspondant. Le complexe
cotangent Le(G/S) est le complexe de Og-modules

I/’ — Q}k(g)x/s tiré en arriere sur G
Le complexe de co-Lie est £§ = eE(L?/S). On a un foncteur contravariant G — £<'.
On a wg = Hy(($) et on pose ng = Hy(£5).
Proposition 2.8. — Soient G — H des S-schémas en groupes finis localement libre.
On suppose que pour tout ouvert affine U de S et tout module quasi-cohérent M sur U
Extg,, (€)1, M) = Extg, ((€)),. M)

est la fleche nulle.
Soit X' un S-schéma affine et X un sous-S-schéma fermé défini par un idéal de
carré nul.
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Alors pour tout S-morphisme X — G il existe un S-morphisme X' — H qui fait
commuter le diagramme

X~ x' (2.4.1)

Lk

G——H

Démonstration : théorie « élémentaire » de la déformation : on montre que 'obs-
truction au relévement réside localement dans 1'image de la fleche

ExtlﬁU((Z?)‘U,W*I) — ExtlﬁU((fﬁq) 1)

oum: X' — Setlestlidéal de X.

Compte tenu de la proposition précédente, la proposition suivante permet de mon-
trer la formelle lissité d’un S-Barsotti-Tate lorsque p est localement nilpotent sur la
base.

lu»

Proposition 2.9. — Soit S un schéma tué par pN 1. Soit G un S-Barsotti- Tate.
Soitn > N.

Alors pour tout ouvert affine U de S, et tout module quasi-cohérent M sur U, la
fléche

Exty, (697N, M) = Ext, ((¢§™),,, M)

lv>

est nulle.

On se raméne au cas de la caractéristique p, plus précisément on se rameéne a
montrer la nullité de la fleche

Extp, ((€5°"7),0 . M) = Exty, (65°M),, . M)

ol Sy = Z(p) et M est un module quasi-cohérent sur Up.
En effet, si on a le résultat précédent, et si M est un Opy-module quasi-cohérent
tué par I := pOy (donc un Oy, ,-module), la fleche

Extl, (6§77 ), M) = Extb, (647, M)

est également nulle (en fait elle s’identifie & la fleche ci-dessus). Par récurrence, en
utilisant la suite exacte

0O-IM—->M—>M/IM

on en déduit que si M est tué par I* alors la fleche
G(n—k G(n
Bxt g, (64 7) . M) = Bxty, (69),, M)

est nulle.

Pour démontrer le résultat voulu en caractéristique p, on étudie en détail le com-
portement du complexe cotangent vis-a-vis d’une suite exacte de S-groupes finis lo-
calement libres

0-G —-G—>G =0

[Mes72, prop. 3.3.4,cor. 3.3.7, 3.3.9] en vue de lappliquer & la suite exacte
0—>Gn-1)—=Gn)—>G(1)—=0
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Messing démontre et utilise en particulier la proposition suivante

Proposition 2.10. — 1. Soit G un S-schéma en groupe fini localement libre. wg
est localement libre si et seulement s’il est plat. Dans ce cas ng est également
localement libre, de méme rang que wg.

2. Soit
0-G —-G—-G" -0
une suite exacte de S-schémas en groupes finis localement libres. On a alors une
suite exacte de Og-modules
0—=ngr = ng = ng = wgr = wg = wgr — 0

3. [Mes72, Corollary 3.3.7]
4. Soit
0—-G —-G—-G"—=0
une suite eracte de S-schémas en groupes finis localement libres.

Supposons que wg — wgr Soit un isomorphisme, que wg et wgr sont locale-
ment libres et que pour tout s € S, on a rk(wg,) < rk(wgr). Alors pour tout
ouvert affine U de S et pour tout quasi-cohérent M sur U, la fléeche

EXt%U((K?/)w,M) — EthﬁU((goG)\U’M)
est nulle.

[Mes72] On veut appliquer le dernier point de la proposition précédente a la suite

exacte
0—->Gn-1)—=Gn)—>G(1)—=0
Pour montrer que la premiere hypothése est vérifiée, on note qu’on a
G(n =[] = G(n)[1]
et
Inf' (G(n — 1)) € G(n—1)[1], Inf'(G(n)) C G(n)[1]

donc Inf' (G(n — 1)) = Inf'(G(n)) et wg(n—1) —* Wa(n)-

Puisque G” = G(1), la troisitme hypothése est vérifiée (77 7).

Pour montre que la deuxiéme hypothése du critére est vérifiée on applique [Mes72,
2.1.2]; il faut montrer que G[n] est localement libre (on fait ¢a & coup de Frobenius
et Verschiebung) on en déduit que wgy, est localement libre, mais Inf'(G) C Gn).
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