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Géométrie Algébrique 1

A rendre avant lundi 6 novembre 2023

La rédaction en I¥TEX est vivement encouragée, mais non obligatoire. Toutes les sources & votre
disposition peuvent étre utilisées ; seuls les résultats du cours ne nécessitent pas de démonstration.

Tous les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires.

1. Soit R un anneau. Démontrez que les données suivantes sont équivalentes :
(a) un morphisme de R-schémas f: A} — AR,
(b) un m-uplet de polynomes fi,..., fmn € Rlz1,...,x,],
(¢) une famille d’applications f(B) : B" — B™, pour toute R-algébre B, fonctorielles en B.
2. On appelle infinitésimal un n-uplet € = (ey,...,€,) € B" tel que €€; = 0 pour 1 < 4,j < n.
Démontrez que si f : A}, — A’} est comme ci-dessus, il existe une matrice J = J(xy,...,x,)

de taille (m,n) a coefficients dans R[zy,...,x,] telle que pour toute R-algébre B, pour tout
b € B™, et pour tout infinitésimal € € B™, on ait f(b+¢€) = f(b) + J(b)e.

Soit R — A un morphisme d’anneaux et M un A-module. Une application d : A — M est appelée
R-dérivation si elle est R-linéaire et si d(zy) = zd(y)+yd(z) pour tous =,y € A. On note Derg(A, M)
I’ensemble des R-dérivations; c’est un A-module.

3. Démontrez que le foncteur Mod(A) — Mod(A), M — Derg(A, M) est coreprésentable, c’est-a-
dire qu’il existe un A-module €24,z muni d'une dérivation d : A — Q4/g, tel que 'application

Homy (Q24/p, M) — Derg(A, M), ur—uod

est un isomorphisme fonctoriel en M. Le module 24,5 est appelé module des 1-formes diffeé-

rentielles (de Kdhler) de A/R.

4. On suppose que A = R[zy,...,x,]/(f1,..., fm) avec n,m > 1 entiers. Montrez que X =
Spec(A) est la fibre en 0 d’un morphisme de R-schémas f : A%, — A}. Si J est comme dans la
question 2, de transposée J*, et R[z] := Rz, ..., ,|, donnez un isomorphisme de A-modules :

Qa/r ~ coker(J* : R[z]™ — R[z]") ®pgp) A.

On rappelle que la dimension de Krull d'une algébre de type fini E sur un corps k, notée dim(E),
est le supremum d des longueurs des chaines d’idéaux premiers py C p; € --- € pg dans E. Cette
quantité est stable par changement du corps de base k'/k : on a dim(E ®; k') = dim(E). On dit
que A est une R-algébre lisse de dimension relative d si dim(A ®g k) = d pour tout corps résiduel k
de R, et si de plus €24/r est localement libre de rang d.



5. Soit R — R’ un morphisme d’anneaux et A’ = A ®xz R'. Démontrez que si R — A est lisse,
alors R’ — A’ est lisse.

6. On considére le cas ot n =m = 1, donc A = R[z]/(f), et on suppose f unitaire.
(a) Donnez une condition équivalente sur f pour que R — A soit lisse de dimension relative 0.

(b) Lorsque R = Z et f est de degré 2, démontrez que A est lisse sur Z si et seulement si f
est scindé & racines «, § vérifiant |a — 3] = 1.

(c) Lorsque R =7Z et f = X3+ pX + ¢, démontrez que A n’est pas lisse sur Z.

Commentaire : un théoréme de Minkowski affirme que le discriminant d’un corps de nombres K est
distinct de £1. Ceci implique que 'anneau des entiers O n’est jamais une Z-algébre lisse.

7. Soit h : X — S un morphisme de schémas et .#Z un Oyx-module quasi-cohérent. On défi-
nit la notion de Og-dérivation d : Ox — .# en mimant la définition provenant de 'algébre
commutative. Démontrez qu'’il existe un Ox-module quasi-cohérent €1x,g avec une dérivation
d: Ox — Qs vérifiant une propriété universelle adéquate, et tel que pour tout ouvert affine

V = Spec(R) C S et tout ouvert affine U = Spec(A) C h~1(V), on ait Qy sy =~ Qa/g-

On considére maintenant un corps k de caractéristique p # 2 et la courbe plane C' C A7 définie par
I'équation y? = f(z) ou f € k[x] est un polynéme de degré d > 2.

8. Donnez une condition nécessaire et suffisante sur f pour que C soit lisse.

9. On suppose C lisse. Le module Q¢ est-il (globalement) libre de rang 17

10. On note C P'adhérence de Zariski de C' dans P2, appelée complétée projective de C'; elle est
définie par I'équation homogene y?2%72 = f(z,2) ou f(x,2) = 2¢f(x/z). Décrivez un ouvert
affine contenant tous les points de C'\ C'. La courbe C est-elle lisse ?



