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Exercice 1. Soit n > 1 un entier. Pour tout anneau ou faisceau d’anneaux A, on note A[J,] le
quotient de I’anneau de polynomes A[X] par Iidéal (X™*1), ot 6, est la classe de X. Pour tout
schéma S on note S[0,] = Spec(Og[dy]).

On fixe un morphisme de Q-schémas X — S. Le but de cet exercice est d’étudier la représentabil-
ité et la lissité d’une généralisation du foncteur tangent, le foncteur des jets d’ordre n de X/S:

Hn = Homg(5[6,], X),
défini par _#,(T') = Homy(T'[05], X7) pour tout S-schéma T, ot X7 =X xgT.

(1) Justifiez que Homp(T'[0,], X7) = Homg(T[0,], X).

(2) Soit Aley,...,en] le quotient de 'anneau de polynémes A[X7, ..., X,] par l'idéal (X?,..., X2),
ou ¢; est la classe de X;, et S[eq,...,en] = Spec(Ogleq, - .., exn]). Montrez par récurrence sur n > 1
que le S-foncteur 7, = Homg(Sleq, ..., &), X) est représentable par un S-schéma.

(3) Pour toute partie J C {1,...,n},soit ey = HjeJ £j, avec ez = 1. Montrez que 0y, — 1+ - -+¢p
définit un morphisme injectif de Q-algebres f : Q[d,] — Q[e1, ..., &, qui induit un isomorphisme
de Q[d,] sur 'ensemble des r = > rjey € Qley, ..., &, tels que card J = card J = rj = r .

(4) Soient F un Og-module quasi-cohérent, ¢ : F — Og un morphisme de Og-modules, im(yp)
son image, T — S un morphisme, ¢ : Fr — Or le morphisme déduit par changement de base.
Montrez qu’il existe un morphisme naturel surjectif im(¢)r — im(e7). Montrez que ¢ = 0 si et
seulement si 7' — S se factorise par le sous-schéma fermé de S d’idéal im(y).

(5) Montrez que le morphisme _#, — .7, déduit du morphisme S[ei,...,e,] = S[0,] de la ques-
tion (3) induit un isomorphisme de _#, sur un sous-schéma fermé de .7,.

(6) (a) Montrez que si X — S est lisse, alors _#, — S est lisse.
(b) Montrez que si X — S est non ramifié, alors _#, — X est un isomorphisme.

Exercice 2. (1) Soit r > 0 un entier. Un morphisme de schémas f: X — S dont toutes les fibres
X, = f7!(s) sont de dimension r et tel que Q% /g est localement libre de rang r est-il lisse ?

(2) Soient S le spectre d’un anneau A, A un élément de A, et X le sous-schéma fermé de A% =
Spec(A[z,y]) d’équation y? = z(z — 1)(z — ).

(a) Le morphisme X — S est-il plat ?

(b) Quels sont les points o X — S n’est pas lisse 7

Exercice 3. (a) Montrez qu'un morphisme lisse de schémas X — S admet une section locale-
ment pour la topologie étale sur S, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme étale S” — S tel que le
morphisme X xg S’ — S’ admet une section.

(b) Donnez un exemple qui montre que ce n’est pas toujours vrai pour la topologie de Zariski.



