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Exercice 1. Soit n > 1 un entier. Pour tout anneau ou faisceau d’anneaux A, on note A[d,] le
quotient de I’anneau de polynomes A[X] par Iidéal (X™*1), ot 6, est la classe de X. Pour tout
schéma S on note S[d,,] = Spec(Og[d,])-

On fixe un morphisme de Q-schémas X — S. Le but de cet exercice est d’étudier la représentabil-
ité et la lissité d’une généralisation du foncteur tangent, le foncteur des jets d’ordre n de X/S:

Hn = Homg(5[6,], X),
défini par _#,(T') = Homy(T'[05], X7) pour tout S-schéma T, ot X7 =X xgT.
(1) Justifiez que Homp(T'[6,], X7) = Homg (T[0,], X).

(2) Soit Aleq,...,e,] le quotient de ’anneau de polynomes A[X, ..., X,] par Iidéal (X3,..., X2),
ou g; est la classe de X;, et S[eq,...,e,] = Spec(Ogleq, . .., en]). Montrez par récurrence sur n > 1
que le S-foncteur .7, = Homg(Sleq, ..., &), X) est représentable par un S-schéma.

(3) Pour toute partie J C {1,...,n},soite; = HjEJ gj, avec eg = 1. Montrez que 6, — €1+ - -+¢,
définit un morphisme injectif de Q-algebres f : Q[d,] — Q|e1, ..., &) qui induit un isomorphisme
de Q[0,] sur 'ensemble des r = > rje; € Qleq, ..., ey,] tels que card J = card J' = rjy = r .

(4) Soient F un Og-module quasi-cohérent, ¢ : F — Og un morphisme de Og-modules, im(p)
son image, T — S un morphisme, ¢ : Fr — Or le morphisme déduit par changement de base.
Montrez qu’il existe un morphisme naturel surjectif im(p)p — im(¢7). Montrez que pr = 0 si et
seulement si 7" — S se factorise par le sous-schéma fermé de S d’idéal im(y).

(5) Montrez que le morphisme _#, — .7, déduit du morphisme Sei,...,e,] — S[0,] de la ques-
tion (3) induit un isomorphisme de _#, sur un sous-schéma fermé de .7,.

(6) (a) Montrez que si X — S est lisse, alors _#,, — S est lisse.
(b) Montrez que si X — S est non ramifié, alors _#, — X est un isomorphisme.

Correction. (1) Contemplons le diagramme commutatif :

T[6n] —— Xp 25 X

N

T——S

La définition du produit fibrée X7 = X x ¢T" dit que I’application Homz (T[d,], X7) — Homg(T'[d,], X),
v — pg o v, est un isomorphisme.

(2) Sin =1, 74 = Homg(S[e1], X) est le foncteur tangent de X /S représentable par V(QX/S)
Supposons 7, représentable par un S-schéma. La remarque essentielle pour le raisonnement qui
va suivre est que si A, B,C sont des ensembles, on a l'isomorphisme naturel entre les ensembles
d’applications : Hom(A x B,C) = Hom(A,Hom(B,C)), f — (a — f(a,—)). Lorsqu’on applique
cette remarque pour des S-schémas T variables, on obtient des isomorphismes de foncteurs :

Inv1 = Homg(Ser, - - -, n, env1l, X)
= Homg(S[e1,...,en] X5 Slen+1], X)
= Homg(S[en+1], Hom(Sleq, ..., en), X))
— Homs(Slens1, 7)-



Ce dernier foncteur est le foncteur tangent du schéma .7,, qui est représentable par V(Q'I% /S).
Faisons une petite remarque sur la « taille » de .7, : si (pour simplifier) X /S est lisse de dimension
relative 7, alors 71 = Ty g est lisse de dimension relative r sur X donc lisse de dimension relative 2r
sur S. Par récurrence 7, est lisse de dimension relative 2™r sur S.

(3) Notons Pj, l'ensemble des parties J C {1,...,n} de cardinal j. Dans Q[e1,...,&,], on a

. j' Z €J Sijgna
(51 + e +67’l)] = JEPj,n
0 sij=>n+1.

Le fait que (g1+ - -+&,)" 1 = 0 montre que le morphisme Q[X] — Qley, . . ., &,] défini en envoyant X
sur £1+- - -+&, passe au quotient en un morphisme f : Q[d,] — Qle1, ..., ey]. Lesidéaux de 'anneau
artinien Q[d,] sont les idéaux (5,)? avec 0 < j < n+ 1. Le fait que (g1 + -+ +¢&,)" # 0 montre donc
que le noyau de f est {0}, i.e. f est injectif. On peut enfin préciser I'image de f. Notons dans la
suite § = d,. Siqg=qo+ q10 + - - + gn0", alors

F@)=>"qit > er= > (IDqes.
j=0

JEPjn JC{1l..n}

Comme on travaille avec des Q-schémas, les entiers (|.J|)! sont inversibles. On voit que 'image de
f est exactement l'ensemble des r = > rje; de Q[eq, ..., &y tels que 7y ne dépend que de |J|, i.e.
tels que card J = card J' = rj = ry.

(4) Par définition de I'image de ¢, on a une factorisation F — im(y) — Og avec F — im(¢p) surjec-
-tif et im(yp) — Og injectif. Le foncteur d’image inverse des mod-

ules quasi-cohérents par T — S est exact a droite car le produit Fr —»im(p)y —— Op
tensoriel ’est, donc Fp — im(p)7 est surjectif. Comme le noyau de "

F — im(yp) s’envoie sur 0 dans Og, alors le noyau de Fr — im(p)r ” J
s’envoie sur 0 dans O, donc par définition de 'image de @7 on im(p7)

obtient un morphisme surjectif im(y)7 — im(p7).

Ce morphisme n’est pas injectif en général ; donnons un contre-exemple. Soit A un anneau et
¢ : A — A défini par la multiplication par un élément f € A. Notons I = im(p) = fA et choisissons
le changement de base A — A/I. (La situation de I'exemple est donc S = Spec(4), F = Og, et
T — S est 'immersion fermée d’idéal I.) Alors im(p) ® A/I = I ® A/I = I/I?. Par ailleurs,
p@ldyr: A/I — A/I est la multiplication par la classe de f modulo I, c’est-a-dire le morphisme
nul, donc im(¢ ® Idy ;) = 0. Le morphisme im(¢)p — im(p7) est donc ici I/1? — 0 qui n’est pas
injectif si f ¢ (f?), par exemple si f est non nul et non inversible dans un anneau A intégre.

Notons h : T'— S le morphisme de structure. Alors :

pr =0 < im(er) =0,
< im(¢)r — O est le morphisme nul (puisque im(¢)r — im(p7) est surjectif),
< im(p) — h.Or est nul, par adjonction (noter que im(¢)r = h*im(y)),
& h¥: Og — h,Or se factorise par Og/im(yp),
< h:T — S se factorise par le sous-schéma fermé d’idéal im(¢p).
Remarque : il s’agit d’un résultat de représentabilité. Fn effet, cela signifie simplement que le

sous-foncteur F' de S (c’est-a-dire, du foncteur de points de S) défini pour tout S-schéma h: T — S
par F(T) ={h:T — S tel que pr = 0} est représentable par le sous-schéma fermé d’idéal im(¢p).
(5) Le morphisme _#, — .7, associe & un morphisme ¢ : T'[0,] — X7 le morphisme 7 = gqo f :
Tle1,...,en] — X1 obtenu par composition avec le morphisme f: Tleq,. .., 5] — T[0,] déduit du
morphisme d’algebres de la question (3).



Or on sait que le foncteur .7, est représentable par un S-schéma que (selon la convention
habituelle) nous notons encore .7,. Cela signifie qu’on a des bijections

a(T) : Homg(T, Z,) — Homp(T|e1, - - -, en], XT)
fonctorielles en T', que 'on peut décrire précisément ainsi. Pour 1" = 7, notons
Y Tler, . en] — X,

le 7,-morphisme (universel) image de l'identité Idz par a. Alors pour T/S quelconque, a(T)

associe 4 un morphisme h : T — 7, le morphisme r = h*r"™V : T[ey,...,&,] — X7 image inverse
par h.

Notons j : S — S[e1,...,ep] 'immersion fermée définie par l'idéal (e1,...,&,). Pour un 7-
point de .7, correspondant & un morphisme r : T[ey,...,&,] — X7, notons u = r o jp. Alors le

comorphisme de r est de la forme

. Ox — TOre o] = @D €jusOr
JE’ij

ar— Y. 5]7"?](@)

ol les 7“?} : Ox — u,.Op sont les composantes de r¥ sur la base {es}. On notera s; : v*Ox — Or
le morphisme déduit de ruj par adjonction. Sur le schéma T = .7, on dispose de morphismes 1™,
sV et s se déduit de s‘jniv par le changement de base T'— 7,. 1l résulte de la question (3) (plus
exactement, de sa version faisceautique qui est immédiate) que les T-points g de _#, sont les T-
points r de .7}, tels que |J| = |J'| implique ruJ = r?,,. Ceci est équivalent a dire que pour toute paire
(J,J') de parties de méme cardinal, le morphisme rg — r‘ﬁ], est nul, on encore (par adjonction) que
sy — sy est nul. D’aprés la question (4), et en utilisant le fait qu’une intersection de sous-schémas
fermés V(Z,) est le sous-schéma fermé V(> 7Z,), il est équivalent de dire que T' — .7, se factorise
par le sous-schéma fermé de .7, défini par 'idéal somme des idéaux im(s4™Y — s%1V), pour tous les

J,J' de méme cardinal. Ce sous-schéma fermé représente le foncteur #,.

(6) Montrons d’abord que si X — S est localement de présentation finie, alors #, — S aussi.
Comme J, 41 = V(Q}% / ), il est immédiat par récurrence sur n que .7, est localement de présenta-
tion finie. De plus _#, est un sous-schéma fermé de .7, défini par un idéal qui est une somme finie
d’idéaux im((s"™V) ;7 — (s"™V) ;) qui sont cohérents, comme images de faisceaux cohérents. Il s’ensuit
que le faisceau d’idéaux de _#, dans Oz, est de type fini, donc 'immersion fermée 7, — .7, est
de présentation finie et finalement ¢, — S est localement de présentation finie.

(a) Supposons que X — S est lisse. Pour montrer que ¢, — S est lisse, il suffit de montrer qu’il
est formellement lisse. Pour cela, on se donne une S-immersion fermée de schémas affines Yy — Y
définie par un idéal de carré nul. Alors les schémas Yy[d,] et Y [0,,] sont affines, et 'immersion fermée
Yo[0n] — Y[0y] est elle aussi définie par un idéal de carré nul (le méme que précédemment mais vu
dans Oys,1). Comme X — S est formellement lisse, tout S-morphisme Yp[d,] — X se reléve en un
S-morphisme Y'[6,] — X. Ceci démontre que #,(Y) — _Z,(Y0) est surjectif, c’est ce qu’on voulait
démontrer.

(b) Supposons X — S non ramifié. Alors Qﬁ(/s =0donc 7 = V(Q}(/S) — X est un isomorphisme.
Par récurrence, on voit que .7, — X est un isomorphisme. Alors ¢, — .7, ~ X est une immersion
fermée. Comme par ailleurs #, — X posséde une section évidente, qui est celle obtenue en
envoyant un T-point 7" — X sur la composée T'[0,] — T' — X, I'immersion fermée ¢, — X est un
isomorphisme.

Exercice 2. (1) Soit r > 0 un entier. Un morphisme de schémas f : X — S dont toutes les fibres
X, = f7!(s) sont de dimension r et tel que Q% /5 est localement libre de rang 7 est-il lisse ?

(2) Soient S le spectre d’un anneau A, A un élément de A, et X le sous-schéma fermé de A% =
Spec(A[z,y]) d’équation y? = z(z — 1)(z — ).



(a) Le morphisme X — S est-il plat ?
(b) Quels sont les points o X — S n’est pas lisse 7

Correction. (1) La réponse est non, car un tel morphisme n’est pas nécessairement plat. Par
exemple, si f: X <— S est une immersion fermée, alors toutes les fibres sont de dimension r = 0 et
Qﬁ( /s = 0. Mais si de plus le morphisme f est localement de présentation finie et X # &, .5, il n’est
pas plat.

(2) (a) Montrons que X — S est plat. Comme A% est plat sur S, d’apreés le théoréme de platitude
des hypersurfaces, il suffit de vérifier que y?> — 2(z — 1)(x — \) est non diviseur de 0 dans les

anneaux locaux des fibres Ai(s). Notons As I'image de A dans le corps résiduel k(s). Il est clair

que y2 — z(x — 1)(z — As) est non diviseur de 0 car c’est un polynéme non nul de 'anneau intégre
k(s)[z,y]-

(b) Comme X — S est lisse si et seulement s'il est plat a fibres lisses, pour tester la lissité en un
point t € X, il suffit de le faire dans la fibre au point s image de t. Remplacons S par le spectre
du corps résiduel k = k(s) et X par X;. Comme sous-schéma fermé du plan affine défini par une
équation non diviseur de 0, le schéma X /k est de dimension 1 en tous ses points. On sait alors (voir
prop. 3.4.5 du cours) que X/k est lisse en ¢ si et seulement si 0(¢) < 1, ou () = dimyy) Qﬁ{/k ®k(t).
Notons a(x) = z(xz — 1)(xz — \), £ = k(t) le corps résiduel, et notons les images de x,y dans ¢ par

les mémes lettres. On a :
ldx @ ldy

2ydy — a' (z)dz
Pour que §(t) = 2, il faut et suffit que =, y vérifient le systéme 3> — a(z) = 2y = d/(z) = 0.

Sip = car(f) = 2, ce systéme est équivalent a x2 = X et y> = A(1+)). Sur une cloture algébrique
de ¢, il y a un et un seul point singulier, de coordonnées (z,y) = (VA, /AL + ).

Si p = car(¢) # 2, équation 2y = 0 impose y = 0. Il reste le systéme a(z) = d'(z) = 0, qui
a une solution si et seulement si a(x) posséde une racine double. On trouve donc deux solutions
données par A € {0,1} et (z,y) = (),0).

En conclusion, dans X, I’ensemble des points singuliers est la réunion des trois fermés

Zy=V(2, 22+ NP+ A1+ ), Zo=V(\xzy) et Zz=V(\—1,z—17y).

L’ouvert ot X — S est lisse est le complémentaire de Z7 U Zy U Z3.

Exercice 3. (a) Montrez qu'un morphisme lisse de schémas X — S admet une section locale-
ment pour la topologie étale sur S, ¢’est-a-dire qu’il existe un morphisme étale S” — S tel que le
morphisme X xg S’ — S’ admet une section.

(b) Donnez un exemple qui montre que ce n’est pas toujours vrai pour la topologie de Zariski.

Correction. (a) Soit z un point de X. Comme f : X — S est lisse en z, par un résultat du cours
(proposition 3.4.4) il existe un ouvert U C X contenant z et un morphisme étale g : U — A% tel
que fly =pog:U — S, oup: A% — S est le morphisme

de structure. Soit o : S — A% une section de p, par exemple §'—8

la section 1 = -+ = x, = 0 aprés choix d’'un systéme U,J gl\

de coordonnées x1,...,x, pour A%. Soit S’ =U Xgan, S g P

la préimage par g de la section o. Comme les morphismes U——As—=S

étales sont stables par changement de base, le morphisme flo

o' 8" — S est étale. On a ainsi obtenu un S-morphisme

S" — U — X, ou si on veut un S’-morphisme S’ — X xg5’, qui est une section pour X xgS’ — §’,
comme demandé.

(b) En général, il n’est pas possible d’obtenir de telles sections localement pour la topologie de
Zariski : par exemple si S = Spec(R) et X = Spec(C) qui est étale sur S, le seul ouvert non vide
de S est S et il n’existe aucune section de X — S.



