
Université Pierre et Marie Curie, Master de Mathématiques Lundi 21 février 2011
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• L'énoncé est volontairement long ; il est recommandé de commencer par parcourir le
sujet entièrement pour repérer les questions qui vous sont sympathiques.

• Tous les documents sont autorisés.

• Il est possible d'écrire en anglais.

Exercice 1. (1) Soient u : A → B et v : B → C des morphismes locaux d'anneaux
locaux. On suppose que v et v ◦ u sont plats. Montrez que u est plat.

(2) Soit f : X → S un morphisme de schémas localement de présentation �nie. Soit
h : S ′ → S un morphisme de changement de base �dèlement plat. On note X ′ = X ×S S ′

et f ′ : X ′ → S ′ la projection. Montrez que f est lisse si et seulement si f ′ est lisse.

Exercice 2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soient X, Y deux
courbes (i.e. des schémas de type �ni séparés de dimension 1) lisses et connexes sur k.
On note k(X) et k(Y ) leurs corps de fonctions. On considère un k-morphisme surjectif
f : X → Y .

(1) Montrez que les anneaux locaux des points fermés de X et Y sont des anneaux de
valuation discrète.

(2) Montrez que f est plat.

(3) Donnez un exemple dans lequel f n'est pas étale.

(4) On considère la suite exacte cotangente des modules de 1-formes di�érentielles pour f :

f ∗Ω1
Y/k

i−→ Ω1
X/k −→ Ω1

X/Y −→ 0.

Montrez que i est injectif sur les �bres au point générique de X. Déduisez-en que i est
injectif en tout point x ∈ X.

(5) On appelle di�érente de f et on note IX/Y le faisceau d'idéaux annulateur de Ω1
X/Y ,

dé�ni par IX/Y (U) = {s ∈ OX(U) , s (Ω1
X/Y |U) = 0} pour tout ouvert U ⊂ X. Montrez

que c'est un faisceau inversible, c'est-à-dire qu'il est engendré localement par un élément
non diviseur de zéro.

Le sous-schéma fermé D = V (IX/Y ) est un diviseur de Cartier appelé le diviseur de

rami�cation de f .

(6) Soit ω une section de Ω1
X/k sur un ouvert U . Pour chaque x ∈ U , choisissons un

ouvert Ux et un générateur tx de (IX/Y )|Ux . Montrez que txω ⊗ 1
tx

est une section locale

de f ∗Ω1
Y/k ⊗OX(D), indépendante du choix de tx. Montrez que ces sections se recollent

et qu'on dé�nit ainsi un isomorphisme de faisceaux inversibles Ω1
X/k ' f ∗Ω1

Y/k ⊗OX(D).



Exercice 3. On note M3(A) l'ensemble des matrices P =

( a b c
d e f
g h i

)
à coe�cients dans

un anneau A. Soit q : Z3 → Z la forme quadratique dé�nie par q(x, y, z) = xy + z2.

(1) Montrez que le foncteur F : (Sch /Z)◦ → Ens dé�ni pour tout schéma T par :

F (T ) =
{
P ∈ M3(Γ(T,OT )) , q(P (v)) = q(v) pour tout v ∈ Γ(T,OT )3

}
est représentable par un sous-schéma fermé G de A9

Z dont vous donnerez des équations
dans les coordonnées naturelles a, b, . . . , h, i.

(2) Soit e : Spec(Z) → G la section de G donnée par la matrice identité. Calculez e∗Ω1
G/Z.

Le schéma G est-il lisse sur Z ?

On note e3 le troisième vecteur de la base canonique de Z3.

(3) Montrez que le foncteur F2 : (Sch /F2)
◦ → Ens dé�ni pour tout F2-schéma T par

F2(T ) = {P ∈ G(T ) , P (e3) = e3}

est représentable par un sous-schéma fermé H de G⊗ F2.

(4) On note A = Γ(G,OG) et A′ le quotient de A[r, s, t]/(2r − c, 2s− f, 2t− (i− 1)) par
l'idéal des éléments de Z-torsion. Donnez une présentation pour A′ comme Z-algèbre.

On note G′ = Spec(A′) et π : G′ → G le morphisme induit par A → A′. Soit (Plat /Z) la
catégorie des schémas plats sur Z.

(5) Montrez que le foncteur F ′ : (Plat /Z)◦ → Ens dé�ni pour T plat sur Z par

F ′(T ) = {f : T → G tel que (f ⊗ F2)(T ⊗ F2) ⊂ H}

est représentable par G′.

(6) Montrez que la section neutre e se relève de manière unique en une section ε :
Spec(Z) → G′. Calculez ε∗Ω1

G′/Z. Montrez que G′ est lisse en tous les points de la
section unité.

Le groupe G′ est le groupe de Chevalley O3 sur Z.


