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TD - Feuille 1

Corrigé ex. 1 (1) On utilise la premiére suite exacte fondamentale :
* M1 1 1
f QAi/k - QAg/k — Q=0

Tous les schémas sont affines : posons A = k[t], B = k[x,y], f* : A — B donné par t s y* — 23

La suite exacte ci-dessus est déterminée par la suite exacte de modules sur B = k[z,y] :

Bdt — Bdx ® Bdy — Q0 — 0

Bda®Bdy

ou dt — 2ydy — 3x*dz. On trouve Q} = Sydy—3a2ds"

(2) On utilise la seconde suite exacte fondamentale :
Cosnz — Z'*Qzl&i/k — Qe — 0

ou C désigne le faisceau conormal, et i : C' — A2 Pimmersion fermée. Notons I I'idéal engendré
par y? — 23 dans B, on obtient la suite exacte de C' = B/I-modules :

[/]2—>Cdaf@C'dy—>Qé/k—>0.

La fleche I/1* — Cdx @ Cdy est donnée par y*> — 23 — 2ydy — 37%dz (on note avec une barre

i 1 _ Cdx®Cdy
les images dans C'). On trouve Qc/k = Sy 3Pds

Corrigé ex. 2 Si (/k est une extension séparable, elle est monogéne (théoréme de 1’élément
primitif). Donc ¢ = k[z]/(P) pour un certain polynéme P. Alors, Q%/k = ldx/(P'(z)dx).
Comme P est séparable, P’ et P sont premiers entre eux, ou dit autrement P’(z) est inversible
dans k[z]/(P). Il en résulte que 2, = 0.

Si £/k n’est pas séparable, il existe une sous-extension monogéne et inséparable m C ¢. La
premiére suite exacte fondamentale donne

Qg @ € — Qe — Qg — 0.

Par ailleurs ¢ = m[z]/(P) pour un certain polynéme inséparable P. On a donc P’ = 0 puis
Q%/m =( # 0. Comme Qé/k a une surjection vers Q%/m, on a Q}/k # 0.

Corrigé ex. 3 (1) La notation de Grothendieck est celle pour laquelle, lorsque le corps de base
est algébriquement clos, 'ensemble des points fermés de P(E) est I’ensemble des hyperplans
linéaires (et non des droites) de E. En termes de schémas, on a P(E) = Proj(Sym(F)) ou
Sym(E) = ®;>0 E®" est lalgébre symétrique de E. Le schéma P(E) est muni d’un faisceau
inversible O(1) tel que I'(P(E),O(1)) = E, et d’'un morphisme surjectif £ ® Oppy — O(1).
(Sur tout schéma X, on note £ ® Ox le fibré vectoriel trivial dont chaque fibre est E.)



La propriété universelle est la suivante. Pour tout schéma X, tout faisceau inversible £ sur
X et tout morphisme surjectif de fibrés p : £ ® Ox — L, il existe un unique morphisme de
schémas f : X — P(E) tel que £ ~ f*O(1) ; deux couples (L, p) et (L', ¢') tels qu’il existe un
isomorphisme 7 : L — L' avec ¢’ = 7 o ¢ donnent lieu au méme morphisme f.

Réciproquement, si f : X — P(FE) est un morphisme, posons £ = f*O(1). En tirant la
surjection FQOpgy — O(1) en arriére via f, on obtient un morphisme surjectif ¢ : EQOx — L.

(2) Sur un ouvert U, I'évaluation E®Opg) — O(1) envoie ) | 2;® f;, ol les f; sont des fonctions
de P(E) sur U, sur ) x;p fi. Un élément de IC(U) est donc tel que ) x; f; = 0. L’étoile doit

donc vérifier
Ik _ b
Zxkxi + x;x=0 , donc x= Zxkgk.
k#i Z k#i
(3) I s’agit de vérifier que ¢; et ¢; coincident sur U; N U;. Or sur U; N U; on a

dek/i(g)gk = Zd%®gk — Z Zi/j xk/;g%k/] T/ D g
ki ki ki i3

_ Z dzyy; ®gr — Zxk/de”L/J R gr = Z dxk/]@)g_k - dml/]®z

2
k#i,5 il ki Yi/i k#i,j5 k#i i

/7'
Par ¢; cet élément est envoyé sur un élément dont on va calculer la composante sur z;®.

Si k # 4,7 la composante est —Z-— rz/]z] = i—"

—Z e KO Z TGk -

ki Z/J L Z ki

Si k =i la composante est

Si k = j la composante est 0. On voit donc que 'image de ) dwy/; @ gi, par @; et ¢; est la méme,
donc ces morphismes se recollent. Sur chaque ouvert U il est clair que ¢; est un isomorphisme,
donc le morphisme ¢ obtenu par recollement est un isomorphisme.

Corrigé ex. 4 Pour l'application a la suite exacte d’Euler, on n’a besoin que du cas r = 1.
Dans ce cas, les notations sont significativement plus simples, donc si vous n’aviez pas fait
I'exercice, je vous encourage a réécrire la preuve ci-dessous dans le cas r = 1.

Une fagon de voir que les dyo se recollent est de vérifier que dyo ne dépend pas de la
trivialisation choisie pour F sur V. En effet, si tel est le cas, étant donné un autre ouvert W
avec une trivialisation de F sur W, alors sur I'ouvert V N W on a deux trivialisations de F
(celle provenant de V', et celle provenant de W), et donc (dyo)yaw et (dwo)yaw coincident
donc se recollent sur V U W.

Si on a une autre trivialisation donnée par des générateurs ¢}, alors il existe une matrice M
inversible & coefficients m; ; € Ox (V) telle que t = Mt ou t = (t1,...,t,). On a donc

T
t, = Zmiﬁjt; puis o; = Zamt = Z Zowm]k th. .

j=1 k=1 j=1
—_——

!
ik

L’expression (dy o)y associée a la trivialisation de générateurs t’ est :

(dyo)y = Z Z dal L ® fity, = Z Z Zawdmﬂc +m; kdaw) ® fit),

k=1 i=1 k=1 i=1 =



T T n n T T
= Z Z Z oij fildmjp @t + Z Z doi; ® fi Z m; ity
k=1 j=1 i=1 i=1 j=1 k=1
Comme l'image de o dans F est nulle, ona y " | 0y, fi = 0 pour tout j. De plus Y, _, m; it} =t;
donc on trouve finalement 3 7, >\, doj; ® fit; c’est-a-dire (do);. On a montré que dyo ne
dépend pas de la trivialisation locale, donc par recollement on obtient do.

Pour le fibré en droites £ = O(1) sur Pespace projectif, cette construction fournit un
morphisme K — QI%;(E) /k(l). Il est facile de voir directement que c’est un isomorphisme. De
maniére alternative, on peut vérifier que ce morphisme est un inverse pour 'application définie
dans 'exercice précédent.



