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TD - Feuille 1

Dans toute cette feuille d’exercices, la lettre k désigne un corps. Les anneaux considérés sont
commutatifs et unitaires.

Exercice 1 Soient P,Q, R € Clxy,...,z,]| avec P irréductible et () non multiple de P. On
suppose que pour tout x € C" les conditions P(z) = 0 et Q(x) # 0 impliquent R(x) = 0.
Montrer que P divise R.

Exercice 2 FEspaces topologiques irréductibles. Montrez les faits suivants. Si X est un espace
topologique non vide séparé et irréductible, alors X est un point. Dans un espace topologique
irréductible, les ouverts non vides sont denses, et en particulier se coupent. Un ouvert non vide
d’un espace topologique irréductible est lui aussi irréductible. Si X est un espace topologique
et Y C X est une partie irréductible alors Y est aussi irréductible.

Exercice 3 Soit A un anneau et X = Spec(A). Montrez que X est irréductible ssi Asq est
intégre.

Exercice 4 Décrire les composantes irréductibles du fermé Y C A} donné par y* = zz,
22 =,

Exercice 5 On considére la courbe X C A7 donnée par y? = 22 + 2.

(1) Montrer que la fonction y/x n’est pas réguliére sur X. Quel est le plus grand ouvert de X
sur lequel elle est réguliére ?

(2) Montrer que X est rationnelle.

Exercice 6 Connexité et fonctions. Soit X un schéma. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) X est connexe,

(2) T'(X, Ox) ne posséde pas d’idempotent non trivial (e € I'(X, Ox) tel que e? = e et e # 0, 1),
(3) T'(X,Ox) n'est pas un anneau produit non trivial A; X A,.

(Indication : (1) = (2) = (3) = (1).)

Exercice 7 Soit Y C A? le schéma donné par des équations z2 —yz = 0 et zz—z = 0. Montrer
que Y admet trois composantes irréductibles, trouver les idéaux premiers correspondants de
Oy (Y). Montrer que Y est connexe.

Exercice 8 Anneauz locauz. On dit qu’'un anneau est local s’il n’a qu’un idéal maximal.
Montrez qu’un anneau est local si et seulement si ’ensemble des éléments non inversibles de A
est un idéal. Soit A un anneau et p un idéal premier de A. Montrez que le localisé de A par
rapport a la partie multiplicative S = A\ p, noté A,, est un anneau local d’idéal maximal pA,,.
Montrez que A,/pA, est isomorphe au corps de fractions de l’anneau intégre A/p.



Exercice 9 Décrivez la topologie de X = Spec(A) dans les cas suivants : A =k, A = k[e]/(¢?),
A =C[X], A=C[X,Y], A est un anneau de valuation discréte.

Exercice 10 Singularités de courbes. On suppose que k n’est pas de caractéristique 2. Dessinez
Iallure des courbes planes qui suivent : (a) 22 = 2* +y* (b) zy = 2% +¢° (¢) 2* = y* + 2* + ¢*
(d) 2%y + xy* = 2* + y.
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