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Chapter 1

Anneaux, homomorphismes, idéaux.

Dans ce texte, nous écrirons toujours anneau pour anneau commutatif avec élément unité et nous
noterons toujours 1 cette unité (il pourra nous arriver d’écrire 14 pour préciser qu'’il s’agit de ’élément
unité de 'anneau A). Si A est un anneau et si B C A est un sous-groupe abélien de A, stable pour
la multiplication et contenant 14, on dit que B est sous-anneau de A.

Exemples 1.1 :

(i) Z,Q,R et C sont des anneauz. Un corps commutatif, avec élément unité, K est un anneau.
Nous connaissons aussi les anneaux de polynomes a une ou plusieurs variables sur un corps K,
notés K[X], K[X1,...,X,]. Suivant un formalisme évident nous pouvons utiliser aussi les anneaux
de polynémes a coefficients dans un anneau A, soient A[X], A[Xy, ..., X,].

(i) Si A et B sont deuzr anneauzx, l’ensemble produit A X B est muni d’une structure naturelle
d’anneau.

(a,b) + (a',b') = (a+d',b+0) et (a,b)(d,b) = (ad,bb").

1l est intéressant de remarquer que st K et K' sont deux corps, 'anneau produit K x K’ n’est pas un
corps.

(iii) Si p est un nombre premier, on note Zy,) le sous anneau de Q formé par les fractions n/m
telles que m ¢ pZ (verifier qu’il s’agit bien d’un sous-anneau de Q).

(iv) Soit x = (x1,...,z,) € K™ un point. Verifier que les fractions rationnelles P/Q, avec
P,Q € K[Xy,...,X,] et telles que Q(z1,...,x,) # 0, forment un sous-anneau du corps des fractions
rationnelles K(Xi, ..., Xp).

Définition 1.2 : Si A et B sont deux anneaux, un homomorphisme f : A — B est une application
f de A dans B telle que f(x+y) = f(z)+ f(y) et f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € A, d’une part,
et f(14) = 1p, d’autre part.

Lorsqu’il existe un homomorphisme d’anneauz f : A — B, on dit que B est une A-algebre.

Il est évident que le composé de deux homomorphismes, composables, d’anneaux est un homo-
morphisme d’anneaux.
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1.1 Idéaux. Anneaux quotients

Proposition 1.3 : Le noyau Kerf = f~1(0) de f est un sous-groupe abélien de A tel que
(a € kerf e x€A) = ax¢€kerf.
C’est évident.

Définition 1.4 : Un sous-groupe abélien strict Z d’un anneau A est un idéal de A sia € T etx € A
impliquent ax € 7.

Exemples 1.5 :

(i) Sin € Z,n ¢ {+1,—1}, alors nZ est un idéal de Z.

(ii) Soit a € A. L’ensemble aA des multiples de A est un idéal de A si a n’est pas inversible;
c’est A si a est inversible.

(#ii) Plus généralement, soient a; avec i € E des éléments de A. L’ensemble des combinaisons
finies des éléments a; a coefficients dans A est soit A (si 1 est combinaison des a;), soit un idéal.
Dans le deuxieme cas, on dit que les éléments a;, avec i € E, forment un systéme de générateurs de
(ou engendrent) cet idéal.

(iv) Le noyau d’un homomorphisme f : A — B est un idéal de A.

Remarque évidente mais importante: Tout idéal contient 0.
Proposition 1.6 : Un anneau A est un corps si et seulement si (0) est le seul idéal de A.

Théoreme 1.7 : Si T est un idéal de A, l'ensemble A/T des classes pour la relation d’équivalence
a~bsia—béeZ est muni d’une structure d’anneau telle que l’application classe cl : A — A/T est
un homomorphisme d’anneaux (évidemment surjectif ), de noyau Z.

On démontre que cl(a + b) et cl(ab) ne dépendent que des classes de a et b. On pose alors
cl(a)+cl(b) =cl(a+b) et clla)cl(b) = cl(ab).

Il est clair que ¢l(0) est élément neutre pour 1’addition, que cl(1,4) est élément neutre pour la multi-
plication et que le noyau de I'application classe est Z.

Corollaire 1.8 : Tout idéal de A est le noyau d’un homomorphisme d’anneaux, de source A.
Définition 1.9 : A/7 est l'anneau quotient de A par l'idéal T.

Exemple 1.10 :
Vous connaissez 'anneau quotient (a n éléments) Z/nZ (on a supposé n ¢ {+1,—1}).

Exercice 1.11 :
Soit K un corps. Montrer que [’homomorphisme composé

K[Y] 5 KX, Y] S KX, Y]/XK[X,Y]

est un isomorphisme (i est linclusion naturelle et cl l'application classe).
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Définition 1.12 : Soient f : A — B un homomorphisme d’anneauz et x1,...,x, € B. On dit que
x1, ..., T, engendrent la A-algébre B si I’homomorphisme d’anneaux

h : A[Xl,...,Xn] —>B, h|A:f, h(XZ) = Xy,
est surjectif. La A-algébre B est alors de type fini.

Théoreme 1.13 (Le Théoréme de factorisation.) : Soit f : A — B un homomorphisme d’anneau.
Il existe un unique homomorphisme injectif d’anneauzr g : A/ Kerf — B tel que le diagramme suivant
soit commutatif:

A LB
ld
Alkerf.

De plus f est surjectif si et seulement si g est un isomorphisme.

Verifier que f(a) ne dépend que de cl(a) , poser g(cl(a)) = f(a) et montrer que g ainsi défini est
bien un homomorphisme injectif. La commutativité du diagramme explique clairement pourquoi f
est surjective si et seulement si g est un isomorphisme.

Théoreme 1.14 : Soit 7 un idéal d’un anneau A.

Si J est un idéal de AJZ, alors cl™*(J) est un idéal de A contenant .

Si I est un idéal de A contenant I, alors cl(Z') est un idéal de AJT (souvent noté I'/T).

On a cd Hc(Z)) =T et c(cd™(J)) = J. La bijection ainsi définie entre les idéaux de A,
contenant I, et les idéauz de AJT respecte l'inclusion.

La preuve va d’elle méme. Elle repose sur la Proposition suivante.

Proposition 1.15 : Si J est un idéal de AJZ, alors cl=*(J) est lidéal noyau de I’homomorphisme
(surjectif) composé d’anneaux

A= AJT — (AJT)/T.

Cet homomorphisme se factorise par un isomorphisme

Al T) ~ (A/T)/T.

La description de cl~!(J) se passe de commentaires. La factorisation est une conséquence du
Théoreme de factorisation.

Définition 1.16 : Si un idéal est engendré par un nombre fini d’éléments, on dit qu’il est de type
fini. Un idéal engendré par un élément est dit principal.

Théoréme 1.17 : Tout idéal de Z est principal. Idem pour l'anneau des polynomes K[X| a une
variable sur un corps K.
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Indications: Montrer qu’un idéal non nul Z de Z est engendré par le plus petit entier strictement
positif qu’il contient. Suivant le méme principe de démonstration, un idéal non nul Z de K[X] est
engendré par un polynome non nul de degré minimum parmi les polynomes de 7.

Définition 1.18 :

(i) Si a € A est inversible, autrement dit s’il existe b € A tel que ab = 1, on dit que a est une
unité et on écrit b= a=* (b est linverse de a).

(i1)) Sia € A etbe A sont des éléments non nuls tels que ab = 0, on dit que a (et b) sont des
diviseurs de 0.

(iii) Soit a € A. S’il existe un entier n > 0 tel que a™ = 0, on dit que a est nilpotent.

Exemples 1.19

(i) Les unités de Z sont 1 et —1. Les unités de K[X] sont les constantes non nulles. Les unités
de Z/nZ sont les classes des entiers premiers a n.

(ii) L’anneaw Z/nZ n’a pas de diviseurs de zéro si et seulement si n est premier.

(7ii) L’anneau Z/nZ a un élément nilpotent si et seulement si n a un facteur carré.

(X +Y),c(X),c(Y) sont des éléments nilpotents de K[X,Y|/Z ou T est l'idéal de K[X,Y]
engendré par X?> +Y? et XY

Définition 1.20 : Un anneau sans diviseur de 0 est dit intégre.
Un anneau sans nilpotent est dit réduit.

Définition 1.21 : Un anneau intégre qui n’est pas un corps et dont tous les idéaux sont principauz
est un anneau principal.

Nous avons donc vu le résultat suivant:

Théoréme 1.22 : Les anneaux Z et K[X] sont principauz.

1.2 Opérations sur les idéaux.

Si Z et J sont deux idéaux d’un anneau A, il est clair que 'intersection Z N J est aussi un idéal de
A.

La réunion de deux idéaux n’est pas nécessairement un idéal.

Si Z et J sont deux idéaux d’un anneau A, nous notons Z + J l’ensemble des éléments de la
forme a + b , avec a € Z et b € J. On vérifie immédiatement que Z + J est soit A, soit un idéal de
A.

Plus généralement, si Z; est une famille d’idéaux d’'un anneau A, nous noterons » | Z; I'ensemble
des combinaisons (finies) d’éléments des idéaux Z,. Il est clair que ) Z; est soit A, soit un idéal de
A. Dans le deuxieme cas, c’est le plus petit idéal de A contenant Z, pour tout s.
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Si Z et J sont deux idéaux d’un anneau A, nous notons Z.J l'idéal engendré par les produits xy,
avec x € I et y € J, i.e. 'ensemble des combinaisons de produits d'un élément de Z et d'un element

de J.

Si Z est un idéal d’'un anneau A et P une partie de A, on note Z : P l'ensemble des éléments
a € A tels que ax € T pour tout x € P. On vérifie facilement que Z : P est un idéal de Asi P ¢ [
et queZ: P=Asi PCZ Onappelle Z: P le conducteur de P dans Z.

Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux et si J est un idéal de B, il est clair que f~(J)
est un idéal de A (la contraction de 7).

Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux et si Z est un idéal de A, 'idéal engendré par
I'image de Z dans B, noté f(Z)B, est I'idéal extension de Z a B.

1.3 Idéaux premiers, idéaux maximaux.

Définition 1.23 : Un idéal Z de A est premier si l’anneau quotient AT est intégre.

On vérifie immédiatement ’énoncé qui suit.

Proposition 1.24 : L’idéal T de A est premier si et seulement si ab € T et a ¢ T impliquent b € Z.
Définition 1.25 : Un idéal T de A est maximal si 'anneau quotient A/T est un corps.

Proposition 1.26 : L’idéal T de A est mazimal si et seulement si I est un élément maximal de
I’ensemble des idéauxr de A, ordonné par linclusion.

Nous savons qu’'un corps est un anneau dont le seul idéal est (0), donc la Proposition est une
conséquence immeédiate du Théoreme 1.14.

Exercices 1.27 :

(i) Soient k un corps et (ay, ...,a,) € k™. Montrer que l’ensemble des polynomes P € k[X7, ..., X,,]
tels que P(ay,...,a,) = 0 est un idéal mazimal de k[X, ..., X,] engendré par les poynomes X; —
A1y ey X — Q.

(ii) Démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.28 : Dans un anneau principal, tout idéal premier non nul est maximal.

Proposition 1.29 : S5t P est un idéal premier et si Z;, avec i = 1,....,n, sont des idéaux tels que
NYZ; C P, alors il existe | tel que I; C P.

Sinon soient a; € Z; et a; ¢ P. Alors [[] a; ¢ P (car P est premier) et [[] a; € NPZ;.

Théoréme 1.30 (Lemme d’évitement.) : Soient Iy, ..,Z, des idéauz de A dont deuz au plus ne sont
pas premiers. Si J est un idéal tel que J ¢ Z,, pour m = 1,....,n, alors J ¢ U{Z,,.
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C’est évident pour n = 1, on fait une récurrence sur n. Pour tout ¢, il existe a; € J, avec
a; & UpmziLy,. S'il existe i tel que a; ¢ 7;, le résultat est démontré. Sinon a; € Z; pour tout 7. Dans
ce cas on prend a = a; +az sin =2 et a = a; + [[,o, @ pour n > 2 (on suppose alors que Z; est
premier) et on montre a ¢ Z,, pour tout m.

i>1

Remarque : On a en fait démontrer le résultat plus précis suivant,

Théoreme 1.31 : Soient 1y, ..,Z, des idéaur de A dont deux au plus ne sont pas premiers. Si E
est une partie de A stable pour laddition et la multiplication telle que E ¢ T, pour m = 1,...,n,
alors E ¢ UYL,,.

Théoréme 1.32 : Si Z est un idéal de A, la bijection entre les idéauxr de AJT et les idéaur de A
contenant I, établie plus haut, induit une bijection entre les idéaux premiers (resp. mazimauz) de
A/JT et les idéaur premiers (resp. maximaux) de A contenant I.

Démonstration : Soit J un idéal de A/Z. Nous avons vu (Proposition 1.15) qu’il y a un isomorphisme
Al ™(J) ~ (A/T)/T. Donc (A/I)/T est un anneau intégre (resp. un corps) si et seulement si
A/cl™H(J) est est un anneau inteégre (resp. un corps), ce qui démontre le Théoréme.

Théoreme 1.33 : Un anneau A # 0 admet un idéal mazimal.

C’est une conséquence de 1'axiome de Zorn que je rappelle ici :

Si un ensemble ordonné non vide est tel que tout sous-ensemble totalement ordonné est borné
supérieurement, alors il possede au moins un élément maximal.

Il faut donc montrer que tout sous-ensemble totalement ordonné de I’ensemble des idéaux d’un
anneau A est borné. Soit E un tel sous-ensemble. Considérons Z la réunion des éléments de F.
Montrons que Z est un idéal de A.

Sia,beZetce A, ilexiste J € Etelquea,be J. Onendéduita+be J CZetace J CT.
De plus, comme 14 ¢ J pour tout J € E, il est clair que 14 ¢ 7.

Bien évidemment l'idéal Z est une borne supérieure de E, ce qui démontre le Théoreme.

Compte tenu du Théoreme 1.32, on a alors le Corollaire suivant (et son Corollaire).
Corollaire 1.34 : Tout idéal d’un anneau est contenu dans un idéal maximal de cet anneau.

Corollaire 1.35 : Un élément d’un anneau est inversible si et seulement st il n’est contenu dans
aucun idéal mazximal.

Définition 1.36 : Un anneau n’ayant qu’un seul idéal maximal est dit local.

Exercice 1.37 : Veérifier que l'anneau Z, défini plus haut est local et que son idéal maximal est
l’ensemble des fractions pouvant s’écrire n/m avec n € pZ et m ¢ pZ.

Définition 1.38 (Spectre d’un anneau) :
Le Spectre, SpecA, d’un anneau A est I’ensemble des idéaux premiers de cet anneau.
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Définition 1.39 (Topologie de Zariski) :

Si T est un idéal d’un anneau A, on note V(I) le sous-ensemble de SpecA formé par les idéaux
premiers de A contenant T.

Les sous-ensembles V(I) de SpecA et l'ensemble vide sont les fermés d’une topologie sur SpecA,
appelée Toplogie de Zariski.

Il faut bien sur vérifier qu’il s’agit bien d'une topologie. C’est pratiquement évident.
Si Zg, pour s = 1,...,n sont des idéaux de A, on a UTV (Z;) = V(N]Zs).
Si Z est une famille d'idéaux de A, on a N,V (Z;) = V (>, Z,).

Le résultat suivant est évident mais important.

Proposition 1.40 : Si A est un anneau intégre, tout ouvert non vide de SpecA contient l’idéal
premier (0), en particulier tout ouvert non vide est dense dans SpecA.

1.4 Nilradical et Radical de Jacobson.

Proposition 1.41 : L’ensemble des éléments nilpotents d’un anneau A est un idéal de A.
Verifer que si a” = 0 et 0™ = 0, alors (ca — db)"™™~1 = 0.

Définition 1.42 : Cet idéal est appelé le Nilradical de A et noté Nil(A).

Proposition 1.43 : Nil(A) = (0) si et seulement si 'anneau A est réduit.
C’est la définition d'un anneau réduit.

Théoréme 1.44 : Nil(A) est lintersection des idéauzx premiers de A.

Soient a € Nil(A) et P est un idéal premier de A. 1l existe n > 0 tel que a” = 0, donc a" € P et
a € P, ce qui démontre Nil(A) C P. L'inclusion inverse est plus délicate a prouver.

Montrons que si a ¢ Nil(A), il existe un idéal premier P tel que a ¢ P. On considere la partie S
de A formée par les puissances positives de a. Nous avons supposé que SN (0) est vide. On peut donc
considérer I’ensemble non vide E des idéaux de A disjoints de S. Tout sous-ensemble E’ totalement
ordonné de E est borné, dans F, par la réunion des éléments (qui sont des idéaux) de E’. On peut
donc appliquer Zorn. L’ensemble E' admet un élément maximal Z.

Montrons que Z est un idéal premier. Soient x,y € A des éléments tels que xy € Z. Six ¢ T
et y ¢ 7, il existe des entiers n et m tels que a” € Z + A et a™ € T + yA. On en déduit
a"t™ e T+ 2T + yZ + xyA C Z, donc une contradiction.

Corollaire 1.45 : Si Z est un idéal de A, l’idéal intersection des idéaux premiers qui contiennent
7 est l’ensemble des éléments x € A tels que x™ € T pour n assez grand.
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C’est le Théoreme précédent appliqué a 'anneau quotient A/Z.

Définition 1.46 : L’idéal formé des éléments x € A tels que x™ € I pour n assez grand est le
radical de T. 1l est noté VI ou R(T).

Définition 1.47 : L’intersection des idéaux mazimauz de A est le Radical de Jacobson de A (noté
RJ(A)).

Théoréme 1.48 : a € RJ(A) si et seulement si 1 — ax est inversible pour tout x € A.

Supposons a € RJ(A). Soit M un idéal maximal de A. Alors a € M implique ax € M et
1—ax ¢ M (car 1 = (1 —ax) + ax). Donc 1 — az n’est contenu dans aucun idéal maximal et il est
inversible.

Supposons a ¢ RJ(A). Soit M un idéal maximal tel que a ¢ M. Comme A/M est un corps
et comme 'image cl(a) de a dans ce corps est non nulle, elle est inversible. Donc il existe b € A tel
que cl(a)cl(b) = cl(1), soit ¢l(1 — ab) = 0. Mais ceci signifie (1 — ab) € M, donc 1 — ab n’est pas
inversible.

1.5 Idéaux comaximaux.

Définition 1.49 : Deuz idéaux T et J d’un anneau A sont dits comaximaux si Z + J = A.

Lemme 1.50 : Si les idéaux Z;, pour | = 1,...,n, sont deuxr a deuxr comazximauz, les idéauzr T, et
NizeL; sont comaximauc.

Sinon il existe un idéal maximal M les contenant. Comme N;£.Z; C M, on sait (Proposition 1.29)
qu'il existe [ # e tel que Z; C M. Comme Z, et Z; sont comaximaux, c¢’est impossible.

Lemme 1.51 : Si les idéaux Z;, pour |l =1,...,n, sont deux a deux comaximaux,, on a

T = T, Ty.. T,

Compte tenu du Lemme précédent, il suffit de le démontrer pour n = 2. Soit 1 = a + b, avec a € I
etbel, Sixel; N1y, alors x = ax + bx € I1Z5. Donc 712, C I1 N1y C I11s.

Théoreme 1.52 : Soient 1, ...,T, des idéaux d’un anneau A et pour tout T soit cl; ’application
naturelle A — A/JI;. Les idéaux I; sont deur d deur comazimauz si et seulement si l'application
a — (cli(a),...,cly(a)) de A dans [} A/T; est surjective.
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Supposons d’abord que I'application est surjective. Il existe alors a € A tel que cli(a) = cli(1) et
cla(a) = cly(0). Autrement dit 1 —a € Z; et a € Z,, donc évidemment 1 = (1 —a) +a € Z; +Z5. On
démontre bien sur de la méme fagon que Z; et Z; sont comaximaux pour [ # k.

Supposons maintenant les idéaux Z; deux a deux comaximaux. D’apres le Lemme 1.50, on sait
que, pour tout e, il existe a, € Z, et b, € I pour k # e tel que 1 = a, + b.. Autrement dit,
cle(be) = clo(1) et clg(be.) = 0 pour k # e. Ceci étant démontré, on a

cly(biz1 + bazo + ... + buzy) = cli(z),

ce qui montre que l'application considérée est surjective.

1.6 Anneaux factoriels.

Définition 1.53 : On dit qu’un élément non inversible d’un anneau est irréductible s’il n’est pas le
produit de deuz éléments non inversibles de cet anneau.

Définition 1.54 : Un anneau integre A est dit factoriel si
(i) pour tout élément irréductible a de A l'idéal aA est premier,
(ii) tout élément non inversible de A est produit d’éléments irréductibles.

Théoréme 1.55 (unicité de la décomposition en produit d’irréductibles) :

Soit A un anneau factoriel. Sia;, (i =1,...,n) et b;(j = 1,...,m) sont des éléments irréductibles
de A tels que [} a; = [[]" b, alors n = m et il existe une permutation 7 de [1,...,n] telles que
a;A = by A pour tout i.

Il suffit de remarquer que comme a;A est un idéal premier et comme [[}"b; € a; A, il existe j tel
que b; € a;A. Soit b; = a;c. Comme b; est irréductible et a; n’est pas inversible, c est inversible. Il
reste b;A = a;A.

Définition 1.56 : Soient A un anneau factoriel et a,b € A des éléments non nuls.

(i) Un pged de a et b est un élément ¢ € A tel que tout diviseur commun de a et b divise c¢. Si 1
est un pgced de a et b, on dit qu’ils sont premiers entre eux.

(i) Un ppcm de a et b est un élément ¢ € A tel que tout multiple commun de a et b est multiple
de c.

Je vous laisse le soin de prouver le Théoréme suivant.

Théoreme 1.57 : Dans un anneau facoriel deux éléments non nuls ont un pged et un ppcm.

ATTENTION, si a et b sont premiers entre eux on n’a pas nécessairement aA + bA = A.

Théoreme 1.58 : Un anneau principal est factoriel.
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On aura besoin du Lemme suivant :
Lemme 1.59 : Une suite croissante d’idéauzr d’un anneau principal A est stationnaire.

Soit a1 A C asA C ... C a, A C ... une telle suite. Il suffit de remarquer que 7 = U;>qa; A est un
idéal de A. Comme A est principal, il existe b € Z tel que Z = bA. Mais il existe 7 tel que b € a;A.
Il reste évidemment 7 = a; A, et le Lemme est démontré.

Démonstration du Théoreme:

Soit @ un élément irréductible d’'un anneau principal A. Soit M un idéal maximal contenant a.
Il existe b € M tel que M = bA, donc il existe ¢ € A tel que a = be. Comme a est irréductible, ¢ est
inversible et aA = bA = M, donc aA est premier.

Montrons maintenant que si a est un élément non inversible qui n’est pas produit d’éléments
irréductibles, il existe a’ tel que aA C a’ A, que cette inclusion est stricte et que a’ n’est pas produit
d’éléments irréductibles.

Il existe un idéal maximal M = bA tel que a € M, donc a = ba’. Comme b est irréductible, il
est clair que a’ n’est pas produit d’éléments irréductibles. On a évidemment aA C a’A. Si d’ = ac,
il en résulte 1 = be, ce qui est impossible car b n’est pas inversible. Il reste que 'inclusion aA C a’A
est stricte.

On construit ainsi une suite strictement croissante d’idéaux de A, ce qui contredit le Lemme.
Tout élément non inversible est donc produit d’éléments irréductibles.

J’énonce enfin ici un résultat dont la preuve est remise a plus tard.

Théoréme 1.60 : Si A est un anneau factoriel, l’anneau de polynomes A[X] est factoriel.

Corollaire 1.61 : L’anneau des polynomes K[Xy, ..., X,| a plusieurs variables sur un corps K est
factoriel.



Chapter 2

Modules sur un anneau.

Soit A un anneau

Définition 2.1 : Un A-module M est un groupe commutatif muni d’une application
Ax M — M; (a,z)— ax, telle que :
(i) a(x +y) = az + ay,
(ii) (a + b)x + ax + bz,
(#ii) a(bx) = (ab)x,
() 1z = .

Exemples 2.2 :

(i) L’anneau A est évidemment un A-module.

(ii) Un idéal de A est un A-module.

(7ii) Si I est un idéal de A, le quotient AJZ a une structure naturelle de A-module, en posant
acl(z) = cl(ax) (vérifier que ¢a marche).

2.1 Homomorphismes. Sous-modules. Modules quotients.

Définition 2.3 : On dit qu’une famile d’éléments (x;);cp, avec x; € M, engendre le A-module M
si tout élément de M est combinaison (finie), a coefficients dans A, des x;. On dit aussi que les x;
forment un systeme de générateurs de M.

Définition 2.4 : Un sous-A-module N de M est un sous-ensemble de M tel que pour tous x,y € N
eta,be A onaar+byeN.

Exemples 2.5 : (i) Un idéal de A est un sous-A-module de A.
(i) Les sous-modules du A-module A/T sont les idéauz de cet anneau quotient de A.

Définition 2.6 : Un homomorphisme de A-modules f : M — N, ou une application A-linéaire, est
une application ensembliste telle que

flax+by) =af(x)+0f(y) Ve,ye M and a,be€ A.

St cet homomorphisme est bijectif, c’est un isomorphisme.

17
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Proposition 2.7 : Si f : M — N est un homomorphisme de A-modules, le noyau Kerf de f est
un sous-A-module de M.

Théoréme 2.8 : Si N est un sous-A-module de M, I’ensemble M/N des classes d’équivalence pour
la relation x ~y si (x —y) € N est muni d’une unique structure de A-module telle que lapplication
classe cl : M — M /N est un homomorphisme. On a donc pour cette structure

acl(z) + bel(y) = cl(ax + by).
Le noyau de cette application est N.

Démonstration :
Il suffit de remarquer que si (x — ') € N et (y —y') € N, alors ((ax + by) — (ax’ + by')) € N
pour tous a,b € A. On peut donc poser

acl(x) + bel(y) = cl(ax + by).

Théoreme 2.9 (Le théoréme de factorisation) :

Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.

Kerf est un sous-module de M et f(M) est un sous-module de N.

Il existe un unique isomorphisme f : M/Kerf ~ f(M) tel que f = iofocl, ot.cl : M — M/Kerf
et i: f(M)— N sont les applications naturelles.

Proof : Comme (x —y) € Kerf implique f(z) = f(y), on peut definir f(cl(x)) = f(z) et vérifier
immédiatement la factorisation.

Définition 2.10 : N/f(M) est le conoyau (Cokerf) de l'application linéaire f.

Théoreme 2.11 : Soit N un sous-A-module de M.

St F' est un sous-A-module de M /N, alors cl™'(F) est un sous-A-module de M contenant N.

Si N’ est un sous-A-module de M contenant N, alors cl(N') ~ N'/N est un sous-A-module of
M/N.
7 (N")) = N and cl(cI™'(F) = F.

Cette bijection entre les sous-A-modules de M contenant N, et les sous-A-modules de M/N
respecte l'inclusion.

Ce théoreme est une conséquence immédiate de la proposition suivante.

Proposition 2.12 :
Si F est un sous-A-module de M /N, alors cl™'(F) est le noyau de I’homomorphisme composé

Cet homomorphisme se factorise a travers l’isomorphisme

AJc™(F) ~ (M/N)/F.
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Cette description de c/~}(F) se passe de commentaires. La factorisation se déduit du théoréme
de factorisation.

Définition 2.13 : Soient N un sous-A-module dee M et P C M un sous-ensemble.
N:P={a€ A areN, VzeP estleconducteur de P dans N.
L’annulateure de M est ann(M) = (0) : M.

146
Exercice 2.14 : Soit v € M. Montrer Az ~ A/((0) : ).
Définition 2.15 : Un A-module M est fidéle si (0) : M = (0).

Exercice 2.16 : Considérer le Z-module Q/Z.
Montrer que ((0) : z) # (0) pour tout x € Q/Z.
Montrer que Q/Z est un Z-module fidéle.

2.2 Produits et sommes directes.

Proposition 2.17 : Soient (M,;);cp des A-modules.
Le produit ensembliste [[,c, M; = {(x:)icp} a une structure naturelle de A-module :

(73)ice + Wi)ier = (Ti + Yi)ice,  a((T:)icr) = (azi)ick-

Définition 2.18 : La somme directe ©icpM; est le sous-A-module de [ [, M; formé par les éléments

()iep, x; =0 ¥i sauf un nombre fini.

Définition 2.19 :
(i) On note nM, ou &M, ou M™ la somme directe de n copies de M.

(ii) Si E est un ensemble et si M; = M pour tout i € E, on note @;egM la somme directe des
A-modules M;.

On a évidemment :

Proposition 2.20 : Si E est fini, ©iepM; = [[;c5 M;.
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2.3 Opérations sur les sous-modules d’un module.
Définition 2.21 : Soient N et N' des sous-modules de M.

N+ N ={x+2a', ze€N,z €N}

Plus généralement, si Ny est une famille de sous-modules de M,

Z N, = {Z Ts, s € Ny(finite sums}).

DANGER : N U N’ n’est pas un sous-module (en général).

Définition 2.22 Let Z be an ideal of A.
IM ={ax1+ ..+ ax,., a;, €I, x; € M}.

On démontre immédiatement le résultat suivant :

Théoreme 2.23 : Si N et N’ sont des sous-modules de M tels que NN N' = (0) et N+ N' =M,
il y a un isomorphisme naturel M = N & N'.

Il est aussi commode de dégager les deux énoncés qui suivent :

Théoréeme 2.24 (Les Théorémes d’isomorphisme) :
(i) Si N C N' C M, ou N et N' sont des sous-modules de M, il existe un isomorphisme naturel

M/N'~ (M/N)/(N'/N).
(i) Si Ny et Ny sont des sous-modules de M, il existe un isomorphisme naturel

Ni/(Ny N Ny) >~ (Ny + N)/Ns.

Démonstration :
Pour (i), on montre que le noyau de I'homomorphisme composé

M — M/N — (M/N)/(N'/N)

est N’, et on utilise le Théoreme de factorisation.
Pour (ii), on montre que N; N Ny est le noyau de ’homomorphisme naturel surjectif

N1 — (Nl + Ng)/NQ,

et on utilise & nouveau le Théoreme de factorisation.
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2.4 Modules libres.

Définition 2.25 :
On dit que des éléments (x;)icg d’un A-module M sont linéairement indépendants si ’application

naturelle
DicgA — E Az, (ai)ier — E a;T;,
i€E icE
est 1njective.

Définition 2.26 : Un A-modules M est libre s’il existe une famille d’éléments (e;)icp de M telle
que tout élément x € M s’écrit de facon unique

T = E i€,
i

otu tous les a; € A sauf au plus un nombre fini sont nuls.
Une telle famille est une base du module libre M.

Remarque : 1l est clair que les éléments (e;);cp de M forment une base de M si et seulement si ils
sont linéairement indépendants et engendrent M.

Exemple : nA est un A-module libre.

Proposition 2.27 : Si un A-module libre L admet une base finie, toutes ses bases sont finies et ont
le méme nombre d’éléménts. C’est le rang du module.

Je vous laisse le soin de démontrer ce résultat. On pourra par exemple démontrer que si une matrice
T, a coefficients dans A, a strictement plus de ligne que de colonnes, il y a une relation entre ses
lignes.

ATTENTION, il y a des A-modules qui ne sont pas libres. Par exemple A/Z si Z # (0).

Exercice 2.28 : Montrer qu’un idéal de A est libre si et seulement si il est principal engendré par
un €lément non diviseur de zéro de A.

2.5 Modules d’homomorphismes.

Définition 2.29 : Si M et N sont des A-modules, Hom (M, N) est le A-module dont les éléments
sont les homomorphismes de M dans N. Si f € Homa(M,N) et a € A, on a bien sur posé
(af)(x) = af(z) = f(az).

Sih : N — N’ est un homomorphisme, Homu(M,h) : Homa(M,N) — Homu(M,N’) est
I’homomorphisme défini par Homa(M, h)(f) = hof.

Sig: M — M est un homomorphisme, Homa(g,N) : Homa(M,N) — Homa(M', N) est
I’homomorphisme défini par Homa(g, N)(f) = fog.

Remarque : ATTENTION, il est possible que M et N soient non nuls et que Hom4(M,N) = (0).
Par exemple, si a € A est un élément non diviseur de zéro, alors Homa(A/aA, A) = (0). En effet,
pour tout y € A/aA, on a af(y) = f(ay) =0, donc f(y) = 0 puisque a est non diviseur de zéro.
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Définition 2.30 : Le dual MY d’un A-module M est le A-module Hom (M, A) dont les éléments
sont les formes linéaires sur M.

D’apres la remarque précédente, si a € A est un élément non diviseur de zéro les formes linéaires sur
A/aA sont toutes nulles.

Proposition 2.31 : Soit M un A-module. L’application évaluation e : M — MY, définie par
e(x)(f) = f(z), est linéaire (un homomorphisme).
Lorsque cette application est un isomorphisme, on dit que M est reflexif.

Théoréme 2.32 : Un A-module libre de rang fini est reflexif.

Démonstration : Soit ( f;);e; un base du A-module libre L. Nous introduisons, comme pour les espaces
vectoriels sur un corps, la base duale (f));e; de LY. Elle est évidemment définie par fY(f;) = d;;. 1l
faut vérifier qu’il s’agit d'une base de LV. On a alors, de fagon identique la base (f}Y);e; de LYV. 11

reste & remarquer que e(f;) = fV.

Remarque : Un module reflexif n’est pas nécessairement libre

Exercices 2.33 : (i) Montrer que tout idéal de Z/nZ est un Z/nZ-module reflexif.
(ii) Montrer que lidéal (Xg, X1)/(XoX3 — X1X3) de l'anneau
C[Xo, X1, Xo, X3)/(Xo X3 — X1 Xs) est reflexif et non libre.

2.6 Modules de type fini.

Définition 2.34 : Un A-module engendré par un nombre fini d’éléments est de type fina.

Proposition 2.35 : Soient M un A-module et N un sous-A-module de M. Si N et M/N sont de
type fini, M est de type fini.

Démonstration :
Si x1,...,x, € N engendrent N et si cl(y1),...,cl(yy,) € M/N engendrent M /N, il est clair que
X1y ooy Ty Y1y ooy Ym € M engendrent M.

Théoréme 2.36 (Lemme de Nakayama) :
Soit J le radical de Jacobson de A. Si M est un A-module de type fini tel que M = J M, alors
M = (0).

Démonstration :

Soit (x1,...,x,) un systeme de générateurs de M. Comme M = JM, il existe a;; € J tels
que r; = » ; Qi %5 Considérons alors la matrice carrée, n X n, a coefficients dans 'anneau, T" =
[an — (a”) On a
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Si ‘Co(T) est la transposée de la matrice des cofacteurs de 7', on en déduit

T
4
‘Co(TT | . =0,

soit

det(T) . = 0.

Autrement dit det(T")x; = 0 pour tout i, soit det(T)M = 0 puisque les éléments z; engendrent M.
Mais compte-tenu de la forme de la matrice T, on a det(T) = 1 + a, avec a € J. Comme d’apres le
Théoreme 1.48, I’élément 1 + a est inversible, on en déduit que M = (0).

Corollaire 2.37 : Si M est un A-module de type fini, pour que des éléments x, ..., x, de M engen-
drent M il faut et il suffit que leurs classes cl(xy), ..., cl(x,) € M/T M engendrent M/J M.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire.

Réciproquement, si x € M, il existe ay, ..., a, € A tels que cl(z) = ) a;cl(x;), soit (z— (> a;z;)) €
JM. Si N est le sous-module de M engendré par les z;, on en déduit M/N = J(M/N). Mais le
Lemme de Nakayama implique alors M /N = (0), et le Corollaire est démontré.

Théoréme 2.38 (Cayley-Hamilton revisité) :

Soit (x1,...,x,) un systéme de générateurs d’un A-module de type fini M. Soit u un endomor-
phisme de M. Soit (a;;) une matrice carrée, n x n, a coefficients dans A telle que u(x;) = 3_; ai;z;
pour tout 1. Si P(X) est le déterminant de la matrice X I,x, — (ai;), @ coefficients dans A[X], alors
lendomorphisme P(u) est nul.

Démonstration : Donnons a M une structure de A[X]-module en posant Xy = u(y) pour tout y € M.
On peut le faire car u est une application A-linéaire.
On a alors
I
T2

(X Tpxn — (aiz)) . =0.

Tn
En multipliant & gauche par la transposée de la matrice des cofacteurs de (X 1,,x, — (a;j)), on obtient
T

X2

det(XIan — (CLU)) . = 0,
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soit det(XIxn — (aij))x; = 0 pour tour ¢ et det(X I, — (a;;))M = (0).
Mais par définition de 'opération de X dans M, si Q(X) € A[X],ona Q(X)y = Q(u)(y). Comme
det(X Lxn — (@ij))y = 0 pour tout y € M, il reste P(u) = 0.
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Anneaux et modules noethériens.

On démontre sans difficulté le résultat suivant:

Proposition 3.1 : Si E est un ensemble ordonné, les conditions suivantes sont équivalenyes:
(i) Tout sous-ensemble admet un élément mazimal.
(ii) Toute suite croissante est stationnaire.

3.1 Anneaux noethériens.

Définition 3.2 : Si l'ensemble des idéaux d’un anneau vérifie les conditions équivalentes de la
Proposition précédente, on dit que l’anneau est noethérien.

Rappelant la bijection entre les idéaux de A/Z et les idéaux de A contenant Z, on a alors
évidemment 1’énoncé qui suit.

Théoréme 3.3 : SiZ est un idéal d’un anneau noethérien, l'anneau quotient A/T est noethérien.
Théoreme 3.4 : Un anneau est noethérien si et seulement si tous ses idéaux sont de type fini.

Supposons d’abord que 'anneau A est noethérien. Si Z est un idéal de A, considerer ’ensemble
des idéaux de type fini contenus dans Z et montrer qu’'un élément maximal de cet ensemble est
nécessairement égal a 7.

Réciproquement, supposons que tout idéal de A est de type fini. Soit Z;, avec [ > 0, une suite
croissante d’idéaux de A. Posons Z = U;>0Z;. On vérifie que Z est un idéal. Comme il est de type
fini, soit (ay,...,a,) un systeme de générateurs de Z. Il existe un entier r tel que ay,...,a, € Z,. On
a alors Z = I, et bien sur I; = I, pour [ > r, donc la suite est stationnaire.

Exemples: Un corps est un anneau noethérien. Un anneau principal est noethérien.

Théoréme 3.5 (Le Théoréme de Hilbert) :
Si A est un anneau noethérien, 'anneau des polynomes A[X]| est noethérien.
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Démonstration: Soit J un idéal non nul de A[X]. Considérons, pour tout n > 0, I'ensemble
7, des coefficients dominants des polynomes de degré n qui sont éléments de J. Si P € J, on a
XP e J,donc Z, C Z,,1. Comme Z, est soit un idéal de A, soit I'anneau A tout entier, il est clair
qu’il existe m tel que Z,, = Z,, pour n > m.

Montrons d’abord que J est engendré par des polynomes de degré < m.

Si P € J, avec n = d°(P) > m, on sait que le coefficient dominant de P est dans Z,,. Donc
il existe Q € J, avec d°(Q) = m, ayant le méme coefficient dominant que P. On en déduit que
P — X"™() est un polynome de J de degré < n et on conclut par récurrence sur n > m.

Considérons maintenant (a1, ..., @iy, ), pour i < m, un systeme de générateurs de Z; et (P, ..., Piy,)
des polynomes de degré i, de J, de coefficients dominants respectifs (a;1, ..., @in;). Montrons que les
polynomes Pj;, avec 1 <m et j = 1,...,n;, engendrent J.

Compte tenu de ce que nous avons vu, plus haut, il suffit de vérifier que tout polynome, de degré
t < m, de J est combinaison des P;; (a coefficients dans A[X]). On fait alors un récurrence sur ¢.
Si P € J est un polynome, de degré t < m, soit a son coefficient dominant. Comme a € 7, il existe
un relation a = byay + ... + by, a4, On en déduit que P — by Py + ... + by, Py, est un polynome, de
degré < t, de J et le Théoreme est démontré.

Définition 3.6 : Un anneau quotient d’un anneau de polynomes sur un anneau A est appelé A-
algebre de type fina.

On a alors la conséquence immédiate suivante du Théoreme de Hilbert:

Théoréme 3.7 : Si A est un anneau noethérien, toute A-algébre de type fini est un anneau noethérien.

3.2 Anneaux noethériens factoriels.

Théoréme 3.8 : Soit A un anneau intégre noethérien. Si tout élément irréductible de A engendre
un 1déal premier, 'anneau A est factoriel.

Démonstration : Il suffit de démontrer que tout élément de A est produit d’irréductibles.

Remarquons d’abord que si aA = a’A, alors a est produit d’irréductibles si et seulement si a’ est
produit d’irréductibles. On peut donc considérer I’ensemble des idéaux principaux aA de A tels que
a n’est pas produit d’irréductibles. Si cet ensemble est non vide, soit cA un élément maximal de cet
ensemble. Si ¢ n’est pas irréductible, alors il existe des éléments non inversibles e € A et f € A tels
que ¢ = ef. Comme cA est strictement contenu dans eA et fA, les éléments e et f sont produits
d’irréductibles et ¢ aussi, ce qui est une contradiction. Donc ¢ est irréductible, mais c¢’est encore une
contradiction. Le Théoreme est démontré.
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3.3 Décomposition primaire dans les anneaux noethériens.

Définition 3.9 : On dit qu’un idéal T d’un anneau A est irréductible si T = 1T, N1y et T # T,
impliquent T = Io.

Proposition 3.10 : Un idéal Z de A est irréductible si et seulement si l'idéal (0) de A/Z est un
idal irréductible de A/T.

Définition 3.11 : On dit qu’un idéal T d’un anneau A est primaire si ab € T et a ¢ T impliquent
b" € T pour n assez grand (il existe n tel que b™ € T ).

Proposition 3.12 : L’idéal T de A est primaire si et seulement si tout diviseur de 0 de AJZ est un
élément nilpotent de A/T.

Exercices :

1) Preuve de la Proposition précédente.
2) Un idéal premier est primaire.

3) Démontrer le résultat qui suit.

Proposition 3.13 : S’il n'existe qu’un seul idéal premier (nécessairement mazimal) contenant T,
alors T est primaire.

Théoreme 3.14 : Dans un anneau noethérien tout idéal irréductible est primaire.

Démonstration : Il suffit de démontrer que si dans un anneau noethérien l'idéal (0) est irréductible
il est primaire, autrement dit tout diviseur de 0 est nilpotent. Supposons ab = 0, avec a # 0. on
considere alors la suite croissante d’idéaux

((0):6) C ((0): 6*) C ... C ((0) : b™) C ...

Elle est stationnaire, donc il existe n tel que ((0) : b™) = ((0) : b"*1).

Montrons (0) = b"A N aA. Soit b"c = ad = x € b"ANaA. On a b"c = bad = 0, donc
c e ((0): o") = ((0) : ™), soit & = b"c = 0. Comme (0) est irréductible, la preuve est terminée,
car (0) =b0"ANaA et aA # (0) impliquent b™A = (0).

Corollaire 3.15 : Dans un anneau noethérien tout idéal est intersection finie d’idéaux primaires.

Sinon, soit £ l’ensemble des idéaux de A qui ne sont pas intersection finie d’idéaux primaires.
Soit Z un idéal maximal dans E.

Si 7 n’est pas irréductible, on a Z = 7; N1y, avec T # 17 et T # I5. Les idéaux Z; et Z, sont
alors intersections finies d’idéaux primaires et Z aussi, ce qui contredit I'hypothese.

Si Z est irréductible, il est primaire, ce qui contredit aussi I’hypothese. Donc E est évidemment
vide.

Définition 3.16 : 5i Z = N7 Q;, ou les idéauxr Q; sont primaires, on dit qu’on a une décomposition
primaire de L.
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3.4 Radical d’un idéal dans un anneau noethérien.

Proposition 3.17 : Si T est un idéal d’un anneau noethérien A, il existe n tel que R(Z)" C T.

Il suffit bien sur de montrer que dans un anneau noethérien le nilradical N a une puissance nulle.
Mais ce nilradical est de type fini. Soit (aq, ..., a,) un systéme de générateurs de N, et soient nq, ..., n,
des entiers tels que a;* = 0. Il est clair que si Iy + ... + 1, > > n; — (r — 1), il existe i tel que ; > n;,

%
l1 12

donc on a aag..a” = 0. On en déduit que sin > > n; — (r — 1), on a z175...7,, = 0 pour tous

x1,To, ..., Ty € N, soit N™ = (0).
Théoréme 3.18 : SiZ est un idéal primaire, son radical R(Z) est premier.

Supposons ab € R(Z). 1l existe n tel que a™b™ € Z. Mais a ¢ R(Z) implique o™ ¢ R(Z), donc a™ ¢ T
et comme Z est primaire il existe m tel que (b")™ € Z, donc b € R(Z).

Attention, un idéal dont le radical est premier n’est pas nécessairement primaire.

Exemple : Soit Z = (X) N (X?2,Y?), dans 'anneau k[X,Y]. Montrer que R(Z) = (X), donc est

un idéal premier, et que Z n’est pas primaire.

Définition 3.19 : Si Q est un idéal primaire et si P = R(Q) est son radical, on dit que Q est
P-primaire

Proposition 3.20 : Si Q est un idéal primaire et si P = R(Q) est son radical, un élément a de
lanneau est diwviseur de zéro modulo Q si et seulement si a € P.

Siab € Q, avec b ¢ Q, il existe n tel que a” € Q, donc a € P. La réciproque est plus évidente
encore.

Proposition 3.21 : Si 7 et J sont deuz idéauzr P-primaires, alors TN J est un idal P-primaire.

Exercice : Démontrer ce résultat.

3.5 Retour sur la décomposition primaire dans les anneaux
noethériens.

On étudie la décomposition primaire dans un anneau noethérien fixé A .

Définition 3.22 : Une décomposition primaire T = N7 Q; est minimale si I # M;;Q; pour tout j
et si pour i # j on a R(Q;) # R(Q;).

Compte tenu de la Proposition 3.21, un idéal d'un anneau noethrien a toujours une décomposition
primaire minimale.
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Théoréme 3.23 : Soit T = NTQ; une décomposition primaire minimale de . Si P est un idéal
premier, alors il existe i tel que P = R(Q;) si et seulement si il existe v € A tel que P = (T : x).

Montrons d’abord que si P, = R(Qy), il existe x tel que Py = (T : x).

Comme la décomposition est minimale, il existe y € M;1Q; tel que y ¢ Q1. On a alors yQ; C Z.
Mais il existe n tel que Py C Q;, donc yP* C Z. Soit alors m le plus petit entier tel que yP;* C 7.
Soit x € yPy" ! et v ¢ Z. Remarquons que x ¢ Q;. Il est clair que P, C Z, donc P; C (T : x). Soit
z€(Z:x). Comme vz € Z C Q) et comme x ¢ Q, il existe un entier [ tel que z! € Q; C Py, donc
zePretPy=(T:x).

Réciproquement, supposons P = (Z : ). Remarquons d’abord que (Z : x) = N}P(Q; : ). Comme
un idéal premier est évidemment irréductible, il existe 7 tel que P = (Q; : ). Ceci démontre Q; C P,
donc R(Q;) C P. D’autre part, il est clair que = ¢ Q;, sinon on aurait (Q; : z) = A. Alorsy € P
implique zy € Q;, donc il existe [ tel que y' € Q;, soit 3 € R(Q;) et P C R(Q;). Le Théoreme est
démontré.

Corollaire 3.24 : SiZ =N7Q; et T = NT' Q. sont deux décompositions primaires minimales de T,
on an=m et il existe une permutation T de (1,...,n) telle que R(Q;) = R(Q’T(i)).

C’est une conséquence immédiate du Théoreme. Elle autorise la définition suivante.

Définition 3.25 : Si 7 = N} Q; est une décomposition primaire minimale de I, les idéaux premiers
R(Q;) sont les idéaux premiers associés a I.
On dit que Q; est une composante R(Q;)-primaire de T.

Théoreme 3.26 : Dans un anneau noethérien, un élément est diviseur de zéro si et seulement si il
est contenu dans un idéal premier associé a (0).

Soit P un idéal premier associé a (0). On sait qu’il existe z € A tel que P = ((0) : ). On a
évidemment x # 0. Comme z € P implique zz = 0, I’élément z est diviseur de 0.

Réciproquement, soit z # 0 et y # 0 tels que zy = 0. Soit (0) = NPQ; une décomposition
primaire minimale de (0). Comme y # 0, il existe i tel que y ¢ Q;. Mais yz € Q, implique (car Q;
est primaire) qu’il existe n tel que z" € Q;, donc z € P; ou P; est le radical de Q;, c’est a dire un
idéal premier associé a (0).

Corollaire 3.27 : Soit Z un idéal d’un anneau noethérien A. Si x € A, alors cl(z) € AJT est
diviseur de 0 (ou égale a 0) si et seulement si x est contenu dans un idéal premier associé a Z.

3.6 Idéaux premiers minimaux dans un anneau noethérien.

Définition 3.28 : Un idéal premier P contenant I est un idéal premier minimal de T si pour tout
idéal premier P’ tel que Z C P' C P, onaP =P
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Théoreme 3.29 : Un idéal d’un anneau noethérien n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers mini-
maux, tous associés a l’idéal.

Soit P un idéal premier minimal de Z. Si Z = N7 Q; est une décomposition primaire de Z, on sait
(Proposition 1.29) qu'il existe i tel que Q; C P, donc R(Q;) C P, ce qui démontre le Théoréme.

ATTENTION : Un idéal premier associé a Z n’est pas nécessairement minimal.

Exemple : Soit Z = (X) N (X?,Y?), dans Panneau k[X,Y]. Montrer que (X,Y’) est un idéal
premier associé a Z qui n’est pas minimal pour Z.

3.7 Modules noethériens.

Soit A un anneau (non nécessairement noethérien).

Définition 3.30 : Un A-module M est noethérien s’il vérifie les conditions équivalents suivantes :
(i) Tout ensemble non vide de sous-modules de M contient un élément mazimal pour la relation
d’inclusion.
(ii) Toute suite croissante de sous-modules est stationnaire.

On a évidemment 1’énoncé suivant.

Proposition 3.31 : St M est un A-module noethérien, les sous-modules de M et les modules quo-
tients de M sont noethériens.

Théoréme 3.32 : Un A-module est noethérien si et seulement si tous ses sous-modules sont de type

fini.

Nous avons déja démontré un cas particulier de ce Théoreme : Un anneau est noethérien si et
seulement si tous ses idéaux sont de type fini. La preuve du cas général est strictement identique.
Faites la.
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Anneaux et modules artiniens.

On démontre sans difficulté le résultat suivant:

Proposition 4.1 : Si E est un ensemble ordonné, les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Tout sous-ensemble admet un élément minimal.
(ii) Toute suite décroissante est stationnaire.

4.1 Anneaux artiniens.

Définition 4.2 : Si l'ensemble des idéaux d’un anneau vérifie les conditions équivalentes de la
Proposition précédente, on dit que [’anneau est artinien.

Exemples :

(i) Un corps n’a qu'un seul idéal, c’est donc un anneau artinien.

(ii) Un anneau qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux est évidemment artinien. Vérifier que si n > 2,
alors Z/nZ n’a qu'un nombre fini d’idéaux, donc est artinien.

(iii) L’anneau C[X,Y]/(X?,Y? XY) est artinien et a une infinité d’idéaux.

Pour voir cela, remarquer d’abord que C[X,Y]/(X?2 Y2 XY) est un C-espace vectoriel de di-
mension 3 de base 1,cl(X),cl(Y). Verifier ensuite que ses idéaux sont les sous-espaces vectoriels du
sous-espace vectoriel de dimension 2 engendré par cl(X) et cl(Y).

On en déduit alors que toute suite strictementdécroissante d’idéaux est de longueur au plus 2, donc
que 'anneau est artinien. Enfin un C-espace vectoriel de dimension 2 a une infinité de sous-espaces
vectoriels, donc I'anneau a une infinité d’idéaux.

Rappelant la bijection entre les idéaux de A/Z et les idéaux de A contenant Z, on a alors
évidemment ’énoncé qui suit.

Théoréme 4.3 : Si T est un idéal d’un anneau artinien, l’anneau quotient A/T est artinien.

Proposition 4.4 : Un anneau artinien intégre est un corps.
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Soit x # 0 un élément de 'anneau A. Montrons que x est inversible. La suite d’idéaux z"A
est décroissante, donc stationnaire. Il existe n tel que 2"A = 2" A. Donc Il existe a € A tel que
2" = ax™!. Comme A est intégre, on peut simplifier par 2™. Il reste 1 = ax et x est inversible.

Corollaire 4.5 : Dans un anneau artinien tout idéal premier est maximal.

Soit P un idéal premier. Comme A/P est integre et est artinien, c’est un corps. Donc P est un
idéal maximal.

Proposition 4.6 : Un anneau artinien n’a qu’un nombre fini d’idéaux mazximauz.

Supposons l'existence d’idéaux maximaux M;, avec ¢ > 0, deux a deux distincts.

Comme M; ¢ M,,+1, pouri < n+1, onanNgM; ¢ M,1, donc mg“/\/ti est strictement contenu
dans NgM;. Nous avons construit une suite strictement décroissante infinie d’idéaux de A. C’est
une contradiction.

Proposition 4.7 : Soient A un anneau artinien et My, ..., M,. ses idéauxr mazrimauz. Il existe des
entiers ny, ..., n, tels que

(0) = MMM = M.
Comme A est artinien, il existe des entiers n; tels que M = M?iﬂ. Montrons que
(0) = MP M2 M.

Supposons le contraire et cherchons une contradiction.
Soit E l'ensemble des idéaux J tels que JMP M52 M7 £ (0). Cet ensemble est non vide
puisqu’il contient M;. Soit alors Z in élément minimal de F. Il existe x € Z tel que

s MP MG M £ (0).
Comme
s MP MM = g MU M M

on a

M iMsy.. M, Cz2ACZT donc azMiM,y.. M, =2xA.

Il existe alors y € MiMy.. M, tel que x = yx. Soit (1 —y) = 0. Comme y € NTM; = RJ(A),
on sait (Théoreme 1.48) que 1 — y est un élément inversible de A, donc x = 0, ce qui contredit
aMP MG ME £ (0).

Comme les idéaux M sont deux a deux comaximaux, on a (Lemme 1.51)
ni ng Ny __ —~T n;
MPMG M =N M
et la Proposition est démontrée.
Nous pouvons maintenant montrer le Théoreme principal de cette section.

Théoreme 4.8 : Si A est un anneau, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est artinien.
(ii) A est noethérien et tout idéal premier de A est mazximal.



4.1. ANNEAUX ARTINIENS. 33

Démonstration :

Si A est noethérien, soit (0) = N7Q; une décomposition primaire de (0). Comme tout idéal
premier est maximal, v/Q; est un idéal maximal M;. On a M C Q; pour n assez grand. On en
déduit qu'il existe des entiers positifs n; tels que (0) = NfM;™.

Donc si 'une des conditions (i) ou (ii) est vérifiée, on a une décomposition

(0) = NT M.

Comme les idéaux M; sont maximaux, les idéaux M;" sont deux a deux comaximaux, et on a
T
A~ JTAa/ M
1

Il est clair que A est artinien (resp. noethérien) si et seulement si A/M;" est artinien (resp.
noethérien), pour tout .

Il suffit donc de démontrer que si A est un anneau local d’idéal maximal M et n un entier positif
tel que M™ = (0), alors A est artinien si et seulement si A est noethérien.

Faisons une récurrence sur n. Si n = 1, I'idéal (0) est maximal, donc A est un corps et il est
artinien et noethérien.

Si m > 1, on peut par hypothese de récurrence supposer que 'anneau A/M™ 1 est artinien et
noethérien.

Soit Z, une suite croissante d’idéaux de A. Elle induit une suite croissante (Z, + M" 1)/ M1
d’idéaux de A/M™ 1. Comme A/M™! est noethérien, cette suite est stationnaire.

Le noyau de 'application naturelle

I’r N (In + Mn—l)/Mn—l

est Z, N M"~ 1. La suite Z, N M"~! est une suite croissante de sous-A-modules de M"~!.

On vérifie facilement que la suite Z, est stationnaire si et seulement si la suite croissante Z, N M1
de sous-A-modules de M"™ ! est stationnaire.

Soit maintenant 7, une suite décroissante d’idéaux de A. La suite

Ir N (In 4 Mn71>/Mn71

est une suite décroissante d’idéaux de I’anneau artinien A, donc elle est stationnaire.

On vérifie tout aussi facilement que la suite 7, est stationnaire si et seulement si la suite
décroissante J, N M"™ ! de sous-A-modules de M"~! est stationnaire.

Il nous reste donc a démontrer ’assertion suivante :

Toute suite croissante de sous-A-modules de M"~! est stationnaire si et seulement si toute suite
décroissante de sous-A-modules de M" ! est stationnaire.

Comme M" = (0), I'idéal M ! de A est annulé par M. Il a donc naturellement une structure
d’espace vectoriel sur A/ M. En effet sia —b € M, on a (a —b)xz = 0 pour tout x € M" ! donc
ax = bx et on peut poser cl(a)r = ax.

Il est clair que les sous A-modules de M™™! sont les sous A/ M-espaces vectoriels de M™ L.

On conclut alors au moyen du Lemme qui suit.
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Lemme 4.9 : Soit E un espace vectoriel sur un corps k. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Toute suite décroissante de sous-espaces vectoriels est stationnaire.
(ii) E est de rang fini.
(iii) Toute suite croissante de sous-espaces vectoriels est stationnaire.

Démonstration du Lemme : Il est clair que (ii) implique (i) et (iii).

Réciproquement, supposons que E n’est pas de rang fini et montrons que (i) et (iii) ne sont pas
vérifiées. Considérons des éléments linéairement indépendants z;, pour ¢ > 0.

Si E; est le sous-espace vectoriel engendré par les éléments z1, ..., 2;, la suite (E;) de sous-espaces
vectoriels est croissante et n’est pas stationnaire.

Si F; est le sous-espace vectoriel engendré par les éléments z;, avec j > i, la suite (F}) de sous-
espaces vectoriels est décroissante et n’est pas stationnaire.

Le Théoreme est démontré.

4.2 Modules artiniens.

Soit A un anneau (non nécessairement artinien).

Définition 4.10 : Un A-module M est artinien s’il vérifie les conditions équivalents suivantes :
(i) Tout ensemble non vide de sous-modules de M contient un élément minimal pour la relation
d’inclusion.
(ii) Toute suite décroissante de sous-modules est stationnaire.

On a évidemment lénoncé suivant.

Proposition 4.11 : Si M est un A-module artinien, les sous-modules de M et les modules quotients
de M sont artiniens.



Chapter 5

Modules de type fini sur un anneau
noethérien.

Théoréeme 5.1 : Si A est un anneau noethérien, un A-module M est noethérien si et seulement si
il est de type fini.

Démonstration : La condition est nécessaire d’apres le Théoreme précédent. Montrons qu’elle est
suffisante.

Supposons d’abord que M est monogene, i.e. engendré par un élément x. Alors le Théoreme
de factorisation appliqué a l’application surjective f : A — M définie par f(a) = ax donne un
isomorphisme de A-modules A/Z ~ M, ou Z = ann(x) = 0 : x est le noyau de f. Cet isomorphisme
donne une bijection naturelle entre les sous-modules de M et les idéaux de 'anneau A/Z. Comme
A/T est un anneau noethérien, le résultat est démontré dans ce cas.

Faisons une récurrence. Supposons le résultat démontré pour tout A-module engendré par < n
éléments. Soit alors (x1, ..., x,) un systeme de générateurs de M. Notons M’ le sous-module de M
engendré par (z1,...,x,-1) et M" = M/M’'. Ces deux A-modules sont noethériens par hypothese de
récurrence (M" est engendré par cl(x,)).

Si Ng C N; C ... C N, C ... est une suite croissante de sous-modules de M, les suites N; N M’ et
(N; + M")/M'" de sous-modules de M’ et M" sont stationnaires. Donc il existe n tel que

N.OM =N,nNM et (N,+M)/M = (N, +M)/M

pour m > n. Montrons que N, = N,, pour m > n.

Soit © € N,. Comme (N,, + M')/M' = (N,, + M")/M’, il existe y € N, tel que (x —y) € M'.
Mais x,y € N,, implique (x —y) € M'NN,, = M'N N, donc (z —y) € N, soit x € N,, car y € N,,.
Le Théoreme est démontré.

35
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5.1 Idéaux premiers associés a un module de type fini sur
un anneau noethérien.

Définition 5.2 : Si M est un module de type fini sur un anneau noethérien A et si P est un idéal
premier de A, on dit que P est associé a M, et on écrit P € Ass(M), s’il existe un élément x € M
tel que P = ann(x) = (0:x) (P est Uannulateur de I’élément, nécessairement non nul, x).

Remarques :

(i) Les idéaux premiers associés a un idéal Z (voir décomposition primaire) sont les idéaux premiers
associés au A-module A/Z (maladresse de langage mais ce n’est pas grave).

(ii) En particulier, si P est un idéal premier de A on a Ass(A/P) = {P}.

Théoréme 5.3 : Sixz € M est non nul, il existe un idéal premier P € Ass(M) tel que (0 : z) C P.

Démonstration : On considére I'ensemble des idéaux de la forme (0 : z), pour x € M, x # 0. Soit
(0 : 2) un élément maximal de cet ensemble. Montrons que (0 : z) est un idéal premier. Supposons
abe (0:2)eta¢ (0:2). Alors abz = 0 et az # 0. Donc b € (0 : az). Mais bien évidemment,
(0:2)C(0:az),donc (0:2)=(0:az). reste b€ (0: z) et le Théoreme est démontré.

Corollaire 5.4 : Si M # (0), alors Ass(M) est non vide.

Corollaire 5.5 : Soit a € A. La multiplication par a dans M n’est pas injective si et seulement si
il existe P € Ass(M) tel que a € P.

Proposition 5.6 : Si M’ est un sous A-module de M, alors

Ass(M') C Ass(M) C Ass(M') U Ass(M/M').

Démonstration : L’inclusion Ass(M') C Ass(M) est évidente.

Soient P € Ass(M) et x € M tel que P = (0: x).

Si M'n Az # (0), alors Ass(M' N Az) C Ass(Az) = {P} et Ass(M' N Az) C Ass(M’), donc
P e Ass(M').

Si M'N Az = (0), soit cl(xz) € M/M’ la classe de x. Alors acl(z) = 0 signifie ax € M'N Az = (0),
donc ax = 0. Il reste (0: cl(z)) = (0: 2) =P, donc P € Ass(M/M').

Corollaire 5.7 : St P est un idéal premier, minimal parmi les idéauzx contenant idéal annulateur
de M, alors P € Ass(M).

Démonstration :

Soit (1, ..., x,,) un systeme de générateurs de M. Sil; = (0 : x;), il est clair qu'on a (0 : M) = NI;.
Comme (0 : M) C P, il existe i tel que I; C P. Comme A/I; ~ Az;, on a Ass(A/I;) = Ass(Ax;).
Mais comme (0 : M) C I;, I'idéal premier P est évidemment minimal parmi les idéaux premiers
contenant [;, donc P € Ass(A/1;) (décomposition primaire). Il reste P € Ass(Ax;) C Ass(M).
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Théoréme 5.8 : Si M est un A-module de type fini, il existe une suite croissante finie de sous-
modules
0)=MyCc M, C..CM,=M

et des idéauz premiers P; tels que M;/M; 1 ~ A/P; pour i > 0.

ATTENTION, il n’y a pas d’unicité!
Démonstration : Si NV est un A-module de type fini et si P € Ass(N), soit z € N tel que P = (0: x).
Il est clair que Az ~ A/P, donc il existe un sous module de N isomorphe a A/P.

On prend alors P; € Ass(M) et M; un sous-module de M tel que M; ~ A/P;. Si M/M; # (0),
soient Py € Ass(M/M,) et M} un sous-module de M/M; tel que M} ~ A/P,. 1l existe un sous-
module M, de M contenant M tel que My /My = M} ~ A/P,. On construit ainsi une suite croissante
M; de sous-modules, telle que M;/M; 1 ~ A/P;, ou P; € Ass(M/M;_1). Comme M est noethérien,
elle est stationnaire, donc il existe n tel que M, = M. Le Théoreme est démontré.

Corollaire 5.9 : Si M est un A-module de type fini, Ass(M) est fini.
Démonstration : D’apres la Proposition 5.6, on a
Ass(M) C Ass(My) U Ass(M/My) C Ass(My) U Ass(My/My) U Ass(M/M,) C ...

Ass(My/My) U Ass(My/My) U ... U Ass(M,,/M,,—1) = {P1, ..., Pn}.
5.2 Modules de longueur finie sur un anneau noethérien.

Rappelons qu’un anneau artinien est un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers sont max-
imaux (Théoreéme 4.8). On a donc la conséquence suivante du Théoreme 5.8.

Théoréme 5.10 : Soit A un anneau artinien. Si M est un A-module de type fini, il existe une suite
croissante finie de sous-modules

0)=MyCc M, C..CM,=M
et des idéaur mazximaur M; tels que M;/M; 1 ~ A/ M; pour i > 0.

Démonstration : Comme A est noethérien, on sait qu’il existe une telle suite croissante telle que
M;/M;—y ~ A/P;, ou les P; sont des idéaux premiers (Théoreme 5.8). Mais tout idéal premier de A
est maximal.

Remarque : Si N est un sous-module de M tel que M;_ C N C M;, on a M;_;1 = N ou M; = N.
En effet N/M; 1 est un sous-module de M;/M; 1 ~ A/M;, dont les seuls sous-modules sont (0) et
lui méme. La suite (M;), qui est strictement croissante de longueur n, ne peut pas se prolonger en
une suite strictement croissante plus longue.

Définition 5.11 : Soient A un anneau nothérien et M un A-module. On dit que M est simple si
les seuls sous-modules de M sont (0) et M.
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Démontrer la Proposition suivante :

Proposition 5.12 : (i) Si M est un idéal maximal de A, alors A/ M est un module simple.

(i) Pour tout module simple M sur un anneau noethérien A, il existe un idéal mazimal M de A
tel que M ~ A/ M.

Définition 5.13 : Soit M est un module sur un anneau noethérien A. Si (0) = My C M; C ... C
M, = M est une suite strictement croissante de sous-modules de M telle que, pour tout i le module
M;/M;_1 est simple, on dit que cette suite est une suite de composition de M.

Nous avons donc démontré qu’un module de type fini sur un anneau artinien admettait une suite
de composition.

Proposition 5.14 : Si un module M sur un anneau noethérien A admet une suite de composition,
il est de type fini.

La preuve est une récurrence évidente sur la longueur de la suite.

Théoréme 5.15 : Soit M un module sur un anneau nothérien A. Si M a une suite de composition,
alors

(i) toute suite strictement croissante de sous-modules de M se prolonge en une suite de compo-
sitton de M,

(i) toutes les suites de compositions de M ont méme longueur.

Démonstration : On fait un récurrence sur [,,(M) la longueur d’une suite de composition de M de
longueur minimale.

Si 1 (M) =1, le module M est simple. Il n’a qu'une suite de composition.

Soit | = l,,,(M), et soit (0) = My C M; C ... C M; = M une suite de composition de M.

Si N est un sous-module de M, on a, d’apres un théoreme d’isomorphisme,

(M;NN)/(Mi-y N N) C (M;/M; ),

donc les modules (M; N N)/(M;—; N N) sont simples ou nuls. On peut donc extraire de la suite
M; N N de sous-module de N une suite de composition de N, ce qui démontre [,,,(N) < [.
De plus, si ,,(N) =1 on a

(M; N N)/(M;—1 N N) = (M;/M;—1)

pour tout 7. On en déduit M; N N = M; pour tout i, par récurrence sur i, et N = M.

Soit maintenant (0) = Ny C M;, C ... C N,, = M une suite strictement croissante de sous-module
de M. Comme N,_; est un sous-module stricte de M, on a [,,(N,_1) < [ , donc par hypothese
de récurrence toute suite strictement croissante de sous-modules de N,,_; est de longeur < [. En
particulier (n — 1) <, ce qui démontre (i) et (ii).

Définition 5.16 : Soit M un module sur un anneau noethérien A.

St M a une suite de composition, on dit que M est de longueur finie. La longueur d’une suite de
composition est la longueur de M.

St M n’a pas de suite de composition, on dit que M est de longueur infinie.
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Le Théoreme 5.10 s’énonce alors de la fagon suivante :
Théoreme 5.17 : Un module de type fini sur un anneau artinien est de longueur finie.

Théoréme 5.18 : Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini et N un sous module

de M. Alors
I(M)=1(N)+I(M/N).

Démonstration :
Soient

NyC N, C..CN,

une suite strictement croissante de sous-modules de N et
FyCF,C..CF,

une suite strictement croissante de sous-modules de M/N.

Posons M; = N; pour ¢ < r et soient M, ;, pour ¢ = 1, ..., s, les sous-modules de M contenant N
et tels que M,;/N = F,. On a M;/M;_y = N;/N;_, pour i < r, et M;/M;_y = F;_./F;,_1_,, pour
1>

La suite

My C M, C...C M,

est strictement croissante. C’est une suite de composition de M si et seulement si les modules
les suites (NV;)o<i<r €t (F})o<j<s sont des suites de composition de N et M/N.. Le Théoreme est
démontré.

Remarques :

(i) Rappelons qu’'un corps est un anneau artinien. Si M est un module de type fini sur un corps,
i.e. un espace vectoriel de dimension finie sur ce corps, alors {(M) est la dimension de 'espace
vectoriel.

(ii) Si A est artinien et M un A-module libre de rang n, alors [(M) = nl(A).

Exercice (important) : Démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.19 : Soient k un corps et A une k-algébre telle que pour toutidéal maximal M de A
Uapplication naturelle k — A/ M est un isomorphisme. Si M est un A-module (donc naturellement
un k-espace vectoriel) de longueur finie , alors
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5.3 Modules de type fini sur un anneau principal.

Théoreme 5.20 : Soient A un anneau principal et L un A-module libre de type fini. Si M est un
sous-A-module de L, alors

(i) M est libre,

(i) il existe une base (e;) de L, un entier m < n et des éléments a; € A, avec 1 < i < m, tels
que a;11 € a; A, pour tout i, et que (ajeq, azes, ..., amey,) est une base de M.

Démonstration :

Démontrons d’abord (i) par récurrence sur le nombre maximum d’éléments lineairement indépendants
de M. Si ce nombre est 0, alors M = (0). Supposons maintenant M # (0).

Soit aA un élément maximal de 'ensemble des idéaux de A qui sont de la forme f(M) pour
f € Homy(L,A). Soient u € Homy(L, A) tel que aA = u(M) et ¢’ € M tel que u(e’) = a.

Si f € Homu(L,A), on a f(e) € aA.

En effet, soit ¢’ le pged de a et f(€'). On a a’ = ba + cf(€') = bu(e’) + cf(e’) = (bu + cf)(e),
donc a € (bu+ cf)(M) et w(M) C (bu + cf)(M). D’apres le choix de aA = u(M), on en déduit
aA=u(M)=(bu+cf)(M) et a' € aA.

Il en résulte qu’il existe e € L tel que €' = ae.

En effet, soit (fi,..., f,) une base de L. Soit ¢ = Y | a;f;. Les projections étant des formes
linéaires sur L, nous venons de prouver a; € aA pour tout i. On prend e = ' (a;/a)f;.

On remarque ensuite que

L=Ae® Keru et M = Ae' & (Kerun M).

En effet, Ae N Keru = (0) et siz € L, on a x = (u(z)e + (z — u(x)e)) € Ae + Keru.

Ae' N (Kerun M) = (0) est clair. Si z € M, on sait qu’il existe b tel que u(z) = ba, on a alors
z="be' + (2 —be') € Ae' + (Kerun M).

Le nombre maximum d‘éléments linéairement indépendants de (Keru N M) est évidemment
strictement inférieur a celui de M = Ae’ @ (Kerun M).

Par hypothese de récurrence, le sous-module (Keru N M) de L est libre. On a démontré (i). En
particulier le sous-module Keru de L est libre.

Démontrons maintenant (ii) par récurrence sur n = rg(L).

Comme rg(Keru) = rg(L) — 1, il existe une base (e, ...,e,) de Keru, un entier m < n et des
éléments a; € A, avec 2 < ¢ < m, tels que a;41 € a; A, pour tout i > 2, et que (ages, ..., Amey,) est
une base de (Kerun M).

Rappelons que M = Aae ® (Keru N M). Posons e; = e et a; = a. Il suffit de prouver que
s € alA.

Soit alors v € Homa(L,A) la forme linéaire sur A définie par v(e;) = 1 pour tout i. On a
v(arer) = ag, donc a1 A C v(M). D’apres le choix de a; A = aA, ceci implique a; A = v(M). On en
déduit as = v(ages) € v(M) = a1 A. Le Théoréme est démontré.

Corollaire 5.21 : Si E est un module de type fini sur un anneau principal A, il existe des entiers
m et r et des éléments non inversibles ay, ..., a,, de A vérifiant a;1 € a; A pour i > 1, tels que

E ~ (&'A/a;A) & rA.

De plus, les nombres m et r et [’ensemble des idéaur a; A sont uniquement définis par M.
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Démonstration : Soit (xy, ..., z,) un systeme de générateurs de E. Si (fi, ..., f,) est la base canonique
de nA, considérons 'application surjective v : nA — E définie par v(f;) = ;.

Appliquons alors le Théoréme au sous-module kerv du module libre nA. Soient donc (ey, ..., ;)
une base de nA et a,...,a,, € A vérifiant a;,; € a;A pour i > 1, tels que (ajeq, ..., apme,) est une
base de kerv. On pose y; = v(e;). On a bien sur a;y; = 0 pour ¢ = 1, ..., m, donc on peut définir

¢ (®T'AJa;A) @ (n—m)A — E  par

d(cl(by), ooy cl(bim), bty s bn) = b1y1 + oo + biYim + bis1Yma1s oy OnYn.

On vérifie facilement que ¢ est un isomorphisme, ce qui montre 'existence de la décomposition
annonceée.
Pour démontrer I'unicité, introduisons le sous-module de torsion de M.

Définition 5.22 : Si N est un module de type fini sur un anneau intégre A, on appelle torsion
(sous-module de torsion) de N, et on note T(N), le sous-module de N formé par ’ensemble des
éléménts de N dont 'annulateur est non nul.

Cette définition étant donnée, considérons deux décomposition de M :
M~ (87" A/a;A) & rA~ (&7 A/dA) &' A
Elles induisent naturellement des isomorphismes de sous-modules de torsion
T(M) ~ &7'Afa; A~ &7 A} A,
et des quotients par ces sous-modules de torsion
M/T(M) ~rA~7rA.

Cette derniere relation implique r = 7.

Soit maintenant M un idéal maximal de A contenant a; (donc a; pour tout ¢). Comme I’anneau
est principal, il existe a € A tel que M = aA.

Pour tout b € A, ona (A/bA)/a(A/bA) ~ A/(aA+bA). En particulier, on a (A/a;A)/a(A/a;A) ~
A/aA.

On en déduit

T(M)/aT(M) ~ &7"AJaA ~ &™ A/ (aA + d'A).

Comme A/(aA + alA) est un module quotient du module simple A/aA, il est nul si a, ¢ aA
et égal & A/aA sinon. Comme ®J"A/aA est un A/aA-espace vectoriel de rang m, il en résulte que
m < m’ et que a divise m des a!.

En utilisant un diviseur irréductible de @}, on démontre finalement que m = m’ et que a divise
a;; pour tout i.

Faisons maintenant une récurrence sur [(T'(M)) = > " I(A/a; A).

On a

al(M) ~ @®'aAja;A ~ ®aA/a,A

~ &' A/ (ai/a)A ~ &' Af(a;/a) A
Mais T(M)/aT (M) # 0 et (T (M)) = U(aT(M))+ I(T(M)/aT(M)) impliquent
(aT(M)) < I(T(M)).

On a donc, par hypothese de récurrence, (a;/a)A = (a}/a)A, donc a;A = a,A, pour tout i.
L’unicité est démontrée.
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Chapter 6

Breve introduction a ’algebre
homologique.

6.1 Suites exactes.

L’ensemble formé par les modules sur un anneau A (les objets) et les homomorphismes de A-modules
(les fleches) est une catégorie abélienne. De méme les modules de type fini (rep. de longueur
finie) sur un anneau noethérien A sont les objets d’une catégorie abélienne dont les fleches sont les
homomorphismes de tels modules. On ne désire pas étre plus précis.

Définition 6.1 : Soient f: M'— M et g: M — M” des homomorphismes de A-modules.
(i) Si gof =0, i.e. f(M')C Kerg,, on dit que
M Lo L

est un compleze de A-modules. Le module d’homologie du complexe est Kerg/imf.
(i) Si de plus f(M') = Kerg, i.e. son homologie est nulle, le compleze est une suite exacte.

Exemples et remarques : Soit M L N un homomorphisme.
(i)0—M L, N est un complexe car f(0) = 0. C’est une suite exacte si f est injective.

(i) M LN = 0 est un complexe. C’est une suite exacte si g est surjective.
(iii) Par définition du noyau et du conoyau d’un homomorphisme, on a une suite exacte

OHKeTfL‘MLNLCO/CGTfHO,

ou i est l'inclusion, et 7 : N — N/ f(M) la surjection naturelle.
(iv) Un diagramme commutatif

M LN
! !
VCRER
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induit le diagramme commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes :

0—>Kerf—>Mi>N—>Cokerf—>O

| | ! l
0 — Kerf — M LN o Cokerf — 0.

Définition 6.2 : Soit 0 — M’ %5 M % M — 0 une suite ezacte de A-modules. Si f(M') est un
facteur direct de M, on dit que la suite exacte est scindée.

Définition 6.3 : Une fonction A\ définie dans la catégorie des A-modules (resp. des A-modules de
type fini si A est noethérien), a valeurs dans un groupe abélien G, est additive si pour toute suite
exacte

0— M LML M -0 ona AM)=\M)+AM".

Exemples :

(i) Le rang (la dimension), défini dans la catégorie des espaces vectoriels de type fini, & valeurs
dans Z, est une fonction additive.

(i) La longueur, définie dans la catégorie des modules de longueur finie sur un anneau noethérien,
a valeurs dans Z, est une fonction additive.

Théoréme 6.4 (Le Diagramme du Serpent) :
Soit
M L M5 M -0
g1 gl 9"l

v w

0O — N —- N — N
un diagramme commutatif dont les deux lignes sont exactes.
1l existe une suite exacte longue

Kerg' — Kerg — Kerg" — Cokerg’ — Cokerg — Cokerg”

dont les homomorphismes commutent avec les homomorphismes du diagramme.
Si de plus t est injective (resp. w est surjectif ), application Kerg' — Kerg est injective (resp.
Uapplication Cokerg — Cokerg” est surjective).

Démonstration : Compte-tenu des remarques faites plus haut, le diagramme commutatif donné se
prolonge en un grand diagramme commutatif

0 0 0
| ! !
Kerg — Kerg — Kerg”
| 1 |
M5 M S5 M =0
gl gl 9"l
0 — N’ 5 N et N"
| ! !
Cokerg — Cokerg — Cokerg”
| ! |
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dont les colonnes sont exactes. L’exactitude des suites exactes
Kerg — Kerg — Kerg” et Cokerg — Cokerg — Cokerg”,

se vérifie immédiatement.

La seule difficulté est de construire ”I’homomorphisme de connection” Kerg” < Cokerg' et de
vérifier les propriétés d’exactitude qui le concernent. C’est une ”chasse dans le diagramme”.

Soit #” € Kerg”. On prend z € M tel que 2" = wu(z), puis y = g(z). On remarque que
w(y) = ¢"(z") = 0. 1l existe donc ¢ € N’ tel que y = v(y’). On vérifie alors que la classe ¥/ de 3/
dans N'/¢'(M") = Cokerg’ ne dépend pas des choix faits, et on définit c¢(2”) =/ € Cokerg'.

Montrons par exemple 'exactitude de la suite

Kerg — Kerg" 5 Cokerg'.

Il est clair que ¢/ = 0 est équivalent a l'existence de 2/ € M’ tel que 3 = ¢/(2’). 1l reste & remarquer
que 2" = u(x — t(z')) et que (z —t(2")) € Keryg.
Corollaire 6.5 :
(i) Si g et g" sont injectifs, g est injectif.
(ii) Si g est injectif et g’ surjectif, g" est injectif.
(1ii) Si g" est injectif et g surjectif, g’ est surjectif.
(iv) Si g et g" sont surjectifs, g est surjectif.
Corollaire 6.6 (La suite exacte reliant intersection et somme) :
Si My et My sont deux sous-module d’un A-module M, il existe une suite exacte naturelle :

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif suivant :
0 — MinMy —» MMy — Mi+M, — 0

! | !
0o - M L MemM & M = 0

ou f(z) = (x,z) et g(z,y) = x — y et les fleches verticales sont les inclusions naturelles. Il est clair
que les deux lignes sont exactes. Le diagramme du serpent démontre alors l'existence de la suite
exacte des conoyaux des fleches verticales, c’est a dire notre Corollaire.

Soulignons I'important cas particulier suivant :
Si Z et J sont deux idéaux d’un anneau A, on a une suite exacte naturelle :

0—-A/(INT)—A/T®A)T — A/(ZT+T)— 0.
On en déduit (par une simple récurrence sur n) que si (Z;)1<i<, sont des idéaux deux a deux comax-
imaux, l'application naturelle
A/(M'T;) — ©YA/L
est un isomorphisme. En particulier ’application composée
A — oTA/T

est surjective, c’est le Théoreme 1.52.
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6.2 Appendice : Produits tensoriels et modules d’homomorphis

Pour terminer cette premiere initiation a I’algebre homologique, il me semble naturel de vous presenter
ici le produit tensoriel de modules, de revenir sur les modules d’homomorphismes et de montrer
certaines propriétés élémentaires des ”foncteurs” qui leurs sont associés.

Définition 6.7 : Si M et N sont deux A-modules, le produit tensoriel M @4 N, de M et N sur A,
est le quotient du A-module @ emxnyA(x,y) (le A-module libre ayant une base en bijection avec
les éléments de M x N ) par le sous-moule engendré par les éléments

(214 22,9) = (21, 9) — (22,9)), (@90 +w2) — (x,01) — (2, 92)),
((az,y) —alz,y)) et ((z,ay) —alz,y)).
SiN L N', Uapplication linéaire M @4 f: (M @4 N) — (M ®4 N'), définie par

(M ®@a f)(x@ay) = (@4 f(y))
est le produit tensoriel de M par f.

On vérifie sans difficulté la Proposition suivante selon laquelle le produit tensoriel est ”solution
universelle” d’un probleme et son Corollaire.

Proposition 6.8 :

(i) L’application naturelle M x N 2 M @4 N est bilinéaire.
(i1) Pour toute application A-bilinéaire f : M x N — P (ot P est un A-module), il existe une
unique factorisation f = uob, ot u: M ®4 N — P est une application A-linéaire.

Proposition 6.9 : Il existe des isomorphismes naturels
(Z)M@ANZN(X)AM,
(i) N @4 M ~ M,
(iv) (M & N)®a P~ (M®yP)® (N s P).

Théoréme 6.10 : Soit 0 — M’ L M % M" — 0 une suite ezacte. Elle induit pour tout A-module
N des suites exactes naturelles :

= M@y NS M"@4 N —0

0 — Homa(M", NY "2 tom (M, Ny TN

Homa(N,f)
H

Homa(M',N) et

HomA(N g)

0 — Homa(N,M') Homy(N, M) Homa(N, M')

Si de plus la suite exacte 0 — M’ LM S M =0 est scindée, elle induit des suites exactes
scindées :

0 Mo N2 Mo, N'E Mo, N0 |

0 — Homa(M", NY "9 tom (M, Ny TN

Hom A (N,f)
H

Homa(M',N) —0 et

0 — Homa(N, M) Homa(N-9)

Hom (N, M) Homu(N,M') — 0
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Autrement dit :

(i) Le "fonctewr” N ®,4 . de la catégorie des A-modules dans elle-méme est covariant exact a
droite.

(i) Le "foncteur” Homa(., N) est contravariant exact a gauche.

(iii) Le "foncteur” Hom (N, .) est covariant exact a gauche.

La démonstration de ce théoreme est particulierement fastidieuse. Le Lecteur qui doute est donc
invité a en fournir une preuve.

Définition 6.11 : Un A-module P est plat si pour toute suite exacte
0— M — M— M —0,

le complexe
0= M@UP—->MUP—M Q4P —0

est une suite exacte.
Exercice : Démontrer I’énoncé suivant et son Corollaire.
Proposition 6.12 : Un A-module libre est plat.

Corollaire 6.13 : L’anneau de polynomes A[X] est plat sur A.

6.3 Appendice : Module dualisant sur un anneau artinien.

Définition 6.14 : Soit A un anneau artinien. On dit qu’un A-module de type fini D est dualisant
si ['application naturelle d’évaluation

epy M — Homa(Homa(M,D),D) , epu(z)(f) = f(z)
est un isomorphisme, pour tout A-module de type fini M.
Exemple : Soit k£ un corps. Les k-modules dualisants sont les k-espaces vectoriels de rang 1.

Théoréme 6.15 : Soient A un anneau artinien et D un A-module de type fini. Les conditions
sutwantes sont équivalentes :

(i) D est un A-module dualisant.

(i)

(a) L’annulateur ((0) : D) de D est nul.

(b) AJM ~ Homa(A/ M, D) pour tout idéal maximal M de A.

(iii)
(a) I(D) = 1(A).
(b) AJM ~ Homa(A/ M, D) pour tout idéal mazimal M de A.

(iv) (Homa(M, D)) = (M) pour tout A-module de type fini M.
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Démonstration :
(1) = (4i). On suppose que D est un A-module dualisant.
L’isomorphisme
epa:A— Homa(Homa(A, D), D)

montre évidemment que ((0) : D) C ((0) : A) = (0).
Soit M un idéal maximal de A. Si a € M et f € Homa(A/M, D), on a
af(x) = flax) = f(0) = 0.
Donc Hom(A/M, D) est un A/ M-espace vectoriel. Soit 7 son rang. Comme
Homu(A/M, D) ~=r(A/M),
on a
Homys(Homa(A/M, D), D) ~ Homa(r(A/M), D) ~r(Homa(A/M, D)) ~r(r(A/M)).
Mais D est dualisant, donc A/ M ~ Hom(Homs(A/M,D),D) et r = 1.

(17) = (i1i). Dégageons d’abord ’assertion suivante :

Si AJM ~ Homa(A/M, D) pour tout idéal maximal M de A, alors [((Homs(M, D)) < (M)
pour tout A-module de type fini M. (*)

On fait une récurrence sur [(M).

Si (M) =1, il existe un idéal maximal M tel que M ~ A/ M. Donc

[(Homa(M, D)) =1(Homa(A/M,D)) =1(A/M) = 1.

Si (M) > 1, soit M" C M un sous-module stricte. On a [(M') < (M) et [((M/M') < I(M). La
suite exacte
0 — Homa(M/M', D) — Homa(M,D) — Homa(M', D)

montre
I(Homa(M, D)) <I(Homa(M', D))+ (Homa(M/M', D)).

1l reste I(Homa(M, D)) < I(M') + I(M/M') = [(M).

On en déduit
I(A) > I(Homa(A, D)) =1(D) > l(Homa(D, D)).

Mais comme ((0) : D) = (0), lapplication naturelle A — Homa(D, D) est injective. Donc
[(Homa(D, D)) > I(A). 1l en résulte que

I(A) =l(Homu(A,D)) =1(D) =1(Homu(D,D)).

(#7) = (iv). On a vu plus haut ((*)) que I[(Homa(M, D)) < (M) pour tout A-module de type
fini M. Si M est un tel module, il existe un entier n et une surjection nA — M — 0. Si K est son
noyau, il y a une suite exacte

0 — Homu(M,D) — Homa(nA,D) — Homa(K, D) >
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Elle montre
I(Homa(nA, D)) <I(Homa(M,D))+ l(Homs(K,D)).

Comme Homa(nA, D) =nD, on a
[(Homa(nA, D)) =nl(D) =nl(A) = 1(M) + I(K).

Il reste
(M) +I(K) < I(Homa(M, D))+ I(Homa(K, D)) <I(M) +(K),

donc I'égalité annoncée.

(iv) = (i). Démontrons par recurrence sur [(M) que I'homomorphisme d’évaluation ep s : M —
Homa(Homa(M, D), D) est un isomorphisme.

Remarquons d’abord que pour M # (0), cet homomorphisme n’est jamais nul. Si [(M) = 1, on
al(Homa(Homa(M, D), D)) =1, donc ep ps est nécessairement un isomorphisme.

Si Sil(M) > 1, soit M C M un sous-module stricte. On a [(M') < (M) et I(M/M") < I(M).
On considere alors le diagramme commutatif suivant (ot on écrit N} pour Hom(Hom (N, D), D))

0O - M - M - MM — 0

| ! !
0 — My - My — (M/M)3

Par hypothese de récurrence, les fleches verticales ep ap et ep arn sont des isomorphismes, donc
ep,m aussi d’apres le diagramme du serpent. Le Théoreme est démontré.

Théoréme 6.16 : Soit A un anneau artinien. Si D et D' sont deuxr A-modules dualisants, il existe
un isomorphisme D ~ D',

Démonstration : Comme [(D) = [(D'), il suffit de montrer qu’il existe un homomorphisme injectif
D—D.

Soient M1, ..., M,, les idéaux maximaux de A.

L’application

HomA(A/./\/li,D) — (OD M@) y fﬁf(l)

est évidemment un isomorphisme. Donc (0p : M;) ~ A/ M,;.

Remarquons ensuite que (0p : M;) N (0p : N;z:M;) = (0).

En effet, si x € (0p : M;) N (0p : Nz M), on a aM; = z(N;4M;) = (0). Comme les idéaux
M, et Nz M; sont comaximaux, ceci implique z = 0. On en déduit un isomorphisme

n

Z(OD : M;) = @7 (0p : M;) ~ @TA/M,.

1

De méme, on a un isomorphisme

n

Z(OD/ : Mz) = @?(OD/ : Mz) = @?A/Mz

1
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Remarquons enfin que pour tout sous-module K C D, avec K # (0), on a

n

KN () (0p: M;) #(0).

1

En effet, comme K # (0), il existe i tel que (0x : M;) # (0). On a alors (0 : M;) C (0p : M;).
Comme Y 7 (0p : M;) = > 7(0p : M;), il existe un homomorphisme injectif

f : Z(OD : Mz) — D/.
1

L’inclusion Y {'(0p : M;) C D induit une surjection

n

Homa(D.D') — Homa() (0p : M;),D') = Homa(®7(0p : M;), D).

1

Donc il existe un homomorphisme g : D — D’ dont la restriction & » (0p : M;) est f. On a
évidemment

Kergn Z(OD : M) = Kerf = (0).
1
Il en résulte que Kerg = (0), donc que g est injectif, et le Théoreme est démontré.

Théoréme 6.17 : Soient A un anneau artinien et A’ une A-algébre qui est un A-module de type
fini. Si D est un A-module dualisant, alors Homs(A', D) est un A’-module dualisant.

Remarque : Homy4(A’, D) a une unique structure naturelle de A’-module.

Démonstration du Théoreme 6.17: Il suffit de remarquer que si N est un A’-module et M un A-
module il y a un isomorphisme naturel de foncteurs, définis dans la catégorie des A’-modules,

Hom (N, Homa(A', M)) ~ Homa(N, M)
(ou la structure de A’-module de Hom (N, M) est induite par N).

Définition 6.18 : Soit A un anneau artinien. Si A est un A-module dualisant, on dit que A est un
anneau artinien de Gorenstein.

Théoréme 6.19 : Soient A un anneau artinien et (0) = N7 Q; une décomposition primaire mini-
male. Pour que A soit de Gorenstein, il faut et il suffit que Q; soit irréductible pour tout 1.

Démonstration : Remarquons d’abord que 'application naturelle A — Hom (A, A) est évidemment
un isomorphisme.

Soit M; = v/Q,. C’est un idéal maximal de A et tout idéal maximal de A est ainsi obtenu.
Compte tenu du Théoreme 6.15, il suffit de montrer que Q; est irréductible si et seulement si
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D’apres le Théoreme 1.52, ona A >~ [} A/Q;. Sii # j, il est clair que Homa(A/M;, A/Q;) = (0)
car les idéaux M; et Q; qui annulent ce module sont comaximaux. Il reste

Soit Z un idéal contenant Q;. Si Z/Q; # (0), on a Homa(A/M;,Z/Q;) # (0). Mais
Homs(A/M;,T/Q;) C Homa(A/ M, AJQ;).

Si Q; est irréductible, (0) est irréductible dans (Q; : M;)/Q;. Donc ce (A/M;)-espace vectoriel
est de rang 1.

Réciproquement, si (Q; : M;)/Q; est un espace vectoriel de rang 1, tout idéal, qui contient Q;,
contient (Q; : M;), donc Q; est irréductible.

Corollaire 6.20 : Si R est un anneau principal et x un élément non nul de R, alors R/zR est un
anneau artinien de Gorenstein.

Démonstration : Soit = p{*...pI" une décomposition de x en facteurs premiers. Alors
. LN 23
xR =nNp;"R

est une décomposition primaire minimale de xR. 1l suffit de démontrer que p;“R est un idéal
irréductible. C’est un excellent exercice.
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Chapter 7

Anneaux et modules de fractions.

7.1 Anneaux de fractions.

Exemple : Considérons dans Z x (Z — {0}) la relation d’équivalence
(a,s) ~ (byt) si at—0bs=0.

Notons a/s, la classe d’équivalence de (a, s). Dans I’ensemble des classes d’équivalence on vérifie que
les opérations

a/s+ b/t = (at 4+ bs)/st et (a/s)(b/t) = ab/st

sont bien définies. Elles font de cet ensemble un corps commutatif dont les éléments neutres sont
0/s, pour I'addition, et 1/1 pour la multiplication.

Ce corps est évidemment Q. L’application i : Z — Q, définie par i(a) = a/1, est 'inclusion
naturelle de Z dans Q.

Définition 7.1 : Une partie S d’un anneau A est multiplicativement stable si 1 € S et si s,8' € S
implique ss’ € S.

Définition 7.2 : Soit S est une partie multiplicativement stable de 'anneau A. On note S™'A
I’ensemble des classes d’équivalence de A X S pour la relation

(a,s) ~(b,t) si 3 resS avec r(at—bs)=0.
On note a/s la classe de (a,s).
On démontre sans difficulté le Théoreme suivant :

Théoréme 7.3 : Les opérations a/s + b/t = (at + bs)/st et (a/s)(b/t) = ab/st sont bien définies
dans STLA.

FElles donnent a S™'A une stucture d’anneau commutatif telle que 'application naturelle (dite de
localisation) i : A — S™YA, définie pari(a) = a/1, est un homomorphisme d’anneauz.

Le noyau de cette application naturelle est l'idéal Ugses(0 @ s) formé par les éléments de A qui sont
annulés par un élément de S.

23
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Remarques et exemples :

(i) S7'A =0 si et seulement si 0 € S.

(ii) Si A est integre, la partie S = A — {0} de A est multiplicativement stable et S™'A est un
corps. Cest le corps des fractions de A (souvent noté K(A)). Tout anneau de fractions d’un anneau
integre est naturellement contenu dans son corps des fractions.

(iii) Soit s € A. Si S = {s"},>0, on écrit A, plutot que S~ A. Si s est nilpotent, alors A, = (0).

(iv) Vérifier que ’homomorphisme d’anneaux A[X]| — A;, tel que X — 1/s, induit un isomor-
phisme A[X]/(sX — 1) ~ A,.

(v) Il est clair que si P est un idéal premier de A, la partie S = A — P est multiplicativement
stable. Attention, toutes les parties multiplicativement stables ne sont pas de ce type, (A — ) n’est
pas nécessairement un idéal.

Définition 7.4 : Si P est un idéal premier de A et S = A — P, on note Ap 'anneau S™1A.
Proposition 7.5 : Pour tout idéal premier P de A , on a Ap # (0).

C’est clair.

Exemple : Soit M = (X; — ay,..., X,, — ap). Clest I'idéal maximal de C[Xjy, ..., X,] formé par les
polynomes P € C[X7, ..., X,] tels que P(ay,...,a,) = 0. Alors 'anneau de fractions rationnelles A,
est 'anneau des fonctions rationnelles définies au point (ay, ..., a,) € C™.

Théoréme 7.6 : Soient S est une partie multiplicativement stable de l'anneau A et : A — S7'A
lapplication de localisation.

(i) Pour tout s € S, 1’élément I(s) € ST'A est inversible.

(ii) Si f : A — B est un homomorphisme d’anneauz tel que f(s) est inversible pour tout s € S,
il existe un unique homomorphisme d’anneaus f : S™'A — B tel que f = fol.

On a bien sur I(s)1/s = 1/1, ce qui prouve (i). On pose f(a/s) = f(a)s™* et on vérifie (ii).

Exemple : Si A est un anneau integre et f : A — K un homomorphisme injectif a valeurs dans un
corps, cet homomorphisme a une factorisation naturelle & travers le corps K (A) des fractions de A.
En effet, comme f est injectif, f(s) est inversible pour s # 0. On peut appliquer le Théoreme.

Proposition 7.7 : Si A est un anneau intégre et E l’ensemble des idéauxr mazimauzr de A, on a

Démonstration : Soit x/y € NypmepAnm. Alors © € yAx pour tout idéal maximal M. Donc le
conducteur yA : x n’est contenu dans aucun idéal maximal de A. On a donc yA : z = A, soit x € yA
et z/y € A.
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7.2 Modules de fractions.

Définition 7.8 : Soient S est une partie multiplicativement stable de l’anneau A et M un A-module.
On note S™M ['ensemble des classes d’équivalence de M x S pour la relation

(x,8) ~(y,t) si I reS avec r(axt—ys)=0.
On note x/s la classe de (x,s).
On démontre sans difficulté le Théoreme suivant :

Théoréme 7.9 : Les opérations x/s+y/t = (tx+sy)/st (pourx,y € M et s,t € S) et (a/s)(z/t) =
ab/st (pour x € M, a € A et s,t €.S) sont bien définies.

FElles donnent a S™*M une stucture de S~ A-module (donc aussi de A-module).

L’application naturelle (dite de localisation) Iy « M — S™*M, définie par ly(x) = x/1, vérifie
Iy (ax) = la(a)ly(z).

Le noyau de cette application naturelle est le sous-module Uses(0pr = 8), formé par les éléments
de M qui sont annulés par un élément de S.

Remarques :
(i) Sis € Aet S ={s"},>0, on écrit M, plutot que S~ M.
(i) Dans le cas S = A — P out P est un idéal premier de A, on écrit & nouveau Mp pour S~1M.
Le résultat suivant se passe de commentaires.
Théoréme 7.10 : Si ¢ : M — N est un homomorphisme de A-modules, [’application
S-6(a/s) = olz)/s

de ST*M dans S™'N est bien définie.
C’est un homomorphisme de S A-modules.

On a S7 o(ly(2)) = In(é(x)).

Théoreme 7.11 :
(i) Si ¢ et sont deux homomorphismes composables de A-modules, on a

§7(gov) = S~ poS 4.
(i) Si M Y N % P est une suite ezacte de A-modules, alors
SIS gTIN DY p
est une suite exacte de S™'A-modules.

Montrons (ii) ((i) est évident). Soit /s € KerS™'¢. On a ¢(x)/s = 0. Donc, il existe t € S tel
que tp(x) = 0, soit ¢(tx) = 0. Il existe alors y € M tel que tx = ¢(y). On en déduit x/s = (y/st).

Pour conclure ces généralités, je vous laisse le soin de comprendre et démontrer les six énoncés
qui suivent :
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Proposition 7.12 : Soient S C T deuz parties multiplicativement stables de A et M (resp. B) un
A-module (resp. une A-algéebre).

Sil: A — S7'A est 'homomorphisme de localisation, il existe une identification naturelle de
T~1A-modules (resp. T~ A-algébres).

T'M~UT)*'S™M resp. T'B~I(T)'S™'B

Corollaire 7.13 : Si P est un idéal premier, Ap/PAp est un corps.

Proposition 7.14 :

(i) Si N est un sous-A-module de M, alors ST'N est naturellement un sous-S—'A-module de
S—IM.

(11) Dans ce cas, il y a une identification naturelle ST*M/S™IN ~ S~Y(M/N).

(#ii) St N est un autre sous-A-module de M, on a

STHUN+N)=S'N+SIN et SHNNN)=S'NNS'N.
(iv) Si F est un sous-S~'A-module de S™'M, alors F = S~Y(I;/ (F))

Corollaire 7.15 :
Si M est noethérien, alors S~'M est noethérien. En particulier un anneau de fractions d’un
anneau noethérien est noethérien.

Proposition 7.16 : : Soit (z1, ..., z,) un systéme de générateurs du A-module M, alors (x1/1, ..., 2, /1)
est un systéme de générateurs du S~ A-module ST M.

Corollaire 7.17 : Si M est un A-module de type fini et S une partie multiplicativement stable de
A, les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ST'M = 0.

(i1) Il existe s € S tel que sM = 0.

(iii) 1l existe s € S tel que My = 0.

7.3 Support d’un module.

Définition 7.18 : le support Supp(M) d’un A-module M est l'ensemble des idéaux premiers P de
A tels que Mp # (0).

Proposition 7.19 : (i) Supp(A) = SpecA.
(ii) Si 0 — M'"— M — M" — 0 est une suite exacte de A-modules, on a

Supp(M) = Supp(M') U Supp(M").

Nous avons déja vu (i).

Exercice : Démontrer (ii) en utilisant le Théoreme 7.11.
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Théoreme 7.20 :

(i) M =0 si et seulement si Supp(M) = ().

(ii) M = 0 si et seulement si pour tout idéal mazimal M de A, on a My = (0).

(#ii) St M est un A-module de type fini, P € SuppM si et seulement si P contient ’idéal O : M
annulateur de M.

Démonstration : Pour prouver (i) et (ii), il suffit évidemment de démontrer que si My = (0) pour
tout idéal maximal M de A, alors M = (0).

Soit z € M. Comme l'image de x dans My, est nulle, il existe s ¢ M tel que sz = 0. Donc
I’annulateur 0 : x de x n’est contenu dans aucun idéal maximal de A. C’est donc ”I'idéal unité”, et
lz = 0 (pour tout z € M). Soit M = (0).

Pour prouver (iii), remarquons d’abord que si 0: M ¢ P, il existe s € (A—P)N0: M. Donc M,
qui est annulé par s € S = (A — P), est contenu dans le noyau de ’homomorphisme de localisation
M — Mp. Ceci qui prouve que Mp = (0). Soit P ¢ Supp(M).

Soit maintenant (z1, ...,x,) un systeme de générateurs de M. Si 0 : M C P, il existe i tel que
0:a2; CP (car 0: M =;(0: x;)). Pour prouver Mp # (0), il suffit de vérifier (Az;)p # (0).

L’application A — M définie par a — az; induit évidemment un isomorphisme A/(0 : z;) ~
Az;. Comme P/(0 : z;) est un idéal premier de I'anneau quotient A/(0 : x;), on sait que (A/(0 :
%)) (p/(0:)) 7 (0). On vérifie immédiatement que (A/(0: 2;))p = (A/(0: 2:)) P/ (0:2:))-

Corollaire 7.21 : Si M est un A-module de type fini, Supp(M) est un fermé de SpecA (pour la
topologie de Zariski).

C’est le fermé défini par ’annulateur de M.

Corollaire 7.22 : Si f : M — N est un homomorphisme de A-modules, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est injectif (resp. surjectif, bijectif).

(ii) Pour tout idéal premier P € Supp(M) (resp. P € Supp(N), P € Supp(M) U Supp(N)),
I’homomorphisme localisé fp : Mp — Np est injectif (resp. surjectif, bijectif).

(iii) Pour tout idéal mazimal M € Supp(M) (resp. M € Supp(N), M € Supp(M)U Supp(N)),
I’homomorphisme localisé fag : My — Nag est injectif (resp. surjectif, bijectif).

Démonstration : Soit K = Kerf. Si fa est injectif pour tout M € Supp(M), alors K = (0) pour
tout M € Supp(K), donc K = (0) d’apres le Théoreme, et f est injectif. On procede de maniere
identique pour étudier Cokerf. On a donc démontré (iii) = (i), 'unique implication non triviale
du Corollaire.

Théoreme 7.23 : Soit M un A-module de type fini. La fonction

{P} — TQAP/PAP(MP/'PMP),

définie sur SpecA, est semi-continue supérieurement.
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Démonstration : Soient P € SpecA et r = rga, /pa,(Mp/PMp).
Il existe x1, ..., x, € M tels que cl(x1/1),...,cl(x,/1) € Mp/PMp engendrent Mp /P Mp.
D’apres le Lemme de Nakayama, x/1, ..., 2, /1 € Mp engendrent ce Ap-module.
Soit N le sous-module de M engendré par xq, ..., x,. Considérons la suite exacte

0—-N—M-— M/N—DO.

Ona (M/N)p = (0). D’apres le Corollaire 7.17, il existe s ¢ P tel que (M/N), = (0). Autrement
dit, pour tout idéal premier Q € SpecA — V(sA), les éléments x1/1,...,x,./1 € Mg engendrent le
Ag-module Mg. Il en résulte que cl(z1/1),...,cl(x, /1) € Mg/QMg engendrent ce Ag/QAg-espace
vectoriel, dont le rang est donc < 1, ce qui démontre le Théoreme.

Théoreme 7.24 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Alors M est de
longueur finie si et seulement si tout idéal premier de Supp(M) est mazimal.

Démonstration :
Si M est de longueur finie, soit (0) = My C M; C ... C M; = M une suite de composition de M.
Pour tout ¢ > 1, il existe un idéal maximal M, tel que M;/M; 1 ~ A/M;. On a

Supp(M) = U;Supp(M;/M;—1) = { M, ..., Mi}.

Réciproquement, on sait (Théoreme 5.8) qu’il existe une suite croissante finie (0) = My C M; C
... C M; = M de sous-modules de M et des idéaux premiers P; tels que M;/M; 1 ~ A/P;. 1l est clair
que P; € Supp(M). Si tout idéal premier de Supp(M) est maximal, ¢’est une suite de composition,
donc M est de longueur finie.

Théoreme 7.25 : Soient M un A-module.
(i) L’application naturelle

f+M— H Mp,  [(z) = (z/1)pesupp(i)
PeSupp(M)

est injective.

(ii) On a
f(M) = {(zp/sp)pesupprn)}, Tpspr = xprsp VP, P" € Supp(M).

(#i) Si tout idéal premier de Supp(M) est maximal et si Supp(M) est fini, on a

f(M) = H Mp.

PeSupp(M)

Démonstration : Soit z € M un élément de Ker(f). Alors, pour tout P € Supp(M), il existe s ¢ P
tel que sz = 0. Donc (Az)p = (0) pour tout M € Supp(M). Comme Supp(Az) C Supp(M), on a
montré que Supp(Az) = ), donc (Théoreme 7.20) que Az = (0).
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Il est clair que f(M) est dans le sous-module décrit de [ [pcg,,p(0r) - Mais si @ = (zp/$p)pesupp(ar)
est dans ce sous-module, on a spx € f(M). Donc le conducteur M : x = ann(M + Az /M) de x dans
M n”est contenu dans aucun idéal premier de Supp(M + Az). Ce conducteur est A et x € f(M).

Supposons maintenant que Supp(M) est fini et ne contient que des idéaux premiers maximaux.
Remarquons que si N, M € Supp(M), on a

(Map )y =My si N=M et (My)y=(0) si N # M.
Comme Supp(M) est fini, on a
C JI Mauwv= JI Muw=My
MEeSupp(M) MESupp(M)

L’application localisée

fv i My = (][] Ma)w = My
MEeE

est I'identité, pour tout N' € Supp(M), donc f est un isomorphisme (Théoreme 7.20).

Exercices : Démontrer les résultats suivants.
(i) Dans le cas ou Supp(M) est fini et ne contient que des idéaux premiers maximaux, soient M,,
avec 1 = 1,...,n, les idéaux du support de M. Si

K; = Ker(M — M),

montrer
]\/[Mi = M/K,-.

(i)
Théoreme 7.26 : Soient M un A-module et K;, avec i = 1,...,n, des sous-modules de M tels que
(0) = ;K et que Supp(M/K;) N Supp(M/K;) =0, pour i # j. L’homomorphisme naturel

est un isomorphisme.
(iii)

Théoreme 7.27 : Soit M un module de type fini sur un anneau artinien R. Si Ma, est un Raq-
module libre pour tout idéal maximal M de R, alors M est un R-module libre.

7.4 Localisation et idéaux.

Soit Z est un idéal de A. On note ZS~'A I'idéal de S™' A engendré par I'image [4(Z) de Z dans S~ A
(par 'homomorphisme de localisation). On vérifie immédiatement que

IS 'A={a/s} pour a€T et s€ES.

On a alors évidemment :
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Lemme 7.28 : (ZNT)S'A =TS 'ANTS A
Remarque : SiZNS # 0, alors ZS™'A = S~1A,

Si J est un idéal de S~LA, on note (c’est un abus de langage) J N A I'image inverse [;'(J) de
J par 'homomorphisme de localisation. C’est un idéal de A.

Si Z est un idéal de A, il est clair que Z C ZS~1A N A.

On a déja démontré (dans le cas plus général des modules) 1'énoncé qui suit :
Proposition 7.29 : (7 NA)S™'A = J pour tout idéal de S~'A.

Corollaire 7.30 : Si A est un anneau principal et S une partie multiplicativement stable de A, alors
STLA est un anneau principal.

Théoreme 7.31 :

(1) Soit P un idéal premier de A. Si P NS =0, alors PS™ A est un idéal premier de S™'A et
PSTITANA="P.

(ii) Soit P’ un idéal premier de S™'A. Alors (P'NA)S™!A="7P".

On a ainsi définie une bijection respectant l'inclusion entre [’ensemble des idéaux premiers de A
disjoints de S d’une part, et l’ensemble des idéaux premiers de S~'A d’autre part.

Démonstration :

(i) Si (a/s)(d'/s') € PST'A, il existe t € S tel que taa’ € P. Comme t ¢ P, ceci implique a € P
ouda € P.

Soit a € PST!ANA. Tl existe ' € P et s € S tels que a/1 = a//s. Autrement dit, il existe t € S
tel que tsa € P. Comme ts ¢ P, on a a € P, ce qui prouve PS™'AN A C P, donc (i).

Comme (ii) est un cas particulier de la Proposition précédente, le Théoreme est démontré.

Définition 7.32 : Sia € A, on note D(a) l'ouvert Spec(A) — V(aA) de Spec(A).
On a alors les deux conséquences suivantes immédiates du Théoreme.

Corollaire 7.33 : Soit a € A. L’application P’ — P'N A, de Spec(A,) dans Uouwvert D(a) de
Spec(A) , est un homéomorphisme, pour la topologie de Zariski.

Corollaire 7.34 : Si P est un idéal premier de A, ’idéal P Ap est ['unique idéal mazimal de [’anneau
Ap (autrement dit, l'anneau Ap est local d’idéal mazimal PAp ).

Signalons enfin I’énoncé bien commode qui suit.

Corollaire 7.35 : Soit A C B une inclusion d’anneaux. Soient S une partie multiplicativement
stable de A et P un idéal premier de A disjoint de S. Si N un idéal premier de B disjoint de S,

NNA=P <<= NS'BNS'A=PS A

Démonstration :

Supposons NN A =P. Ona (NS'BNB)NA=P, donc ( NST'BNSTA)NA=P. Ceci
implique NS™1B N S™1A = PS~1A d’apres le Théoréme.

Réciproquement, si NS™T'1BNS™1A =PS 1A, ona NS'BNSTANA="7P, donc NS™'Bn
BNA=Pet NNA="P (en utilisant deux fois le Théoréme).



7.5. LOCALISATION ET ANNEAUX FACTORIELS. 61

7.5 Localisation et anneaux factoriels.

Théoreme 7.36 : Si A est un anneau factoriel et S une partie multiplicativement stable de A, alors
SYA est un anneau factoriel.

Démonstration : Remarquons d’abord que si a € A est un élément irréductible tel que aAN S = 0,
alors aS™' A est un idéal premier de S™'A (Théoreme 7.31) et a est un élément irréductible de S~ A.
Montrons alors que tout élément de S~'A est produit de tels éléments et d’unités de S~1A.
Soit a/s € ST'A. Soit a = a;...a,, une décomposition de a en produit d’éléments irréductibles de
A. Sia;ANS # 0, il est clair que a; est une unité de S™*A. Donc a/s = (ai/1)...(a,/1)(1/s) est la
décomposition annoncée.

Nous pouvons maintenant démontrer rapidement le Théoreme 1.60.

Théoréme 7.37 : Si A est factoriel, l'anneau de polynémes A[X] est factoriel.

Les éléments irréductibles de A[X] sont

(i) les scalaires irréductibles,

(i1) les polynomes P € A[X] tels que les coefficients de P sont sans facteur commun (de pged 1)
et que P est un polynome irréductible de K[X], ou K est le corps des fractions de A.

Démonstration :

Remarquons d’abord que si P = QR, ou P,Q, R € A[X], et si @ et R sont sans facteurs scalaires
irréductibles, alors P est sans facteur scalaire irréductible.

Soit ¢ € A un scalaire irréductible. Alors cA[X] = Ker(A[X] — (A/cA)[X]) est un idéal premier
de A[X]. Donc si ¢ divise PQ, on a PQ € cA[X] et P € cA[X] ou Q € cA[X].

Remarquons ensuite, c¢’est clair, que si P est sans facteur scalaire irréductible et si a et b sont
deux scalaires non nuls tels que a divise bP, alors a divise b.

Montrons enfin que si P € A[X] est sans facteur scalaire irréductible et irréductible dans K[X],
alors PA[X] est un idéal premier.

Supposons QR € PA[X], avec @, R € A[X]. Comme QR € PK[X] et comme PK[X] est premier,
on a, par exemple, @ € PK[X]. Donc il existe s € A, s # 0, tel que sQ € PA[X]. Soit sQ) = PP;.
Mexistet € A, t#0, tel que P, =tP" ou P’ € A[X] est sans facteur scalaire irréductible. Comme
sQ = tPP', ou PP’ est un polynome sans facteur scalaire irréductible, il est clair que s divise t et
Q = (t/s)PP € PA[X].

Les éléments irréductibles décrits dans I’énoncé engendrent donc tous des idéaux premiers. Il suffit
de prouver que tout élément P € A[X] est produit de tels éléments. Démontrons le par récurrence
sur le degré de P.

Cest clair si d°(P) = 0. Supposons d°(P) > 0.

Si P est irréductible, il n’a pas de facteur scalaire irréductible. Montrons que P est irréductible
dans K[X]. Sinon, P = RT, avec R,T € K[X] et 0 < d°(R),d°(T). 1l existe alors s € A tel que
sP = R'T', avec R',T" € A[X]. Soient r (resp. t) un pged des coefficients de R’ (resp. 7"). On a
alors sP = rtR"T"”, ou R” et T” sont sans facteurs scalaires irréductibles, donc R"T" aussi. Il en
résulte que s divise 7t . Donc P = (rt/s)R"T" est réductible, c’est une contradiction.

Si P est réductible, soient s un pged de ses coefficients et P = P/s. Si P’ est irréductible, nous
venons de voir qu'il est irréductible dans K[X]. Si P’ n’est pas irréductible, il existe R, T € A[X], avec
d’(R),d(T) < d°(P'), tels que P’ = RT. On conclut par récurrence. Le Théoreme est démontré.
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7.6 Localisation et décomposition primaire.

Théoréeme 7.38 : Soit A un anneau noethérien.

(1) Soit Q un idéal primaire de A. Si QNS =0, alors QS A est un idéal primaire de S™*A et
QS 'ANnA=Q.

(i) Soit Q' un idéal primaire de ST'A. Alors (Q' N A) est un idéal primaire de A disjoint de S.

On a ainsi définie une bijection respectant l’inclusion entre l’ensemble des idéaux primaires de A
disjoints de S d’une part, et l’ensemble des idéaux primaires de S™'A d’autre part.

Démonstration : Elle est pratiquement identique a la précédente.

(i) Si (a/s)(d’'/s') € QST'A, il existe t € S tel que taa’ € Q. Comme t" ¢ Q pour tout n, ceci
implique aa’ € Q, donc a™ € Q ou a™ € Q pour n assez grand.

Soit a € QSTTAN A. Tl existe @’ € Q et s € S tels que a/1 = a’/s. Autrement dit, il existe t € S
tel que tsa € Q. Comme S est multiplicativement stable et disjointe de Q, on sait que (ts)" ¢ Q pour
tout n > 0. Mais Q est primaire, donc ceci implique @ € Q. On a montré I'inclusion PS~'ANA C P,
donc (i).

Pour (ii), supposons ab € Q' N A, donc (a/1)(b/1) € Q". Sia/l ¢ Q', il existe n tel que b"/1 € Q',
donc 0" € Q' N A.

Le Théoreme est démontré.

Corollaire 7.39 : Soit A un anneau noethérien. Soient T un idéal de A et T = NTQ; une
décomposition primaire de . Alors

(i) IS™'A=nN(gns=nQiS A
est une décomposition primaire de ZS™'A (dans ST'A).

(i) IST'ANA=N0ins-0)Qi

est une décomposition primaire de ZS~'AN A (dans A).
St la décomposition primaire de I est minimale, ces deuzr décompositions primaires sont aussi
mainimales.

Démonstration : On sait que si Q; NS # 0, alors Q;S7'A = S7'A. Sinon, d’apreés le Théoréme
précédent, Q;S1A est un idéal primaire et Q;S*AN A = Q,;. Le Corollaire se déduit alors du
Lemme 7.28 pour (i) et du Lemme général suivant pour (i) :

Lemme 7.40 : SoientT et J deuz idéauz de A. On a (ZNJ)STLANA = (ZSTTANA)N(T S LANA).

Démonstration du Lemme : Il y a une inclusion évidente. Soit a € ZST'TAN AN TS TANA. 1l
existe s,t € S, b€ T et ¢c € J tels que a/1 = b/s = ¢/t. On en déduit I'existence de r € S tel que
ra=d €INJ,donca/l=d/re(ZnJ)StAetaec(INJ)STANA.

Corollaire 7.41 : L’anneau A est noethérien. Soient T un idéal de A et T = N} Q; une décomposition
primaire minimale de Z. Si l'idéal premier P; = \/Q; est un idéal premier minimal de I, alors

Q; = TAp N A.
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Démonstration du Corollaire : C’est une conséquence immédiate du Corollaire précédent. Si P est
un idéal premier associé a I différent de P;, on a P ¢ P; car P; est minimal. On en déduit Q; ¢ P;
pour j # i, et on applique alors le Corollaire précédent.

Remarque : Rappelons que les idéaux premiers associés & Z (ou A/Z) sont uniquement déterminés
par Z. Nous venons de prouver qu’il en allait de méme des composantes primaires de Z suivant un
idéal premier minimal de Z. Autrement dit,

Théoreme 7.42 :

Soient T = N1Q; et T =N Q. deur décompositions primaires minimales de Z ordonées telles que
R(Q) = R(Q).

Si R(Q;) = R(Q}) est un idéal premier minimal de T, on a Q; = Q..

SiP=R(Q)=R(Q), onaQ =Q =IApNA.
7.7 Retour sur les idéaux premiers minimaux.

Définition 7.43 : Soient M un A-module et P € SuppM. On dit que P est un idéal premier
minimal de M si Supp(Mp) = {PAp}.

Remarque : On vérifie immédiatement que cette définition est compatible avec la Définition 3.28
donnée dans le cas ou A est noethérien et M de la forme A/Z.

Proposition 7.44 : Si P est un idéal premier minimal de A et si a € P, il existe un entier positif
r et un élément s ¢ P tels que a”s = 0.

Démonstration : Soit a’ I'image de a dans Ap par I'application de localisation. Comme P Ap est le
nilradical de Ap, il existe r tel que a” = 0. Il existe donc s ¢ P tel que a"s = 0. Le Corollaire est
démontré.

Définition 7.45 (puissances symboliques d’un idéal premier) :
Soient A un anneau (non nécessairement noethérien) et P un idéal premier de A. La puissance
symbolique n-iéme de P est l'idéal
P =PrA,N A,
Exercice : Démontrer les deux Propositions suivantes.
Proposition 7.46 : Si M est un idéal mazimal, alors M™ = M".
Proposition 7.47 : Si P = aA, alors P™ = a"A = P™.

Comme il est clair que P est un idéal premier minimal de P", on a ’énoncé suivant.

Proposition 7.48 : Si A est noethérien, P™ est la composante P-primaire de P™.
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7.8 Localisation et idéaux premiers associés.

Théoréme 7.49 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Alors

PSTA € Ass(ST'M) <= P € Ass(M) etP NS =.

Démonstration : Soit P un idéal premier de A tel que PN S = 0. Si P € Ass(M), il existe x € M
tel que P =0 : z, soit A/P ~ Ax. Ceci induit un isomorphisme

STTA/PSTTA~ ST Ar Cc ST M,
donc PS™1A =0 : z, o1 on a confondu x avec son image dans S~'M. Nous avons prouvé
PSTA € Ass(STIM).
Réciproquement, supposons PS™1A € Ass(S™M). 1l existe z € M et s € S tels que
PSA=(0:(z/s)).
On en déduit d’abord PS™*A = 0: (z/1) et ensuite qu’il existe t € S tel que P = (0 : tx).

Corollaire 7.50 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Les idéaux
premiers minimauz de M sont en nombre fini, tous associés a M.

Démonstration : Si Supp(Mp) = {PAp}, on a évidemment Ass(Mp) = {PAp}, donc P € Ass(M),
d’apres le Théoreme 7.49. Comme Ass(M) est fini, la démonstration aussi.
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Extensions entieres d’anneaux.

8.1 Eléments algébriques, éléments transcendants, éléments
entiers.

Définition 8.1 : Soient A un sous-anneau d’un anneau B et x un élément de B.

On dit que x est algébrique sur A s’il existe un polynome non nul P € A[X] tel que P(x) = 0. Si
x n’est pas algébrique sur A, on dit que x est transcendant sur A.

On dit que x est entier sur A s’il existe un polynome unitaire P € A[X] tel que P(z) = 0.

Remarques :
(i) Entier implique évidemment algébrique.
(i) Si A est un corps, entier et algébrique sont équivalents

Définition 8.2 : Si apx™ +a;2™ ' + ...+ a, = 0 est une relation non triviale, & coefficients a; € A,
on dit que c’est une relation de dépendance algébrique de x sur A. Si ag = 1, c’est une relation de
dépendance intégrale sur A.

Définition 8.3 : Si K est un corps et si x est algébrique sur K, le polynome minimal de x sur K
est l'unique polynome unitaire engendrant l'idéal mazimal de K[X]| noyau de I’homomorphisme de

K-algébres K[X] — K|z] tel que X — .

Proposition 8.4 : Le degré du polynome minimal de x sur K est le rang du K-espace vectoriel

Démonstration : Soit P = X" +a; X" ' +...+a, le polynéme minimal de z sur K. On a K[X]/(P) ~
Klz]. Tl est clair que (1,2, ...,2" ') est une base de K|[z] sur K.

ATTENTION : Il n’y a pas de polynome minimal pour un élément x entier sur un anneau A.
De plus, si A[z] est clairement un A-module de type fini (voir le Théoreme qui suit), ce n’est pas en
général un A-module libre.

Théoréme 8.5 : Soient A un sous-anneau d’un anneau B et x un élément de B. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

65
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(i) x est entier sur A.

(ii) La A-algébre Alz] est un A-module de type fini.

(7ii) 1l existe un Alx]-module M, d’annulateur nul, qui est un A-module de type fini pour sa
structure induite.

Démonstration : Si z est entier sur A, il existe un polynéme unitaire P € A[X] tel que P(x) = 0,
donc une relation

4 ar" Vo Fapr+a, =0,

a coefficients a; € A. Il en résulte que 2" est contenu dans le sous-A-module de B engendré par
1,z,...,2" ' Les relations

2 4 T 4 4 a, 2™ 4 ae™ =0,

montrent que "™ appartient au sous-A-module de B engendré par 1,x, ..., 2"~ Une récurrence
évidente montre alors que toutes les puissances de x sont contenues dans le sous-A-module de B
engendré par 1,z,...,2" !, On a prouvé (i) = (ii).

(1) = (iii) est évident en prenant M = A[zx].

Pour (7i1) = (i), on utilise le Théoreme de Cayley-Hamilton revisité.

Soit (z1, ..., 2,) un systeme de générateurs de M comme A-module. II existe a;; € A tels que
rz; = yj a;;x;. Le polynéme P(X) = det(XI,x, — (a;;)), & coefficients dans A, est unitaire, et
on sait que I’endomorhisme P(z) de M, i.e. la multiplication par P(x) dans M, est nul (Cayley-
Hamilton). Donc P(z) est dans 'annulateur du Alz|-module M que nous avons supposé nul. Il reste
P(x) =0, donc z est entier sur A.

Corollaire 8.6 : Si z est entier sur A, alors tout élément de Alx| est entier sur A.

Démonstration : Si y € Alz], alors A[z] est évidemment un A[y|-module qui est un A-module de
type fini. De plus, comme 1 € A[z], son annulateur est (0).

Remarque : En démontrant le Théoreme 8.5, nous avons aussi prouvé le résultat ”plus précis”
suivant :

Proposition 8.7 : Soit T un idéal de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l existe une relation ™ + byz" ' + ... + b, = 0, avec b; € T pour touti.
(ii) La A-algébre Alx] est un A-module de type fini et il existe un entier m tel que x™A[x] C TA[x].
(#i) 1l existe un Alx]-module M, d’annulateur nul, qui est un A-module de type fini pour sa
structure induite et un entier m tel que x™M C IM.

Démonstration :

Les implications (i) = (i) = (7i7) sont tout aussi évidentes que pour le Théoreme 8.5. Pour
(13i) = (1), il suffit de prouver que 2™ est racine d’une équation de dépendance intégrale a coefficients
non dominants dans Z. Autrement dit on peut supposer xM C ZM. On revient a la démonstration
du Théoréme 8.5 en remarquant qu’on peut prendre a;; € Z. Dans ce cas les coefficients non
dominants du polynome P(X) = det(XI,x, — (a;j)) sont dans Z.
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8.2 Extensions finies, extensions entieres, extensions algébrique
d’anneaux.

Définition 8.8 : Sitout élément de B est algébrique (resp. entier) sur A, on dit que B est algébrique
(resp. entier) sur A, ou que A C B est une extension algébrique (resp. entiere) d’anneauz.

Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux tels que B est algébrique (resp. entier) sur f(A),
on dit que I’homomorphisme f est algébrique (resp. entier) (et parfois que B est algébrique (resp.
entier) sur A, par abus de langage).

Définition 8.9 : On dit qu’une extension A C B d’anneaux est finie si B est un A-module de type

fini.

Proposition 8.10 :

(i) Si B est entier (resp. fini) sur A et si J est un idéal de B, alors B/J est entier (resp. fini)
sur A/(J NA).

(i1) Si B est entier (resp. fini) sur A et si S est une partie multiplicativement stable de A, alors
S~1B est entier (resp. fini) sur ST'A.

Démonstration : (i) est évident. Pour (ii), considérons z/s € S™'B. Comme z est entier sur A, il
existe une relation 2" 4+ a1 2" ' + ... + an_12 + a,, = 0, & coefficients a; € A. Elle induit une relation

(2/8)" + (@1/8)(@/s)" " + 4 (@ns /8" ) (/5) + an/s" = 0,

qui montre que z/s est entier sur S7tA. Si de plus (1, ...,7,) est un systeme de générateurs du
A-module B, on sait que (z1/1,...,x,/1) est un systéme de générateurs du S~ A-module S~!B.

Le Théoreme 8.5 a la conséquence immédiate suivante :
Théoreme 8.11 : Une extension finie d’anneauz est entiére.

Théoréme 8.12 : Si A C B et B C C sont deuz extensions finies, alors A C C est une extension

finie.

Démonstration : Soient (b, ...,b,) un systeme de générateurs de B comme A-module, et (cy, ..., ¢p)
un systeme de générateurs de C' comme B-module. Si z € (] il existe des éléments y; € B tels que
z = Y yic;. Mais il existe des éléments x;; € A tels que y; = > x;;b;. On en déduit z = ) z;;0;¢;,
donc (bjc;);; est un systeme fini de générateurs du A-module C.

Corollaire 8.13 : Si A C B et B C C sont deux extensions entieres, alors A C C' est une extension
entiere.

Démonstration : Soit z € C. Si 2™ + b1 2" 1 + ... + " = 0 est une relation de dépendance intégrale
de z sur B, il est clair que z est entier sur la sous-A-algebre B' = Alby, b, ..., b,] de B. D’apres la
Proposition B’ est une extension finie de A. Comme B[] est finie sur B’, on en déduit que B’[z] est
finie sur A, donc B’[z] est entier sur A et z est entier sur A.
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Corollaire 8.14 : L’ensemble des éléments de B entiers sur A est une sous-A-algebre de B. C’est
la fermeture intégrale de A dans B.

Démonstration : Si z et y sont deux éléments de B entiers sur A, il suffit de montrer Alx,y] est fini
sur A.

Mais Afz] est fini sur A. Comme y est entier sur A, il est entier sur A[z]. Donc Az, y| est fini
sur Alx] qui est fini sur A. Alors A[x,y] est fini sur A d’apres la Proposition.

Exercice : Démontrer la Proposition suivante :

Proposition 8.15 : Si A’ est la fermeture intégrale de A dans B et si S est une partie multiplica-
tivement stable de A, alors S™'A’ est la fermeture intégrale de S™*A dans S™'B.

Définition 8.16 : Si tout élément de B entier sur A est dans A, on dit que A est intégralement
fermé dans B.

Définition 8.17 : Si un anneau intégre A est intégralement femé dans son corps des fractions, on
dit que A est intégralement clos.

Exercice : Démontrer le Théoreme suivant :
Théoreme 8.18 : Un anneau factoriel est intégralement clos.
L’énoncé qui suit sera démontré en travaux dirigés.

Théoréme 8.19 : Si A est un anneau integre et intégralement clos, l’anneau de polynomes A[X]
est intégralement clos.

Proposition 8.20 :

(i) Si A est intégralement fermé dans B et si S est une partie multiplicativement stable de A,
alors STYA est intégralement fermé dans S~'B. En particulier, si A est intégralement clos, alors
S—LA est intégralement clos.

(i) Réciproquement, soit A C B est une extension d’anneauzr. Pour que A soit intégralement
fermé dans B, il faut et il suffit que pour tout idéal maximal M de A ['anneau local Apq soit
intégralement fermé dans S™'B, ot on a posé S = A — M. En particulier, si A est intégre et
st Apnq est intégralement clos pour tout idéal maximal M de A, alors A est intégralement clos.

Démonstration : (i) se déduit immédiatement de la Proposition 8.15.

Pour (ii), soit « € B un élément entier sur A. Alors pour tout idéal maximal M de A, il existe
a € Aet s e A— M tels que /1 = a/s € Ay 1l en résulte que I'idéal ”conducteur” A : z de x
dans A n’est contenu dans aucun idéal maximal de A. C’est donc I'idéal unité et x € A.
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8.3 Les Théoremes de relevement
Dégageons d’abord ’énoncé suivant , dont nous saisirons rapidement 'importance.

Théoréme 8.21 : Si A C B est une extension entiére d’anneauz intégres, A est un corps si et
seulement si B est un corps.

Démonstration : Supposons d’abord que A est un corps. Soit z € B, = # 0.

Soit 2"+ a2 1+ ...+ a,_17+a, = 0 est une relation de dépendance intégrale de degré minimum,
de x sur A. Alors a,, # 0, sinon on peut diviser par z et on trouve une relation de degré (n —1). On
en déduit z(z" ' + a1z"? + ... + a,_1)a,! = —1, donc z est inversible.

Réciproquement, supposons que B est un corps. Soit a € A, a # 0. Alors a=! € B. Donc il existe
une relation ™™ + a;a'™" + ... + ap_1a” ' + a, = 0, avec a; € A. En multipluant cette relation par
a" ', on en déduit

at=—(a; +aga+ .. +a,_1a"?+aad"t) €A

Donc a est inversible dans A.

Corollaire 8.22 : Soient K C L est une extension de corps et x € L. Alors x est algébrique sur K
si et seulement si K[x] est un corps.

Démonstration : Si z est algébrique sur K, alors K[z] est une extension entiére integre du corps K,

donc un corps d’apres le Théoreme. Sinon, K[z est isomorphe & ’anneau de polynémes K[X], donc
vt ¢ Klx].

Corollaire 8.23 (du Théoréme 8.21) : Si A C B est une extension entiére d’anneauz et si P est
un idéal premier de B, alors P est mazximal si et seulement si lidéal PN A de A est mazimal.

Démonstration : Comme A/(P N A) C B/P est une extension entiere d’anneaux integres, c’est le
Théoreme précédent.

Théoréme 8.24 : Soit A C B une extension entiére d’anneauz.
(i) Si P est un idéal premier de A, il existe un idéal premier P' de B tel que P’ N A ="P.
(ii) Si P' et P” sont deux idéauz premiers de B tels que

PICPII et plﬂA:PHﬂA’
alors P' = P”

Démonstration : Supposons d’abord que P est I'unique idéal maximal de A. Alors on sait, d’apres
le Corollaire précédent, que si M est un idéal maximal de B, on a M N A =P, ce qui démontre (i)
dans ce cas.

Dans le cas général, considérons la partie multiplicativement stable S = A — P. Alors S™!B est
entier sur 'anneau S™'A = Ap. Mais nous savons que ce dernier anneau est local d’idéal maximal
PS~LA ie. PS~1A est son unique idéal maximal. D’apres le cas précédemment étudié, il existe un
idéal premier (nécessairement maximal ) M de S™'B tel que M N S™'A = PS™'A. Prenons alors
P'=MnNB. On a

PNA=MNBNA=MNSTANA=PS AN A="P.
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Pour (ii), posons S = A—P,ou P =P NA=P'NA Comme PS'A est un idéal maximal
se S7A, les idéaux premiers P'S™!B et P"S !B de S~'B sont maximaux. L’inclusion P'S™!B C
P"S~1B démontre 1'égalité annoncée.

Corollaire 8.25 (Le premier Théoréme de relévement) :
Si Py C P1 est une suite croissante d’idéaux premiers de A et si P’y est un idéal premier de B
tel que P'o N A = Py, il existe un idéal premier P’y de B tel que P'o C P’y et que P’y NA="P;.

Démonstration : Comme A/Py C B/P’y est une extension entieére, il existe un idéal premier N de
B/P'y tel que NN (A/Py) = P1/Po. Si P’y est I'idéal premier de B tel que P’y /P’y = N, il est clair

qu’il a les propriétés annoncées.

Théoréme 8.26 (Le deuziéme Théoreme de relévement) :

Soient A un anneau intégralement clos et A C B une extension entiére d’anneaux intégres. Si
Py C P1 est une suite croissante d’idéaux premiers de A et si P’y est un idéal premier de B tel que
P'iNA="Py, il existe un idéal premier P'y de B tel que P’y C P’y et que P'oN A =Py.

La démonstration de ce résultat est singulierement plus délicate que celle du précédent. Elle
repose sur les deux Lemmes suivants :

Lemme 8.27 : Soit A C B une extension d’anneauz. Si P un idéal premier de A tel que PBNA =
P, il existe un idéal premier P’ de B tel que P'N A =P.

Démonstration du Lemme : Supposons d’abord que P est un idéal maximal de A. Comme PB est
un idéal de B, il existe un idéal maximal P’ de B contenant PB. On a nécessairement P’ N A = P.
En général, soit S = A — P. C’est une partie multiplicativement stable de A et de B. On vérifie
facilement PS™'!BNS™1A=PS 1A
Compte tenu du cas précédent, il existe un idéal maximal A" de S~ B tel que NNS—1A = PSLA.
SiPP=NNB,onaP NA=P, dapres le Corollaire 7.35.

Lemme 8.28 : Soient A un anneau intégralement clos et A C B une extension entieres d’anneaux
intégres. Soient v € B et P € K(A)[X] le polynome minimal de x sur le corp des fractions K(A) de
A

(i) Les coefficients de P sont dans A.

(ii) Si P est un idéal premier de A tel que x € PB, les coefficients non dominants de P sont
dans P.

Démonstration du Lemme : Nous admettons que le corps des fractions de B est contenu dans un
corps algébriquement clos L. Il existe alors des éléments xy, x, ..., x, € L tels que P =[]} (X — z;).
Le polynome P est donc de la forme

P(X)=X"= (O z)X" '+ O @) X" + 4 (1) 2122 2.
1 1<j

Soit o + byz"! + ... + b, = 0 une relation de dépendance intégrale de x sur A. Le polynome
Q= X"+ b0 X" + ... + b, & coefficients dans A, donc dans K(A), est un multiple de P dans
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K(A)[X]. On en déduit Q(x;) = 0. Les éléments z; sont donc entiers sur A. Les coefficients de P
aussi, compte-tenu de la description faite plus haut, ce qui démontre (i).

Supposons de plus x € PB. On sait (Proposition 8.7 ), qu’il existe une relation de dépendance
intégrale 2" + biz" ' + ... + b, = 0, avec b; € P. On a, pour tout i,

i + bzl 4+ b, = 0.

Si B' = Alxy, ..., z,), on en déduit i € PB’ pour tout i. Comme B’ est entier sur A, il existe P’
un idéal premier de B’ tel que P’ N A = P. Alors z] € P’ implique x; € P’. Les coefficients non
dominants de P sont donc dans P'N A =P, et (ii) est démontré.

Démonstration du Théoreme 8.26 : Les idéaux premiers de B contenus dans P; sont en bijection
naturelle avec les idéaux premiers de Bp/,. Compte-tenu du Lemme 8.27, on doit donc prouver
Ponll NA= Po.

Soit x/s € PyBp, N A, avec x € PyB et s € (B —P'y). Comme a = /s € A C K(A), on a
K(A)[z] = K(A)[sa] = K(A)[s]. Les polynomes minimaux de x et s sur K(A) ont donc méme degrés
(Proposition 8.4).

Soit P = X"+ b0, X" ! + ... + b, le polynome minimal de z. D’apres le Lemme 8.28, on a b; € Py
pour tout i. Comme X" + (by/a)X" '+ ...+ (b,/a") est le polynome minimal de s, on a (b;/a’) € A
pour tout i (Lemme 8.28). Si a ¢ Py, a'(b;/a’) € Py implique (b;/a’) € Py, donc s™ € PyB C P';.
C’est une contradiction et le Théoreme est démontré.
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Chapter 9

Lemme de normalisation. Théoremes des
ZEros.

9.1 Degré de transcendance.

Définition 9.1 : Soient A un anneau et R une A-algébre. Des éléments xq,...,xs de R sont dits
algébriquement libres (ou indépendants) sur A si 'application de A-algébres

A[Xl,...,XS] —>A[LU1,...,IS] PHP(SL’l,...,LEn)
est un isomorphisme.

Définition 9.2 : Soit K C L une extension de corps. On dit que des éléments x1, ...,x, € L forment
une base de transcendance de L sur K si :

(i) x4, ..., x, sont algébriquement libres sur K.

(ii) L est algébrique sur le corps des fractions K(xy, ..., Ty,).

Théoreme 9.3 : Soit K C L une extension de corps. St L a une base de transcendance an éléments
sur K et si xy,...,x, € L sont algébriquement libres sur K, alors L est algébrique sur le corps des
fractions K(xy, ..., Ty,).

En particulier, toutes les bases de transcendance de L sur K ont n éléments.

Démonstration :

On suppose que n est le plus petit entier m tel qu’il existe une base de transcendance a m
éléments, de L sur K. On fait une récurrence sur n, I’énoncé étant évident pour n = 0.

Soit (z1,...,2,) € L une base de transcendance de L sur K . Comme x; est algébrique sur
K(z1,...,2n), il existe un polynéme f € K|[Zi,...,Z,, X1], non nul, tel que f(z1,...,2,,21) = 0.
Comme x; est transcendant sur K, le polynome f dépend des z;, par exemple de z;. On en déduit
que z; est algébrique sur K(zs, ..., z,,21), donc que L est algébrique sur ce corps. D’apres le choix
minimal de n, les éléments 2, ..., z,,, z1 forment une base de transcendance de L sur K. Donc 29, ..., 2,
est une base de transcendance de L sur K(x;), et on conclut évidemment par récurrence sur n.

Définition 9.4 : Soit K C L une extension de corps.

73
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Si L admet une base de transcendance a n éléments sur K, on dit que L est de degré de tran-
scendance n sur K et on écrit n = trd%(L).

St L n’admet pas de base de transcendance finie, on écrit trd3; (L) = oo.

Si A C B est une extension d’anneauz intégres, de corps des fractions respectifs K(A) et K(B),
on pose trd)(B) = trdy 4 (K(B)).

9.2 Le Lemme de normalisation.

Théoréme 9.5 (Lemme de Normalisation) :

Soit A = K|z, ..., x,) une algébre de type fini sur un corps infini K. Il existe (y1,...,y,) € A tels
que:

(i) Les éléments y; sont algébriquement libres sur K.

(ii) A est entier sur l'anneau Klyy, ..., y,].

(111) Les €léments y; sont des combinaisons linéaires, a coefficients dans K, des x;.

Lemme 9.6 : Soit F € K[Xy,..., X,,] un polynome non nul. Si K est infini, il existe (ay,...,a,) €
K" tel que F(ay,...,a,) # 0.

Ce résultat, intuitivement clair, mérite une preuve par récurrence sur n. Il est classique pour
n <1.

On peut supposer que F' dépend de la variable X,,. On ordonne F' par rapport a cette variable.
On a F = Go(Xy,...; Xp1) X] 4+ oo + G (X4, ooy Xpim1), o0t Go(X7, ..., Xi—1) # 0. Par hypothese de
récurrence, il existe (ay,...,a,_1) € K" ! tel que Go(ay, ..., a,_1) # 0. Le polynome en une variable
Go(ay,...,an_1) X! + ...+ Gr(a1, ..., an—1) n'est donc pas nul. 1l existe a,, € K qui n’est pas racine de
ce polynome.

Définition 9.7 : On rappelle qu’un polynome F € K[X;,...,X,] est homogéne de degré r s’il est
combinaison de monomes de degré r.

Il est clair que si F' est un polynoéme homogene de degré r , on a
F(azy,azs, ...,azx,) = a" F(x1, 29, ..., xy).

Lemme 9.8 : Soient K un corps infini et f € K[Xy, ..., X,,] un élément non nul et non inversible.
Il existe Yy, ..., Y1 € K[X4, ..., X,,] telles que

(1) Y; est une combinaison linéaire des X; pour tout i,

(i) les classes Y; des éléments Y; dans K[X1, ..., X,]/(f) sont algébriquement libres,

(1ii) K[Xq,..., X,/ (f) est entier sur K[Y1, ..., Y, 1].

Démonstration du Lemme : Soit f = F,. + ...+ F, ou F; est homogene de degré i et F,. # 0. Il existe
un élément (by, ..., b,) # (0, ...,0) de K™ tel que F,.(by,...,b,) # 0. Quitte a permuter les X;, on peut
supposer b, # 0. On pose a; = b; /by, et on a F,(ay,...,a,_1,1) # 0.

Posons Y; = X; — a;X,,, pour 1 <i < (n—1). Clairement K[X, ..., X,)] = K[V, ..., Y, 1, X,,].
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On a bien sur
E(X17 st Xn) = E(}/l + a/lXTH ceey YTL—I + aan7 Xn) = E(CLl? ceey -1, ]-)Xyzl + GZ<}/h S Yn—l; Xn)7

ou G; est un polynome homogene de degré ¢ dont le degré par rapport a la variable X,, est < 7. Il en
résulte

f(Xh "'aXn—laXn) - Fr(afb vy An—1, ]-)qu +g(}/1a "'7Yn—l)Xn)a

ot d% (g) < r. Ceci prouve bien que K[X1, ..., X,,]/(f) est entier sur K[Y7,...,Y,_1].
Il reste a démontrer que les éléments

Yi, . Y1 € K[X1, ..., X0]/(f)

sont algébriquement libres. Soit h € K[Y1,...,Y,_1] tel que h(Y1,...,Y,_1) = 0. Autrement dit, le
polynome h est dans l'idéal fK|[Y1,...,Y,_1,X,] de 'anneau de K|[Y1,...,Y,_1,X,]. Comme h ne
dépend pas de la variable X,, et comme f en dépend, on a h = 0. Le Lemme est démontré.

Démonstration du Théoreme (Lemme de Normalisation ), par récurrence sur n :

Si les éléments x4, ..., x, de A sont algébriquement libres sur K, il n’y a rien a prouver. Sinon,
montrons qu’il existe des combinaisons linéaires ), ..., x] _; des x; tels que A est entier sur le sous-
anneau K[z}, ...,z _4].

Considérons donc une relation f(z1, ..., z,) = 0 ou f(X1, ..., X,;) est un polynéme non nul. D’apres
le Lemme 9.8, il existe X7,...,X] | € K[Xy,...,X,], des combinaisons linéaires des X;, tels que
K[X1, ..., X,]/(f) est entier sur K[X], ..., X! ], ot X! = cl(X —1i) € K[Xy,..., X..]/(f).

/

Sixl = cl(X]) € K[xy,...,x,)], il est clair que K[z, ..., 2,] est entier sur K[z, ...,z ]

»¥n—1
Par hypothese de récurrence, il existe des éléments algébriquement libres yy, ...y, € K[z}, ..., 2] 4],
combinaisons linéaires des z}, tels que K[z}, ...,x] ] est entier sur K|y, ...y,]. Lemme de normali-

sation est démontré.

9.3 Les Théoremes des zéros.

Corollaire 9.9 (Théoréme des zéros) :
Soit K C L une extension de corps. On suppose que K est un corps infini et que L est une
K-algébre de type fini. Alors L est algébrique sur K (tout élément de L est algébrique sur K ).

Démonstration : Il existe un entier r > 0 et des éléments y1, ...,y de L, algébriquement libres sur
K, tels que L est entier sur K[y, ..., y.]. Si r > 0, soit P C P’ une chaine stricte d’idéaux premiers
de Klyi,...,y,]. Elle se reléve en en une chaine stricte d’idéaux premiers de L (premier Théoreme
de relevement). C’est idiot car L est un corps. Donc r = 0, i.e. le corps L est entier sur K (donc
algébrique).

Corollaire 9.10 : Soient K un corps algébriquement clos.
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(i) Si a = (ay,...,a,) € K", U'déal mazimal (X, — ay,...,X,, — a,,) de Uanneau de polynomes
K[Xy,...,X,] est le noyau de I’homomorphisme d’évaluation

e K[X1,.., Xn] = K, e,P)=Play,...,a,).
(ii) Tout idéal mazimal de ’anneau de polynomes K[X, ..., X,] est de cette forme, i.e.
(a1, ...,an) — (X1 —ay, ..., X — ay)

est une bijection entre les points de K™ et les idéaux mazimaux de K[X, ..., X,].
(#ii) Soit T un idéal de K[Xy, ..., X,]. Alors F(ay,...,a,) = 0 pour tout F' € T si et seulement si
Uidéal mazimal (X1 — aq, ..., X,, — a,,) de K[X;, ..., X,;)] contient Z, i.e.

(a1, .yap,) — ( Xy —aq, ..., Xpy —ay)/Z

est une bijection entre les points (ay, ...,a,) de K™ tels que F(ay,...,a,) = 0 pour tout F' € T et les
idéauxr mazimaux de K[X, ..., X,]/Z.

Démonstration : Comme (X; — ay, ..., X, — a,,) est un idéal maximal, évidemment contenu dans le
noyau de I'homomorphisme (non nul) d’anneaux e,, (i) est clair.

Pour (ii), soit M un idéal maximal. Le corps K[Xi, ..., X,;]/M est une K-algebre de type fini.
C’est donc une extension algébrique de K. Comme K est algébriquement clos, I’application composée

K — K[X1, ..., X,] = K[X1, ..., Xn]/ M

est un isomorphisme. Donc, pour tout ¢, il existe a; € K ayant la méme image que X; dans
K[Xy,...,X,]/M. Ceci démontre (X; — ay,...,X,, — a,) C M, donc 'égalité annoncée car (X; —
ai, ..., X, — a,) est un idéal maximal.

(iii) se déduit immédiatement de (ii).

Théoréme 9.11 (Théoréme des zéros fort) :

Soient K un corps algébriqguement clos, T un idéal de K|[X, ..., X,]. Soit V(Z) C K" l’ensemble
des points (ay, ...,a,) € K™ tels que f(ay,...,a,) = 0 pour tout f € T.

Sig € K[Xy,...,X,], alors g(ay,...,a,) = 0 pour tout (ai,...,a,) € V(I) si et seulement si
geVT.

Démonstration : Si g € v/Z, alors il existe r tel que g" € T et g(ay, ..., a,) = 0 pour tout (ay, ..., a,) €
V(I).

Si g ¢ VZ, l'idéal T est disjoint de la partie multiplcativement stable {g"},>o. Dans ce cas,
IK[Xy,...,X,], est un idéal de 'anneau localisé K[X7, ..., X,],. Soit alors M un idéal maximal de
K[Xy, ..., Xp], contenant ZK [ X7, ..., X, ],.

Rappelons qu’on a un isomorphisme naturel K[X;, ..., X,], ~ K[X;,...,X,,,T]/(Tg — 1). 1l en
résulte que K[Xq,..., X,], est une algebre de type fini sur K. L’anneau quotient K[Xq, ..., X,],/ M
est donc aussi une K-algebre de type fini. Comme c’est un corps, c¢’est une extension algébrique de
K (Théoreme des zéros faible). Comme K est algébriquement clos, on a K = K[Xj, ..., X,],/ M.

SiN =MnNK[Xy, ..., X,], on en déduit

K CK[Xy,..,X,]/N C K[Xy,.., X,]y/ M =K,
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Il en résulte que N est un idéal maximal de K[Xq,..., X,,]. 1l existe donc (ay,...,a,) € K™ tel que
N=(X;—-ay,..,X,—a,). Comme g¢ N, onag(ai,..,a,) #0.

D’autre part [K[X1, ..., X,], € M implique Z C N. Donc, f(ay,...,a,) = 0 pour tout f € Z, i.e.
(ay,...,a,) € V(Z). Le Théoréme est démontré.

Corollaire 9.12 : Dans une algébre de type fini sur un corps K, le radical d’un idéal I est l’intersection
des 1déauxr maximaux qui contiennent cet idéal.

Démonstration :
Il suffit bien sur de démontrer le résultat pour un anneau de polynémes K[Xj, ..., X,,|. Soient T
un idéal de K[X1, ..., X,| et

g € ﬁszM.

Supposons d’abord que K est algébriquement clos. On sait que les idéaux maximaux contenant
7 sont les idéaux (X — ay, ..., X;, — ap), avec (ay, ...,a,) € V(Z). Donc, on a g(ay,...,a,) = 0 pour
tout (aq,...,a,) € V(Z). Le Théoreme des zéros fort implique g™ € Z pour n assez grand.

Si K n’est pas algébriquement clos, soit L une extension algébrique de K qui est algébriquement
close. L[X7,..., X,;] est une extension entiere de K[X7, ..., X,].

Si M est un idéal maximal de L[X7, ..., X,,] contenant ZL[ X7, ..., X,;], alors M N K[Xq, ..., X,,] est
un idéal maximal de K[X7, ..., X,,| contenant Z. Il en résulte que ¢ est dans I'intersection des idéaux
maximaux de L[X7, ..., X,,] qui contiennent ZL[X}, ..., X,,]. Donc ¢" € TL[Xj, ..., X,] pour n assez
grand. Comme ZL[X7, ..., X,,] N K[X1, ..., X,,)] = Z (& vérifier), le Corollaire est démontré.

9.4 Anneaux de Jacobson.

Définition 9.13 : Un anneau dans lequel tout idéal premier est intersection didéaur marimaux est
un anneau de Jacobson.

Remarque : Il est clair qu'un anneau est de Jacobson si et seulement si le radical d’un idéal est
I'intersection des idéaux maximaux qui le contiennent.

Exercice : Démontrer 1’énoncé suivant.

Proposition 9.14 : Si A est un anneau de Jacobson, un fermé (resp. un ouvert) de SpecA est
déterminé par son intersection avec le sous-ensemble de SpecA formé par les idéauxr marimauz de
A.

Plus précisément, si F C SpecA est fermé et si I est l'intersection des idéaux mazimauz M € F,
on a

F=V(T).
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9.5 Chaines d’idéaux premiers d’une algebre de type fini
sur un corps.

Théoréme 9.15 : Soient K un corps infini et A une K -algebre intégre de type fini. Soient xy,...x, €
A des éléments algébriquements libres sur K tels que A est entier sur K|xy, ...x,].
(i) Toute chaine strictement croissante

Py C..CP

d’idéauz premiers de A est de longueur < n.
(ii) Toute chaine strictement croissante d’idéaur premiers de A se prolonge en une chaine de
longueur n.

Démonstration : Pour n = 0, (i) et (ii) sont évidents. Faisons une récurrence sur n.

Posons Q; = P; N K|zy,...z,]. C’est une chaine strictement croissante d’idéaux premiers de
K|z, ...x,] (d’apres le Théoreme 8.24 (ii)).

Soit f € Q;p un élément irréductible (on rappelle qu'un anneau de polynémes sur un corps est
factoriel). Alors

Q:1/(f) C ... Q/(f)

est une chaine strictement croissante, de longueur (I — 1), d’idéaux premiers de 'anneau integre
Klzy,...,x,]/(f). D’apres le Lemme 9.8, cet anneau est entier sur un sous-anneau de polynomes
K[Y1,...,Y,_1]. Donc, par hypothese de récurrence, on a (I — 1) < (n — 1).

Supposons mainteneant que la chaine (P;)o<;<; n’est pas prolongeable. On a Py = (0). Comme
fK[xy,..z,] C P1N K|xy,..x,] et comme K|[zi,...z,] est intégralement clos, on sait, d’apres le
second Théoréme de relevement, qu’il existe un idéal premier N' C Py de A tel que NN K|[z1,...z,] =
fK|[z1,...r,]. Comme la chaine Py C P; n’est pas prolongeable, on a nécessairement N = P;.

On en déduit que K[z, ...,x,]/(f) est un sous-anneau de 'anneau A/P; sur lequel celui-ci est
entier. Finalement, K[Y1,...,Y,_1] est un sous-anneau de polynomes de I'anneau A/P; sur lequel
celui-ci est entier.

Comme

(0) C 732/731 C...C Pl/Pl

est une chaine non prolongeable d’idéaux premiers de 'anneau integre A/Py, elle est de longueur
(n — 1) par hypothese de récurrence. Le Théoreme est démontré.

Corollaire 9.16 : Soient K un corps infini et A une K-algebre de type fini. Soient xq,..x, € A
des éléments algébriquements libres sur K tels que A est entier sur K[z, ...x,).
(i) Toute chaine strictement croissante

'Po C..CP

d’idéauz premiers de A est de longueur < n.
(i1) Une chaine strictement croissante et non prolongeable

Py C...CP

d’idéaux premiers de A est de longueur n si et seulement si Py N Klxy,...x,] = (0).
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Démonstration : C’est un exercice a faire.

Définition 9.17 : La dimension d’une algebre de type fini A sur un corps infini est la longueur d’une
chaine strictement croissante et non prolongeable d’idéauzr premiers de A de longueur mazimale.

On a donc démontré les énoncés suivants.

Théoréme 9.18 : Soit A est une algebre integre de type fini sur un corps infini K.

(1) dim(A) = trd%(A).

(ii) Toute chaine strictement croissante et non prolongeable d’idéauz premiers de A est de longueur
dim(A).

Théoréme 9.19 : Soit A une algebre de type fini sur un corps infini K. Soient Q et P deux idéaux
premiers de A tels que Q C P.
Si
Q=PyCPiC..CP =P

est une chaine non prolongeable d’idéaux premiers, on a
| =trd%(A/Q) — trdy%(A/P) = dim(A/Q) — dim(A/P).

En particulier toutes les chaines non prolongeables d’idéaux premiers joignant Q a P ont méme
longueur.

9.6 Appendice : Le "main theorem” de Zariski

Définition 9.20 : Soient B un A-algébre et N un idéal premier de B. On dit que N est isolé au
dessus de NNA s’il est mazimal et minimal parmi les idéauz premiers P de B tels que PNA = N'NA.

Théoréme 9.21 ("main theorem” de Zariski):
Soit S une R-algébre de type fini. Si N un idéal premier de S isolé au dessus de P = N N R, il
existe une sous-R-algébre finie R’ de S et un élément t € R’ — (N N R') tels que R, = S;.

Il suffit de démontrer ’énoncé suivant :

Proposition 9.22 Soit B une algebre de type fini sur un sous-anneau local A, d’idéal maximal P.
On suppose que A est intégralement fermé dans B. Si N un idéal premier de B isolé au dessus de

P=NnNA, alors A= B.

En effet, soient S = R[z1, ..., z,] et C la fermeture intégrale de R dans S. L’idéal premier N de
S est évidemment isolé au dessus de NN C et S = C|xy,...,x,]. Sila Proposition est démontrée, il
existe y; € C et t; € C — (N NC) tels que x; = y;/t;. Sit =[], il est clair que Ry, ..., yn, t] est
une R-algebre finie et que Sy = R[y1, ..., Yn, t]s

Démonstration de la Proposition 9.22 dans le cas B = A[z] :
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N /PA[z] est un idéal premier de A[z]/PA[z] isolé au dessus de I'idéal premier (0) du corps
A/P. Le quotient A[z]/PA[z]| de I'anneau de polynome (A/P)[X] ayant un idéal premier minimal
et maximal est nécessairement strict. Il existe donc une relation

"+ a, 2" M+ Fag € PAlzx].

Supposons d’abord que cl(z) est un élément inversible de A[x]/PA[x]. Multipliant s'il le faut
notre relation par une puissance de l'inverse de cl(x), nous pouvons supposer que ag € A — P, donc
que aq est inversible. La relation peut se préciser sous la forme

T4 Q2"+ ag =by + bz + ..+ byt

avec b; € P. Elle montre que x divise (ag — by) qui est un élément inversible de A, donc z est
inversible dans A[z].
Soit t = max(n,s). On en déduit une relation

((10 - bD)ZE_t -+ (a1 — bl)ﬂfl_t +...=0.

Elle démontre que 7! € A[z] est entier sur A. Comme A est intégralement fermé dans A[z], on a
z~! € A. Comme x est inversible dans A[z], on a 27! ¢ N, donc 7! ¢ P et 7! est inversible dans

A. Il reste A = Alx].
Si cl(z) n’est pas un élément inversible de A[x]/P Alz], posons
y=14+2"+ An1 2" 4+ ag.

Remarquons que x est entier sur Afy|, et que la classe de y dans A[z]/PA[x] est 1.

Posons M = N N Aly]. Montrons que M est isolé au dessus de P et que cl(y) € Aly|/PAly] est
inversible.

Comme Afz| est entier sur le sous-anneau Aly|, une chaine stricte d’idéaux premiers de Aly]
au dessus de P se releve en une chaine stricte d’idéaux premiers de A[z] au dessus de P (pre-
mier Théoreme de relevement). Elle induit évidemment une chaine stricte d’idéaux premiers de
Alz]/PA[z]. Nous avons vu que ce dernier anneau est un quotient stricte de I'anneau de polynéme
(A/P)[X], donc ses idéaux premiers sont minimaux et maximaux, et une telle chaine n’existe pas.

Sicl(y) € Aly]/PAly] n’est pas inversible, il existe un idéal premier M’ de A[y] tel que M'NA =P
et que y € M’. D’apres la premier Théoreme de relevement, cet idéal se releve en un idéal premier
N’ de Alz] tel que NN A =P et que y € N'. Mais ceci est impossible car nous avons vu que la
classe de y dans A[z|/PA[x] est 1.

Il reste que A = Afy]. Comme z est entier sur Aly|, on en déduit A = Alz].

Lemme 9.23 : Soient R C S une extension d’anneaux telle que R est intégralement fermé dans S,
et t € S un élément tel que S est fini sur R[t]. Si F' € R[X] est tel que F(t)S C RJt] (i.e. F(t) est
dans le conducteur de S dans Rl[t]) et si a est le coefficient dominant de F, il existe un entier r tel
que a”S C R[t] (i.e. a” est dans le conducteur de S dans R|[t]).
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Démonstration du Lemme 9.23 :

Supposons d’abord que F' est unitaire (a = 1).

Si d°F =0, alors F =1 et S = R[t].

Si F(t) = 0, alors t est entier sur R, donc S aussi et R = R[t] = S.

Si F(t) # 0, soit z € S. Il existe G € R[X] tel que zF(t) = G(t). Il existe H,Q € R[X] tels que
G =QF + H, avec d’H < d°F. Posant y =z — Q(t), on a yF(t) — H(t) = 0. Ceci induit la relation

F(t) =y H(1)

dans Panneau S,. Il en résulte que t est entier sur 'anneau R[y~!| (abus de langage). Comme y € S,
est entier sur R[t], il est entier sur R[y~']. Multipliant une relation de dépendance intégrale de y sur
R[y~!] par une puissance suffisante de y, on trouve que y est entier sur R. Donc y = — Q(t) € R
et z € R[t]. Finalement R[t] = S et le Lemme est démontré dans ce cas.

Dans le cas out F' n’est pas unitaire, on sait d’apres le cas précédent que R,[t] = S,. Soit (x1, ..., x,)
un systeme de générateurs de S comme R[t]-module. Il existe un entier r tel que a"x; € RJt]. Ceci
implique a”"S C RJt] et le Lemme est démontré.

Lemme 9.24 : Si A C C C B est une sous-extension d’anneauz, l'idéal M = N N C est un idéal
mazimal de C.

Démonstration du Lemme 9.24 :

Comme N est isolé au dessus de I'idéal maximal P de A, il est nécessairement maximal. Comme
B/N est une A/P-algebre de type fini, extension de corps A/P C B/N est finie (Théoreme des
zéros). La double inclusion A/P € C/M C B/N montre alors que C/M est une sous-extension
finie (de corps) et M est un idéal maximal de C.

Démonstration de la Proposition 9.22 dans le cas ou il existe 2 € B tel que B est fini sur Afz] :

Soit Z le conducteur de B dans A[z], i.e. l'idéal des éléments f € Alx] tels que fB C Alx]
(remarquer que Z est aussi un idéal de B). Soit M = N N A[z].

SiZ ¢ M, on a Alz|p = By. Montrons que dans ce cas M est un idéal premier de A[x] isolé
au dessus de P.

En effet, M est un idéal maximal de A[z] d’apres le Lemme 9.24. D’autre part, Alz|y = By
montre que M est minimal au dessus de P.

Compte tenu du cas déja étudié, nous savons que A = A[z]. Comme B est entier sur Alz], la
Proposition est démontrée dans c cas.

Si Z C M, cherchons une contradiction.

Soit Q un idéal premier de B tel que Z C Q C M et que Q est minimal parmi les idéaux
premiers contenant Z (comme B n’est pas supposé noethérien, 1’existence d’'un tel Q@ (minimal) n’a
pas été démontrée; ¢’est une variation sur le theme de Zorn). Notons A’, B’ 2/, N, ... les images de
A, B,x,N, ... dans B/Q et montrons que z’ est transcendant sur A’.

Sinon il existe un polynéome non nul G' € A'[X] tel que G'(z') = 0. Autrement dit, il existe un
polynome G € A[X], de coefficient dominant a ¢ Q, tel que G(x) € Q. D’apres le Corollaire 7.44, il
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existe y ¢ Q et un entier r tels que yG(z)" € Z. On a donc yG(x)"B C Alz]. Il en résulte que G(x)"
est contenu dans le conducteur de 'anneau Alx|[yB] dans A[z]. 1l est clair que 'anneau A[z][yB] est
un Alz]-module de type fini dans lequel A est intégralement fermé. On peut appliquer le Lemme 9.23
et il existe un entier s tel que a®yB C A[x]. Mais ceci implique ¢’y € Z C Q. Comme y ¢ Q, on en
déduit a® € Q, ce qui contredit notre hypothese sur a, donc on a démontré que x’ est transcendant
sur A’

Pour conclure la preuve de ce cas clef, il nous suffit de démontrer le Lemme général suivant :

Lemme 9.25 : Soient B un anneau intégre, x € B et A un sous-anneau de B tels que B est entier
sur Alz] et que x est transcendant sur A. Si N est un idéal premier de B, il n’est pas isolé au dessus

de N N A.

Démonstration du Lemme :

Supposons d’abord que A est intégralement clos. Alors A[z] est intégralement clos (Théoreme 8.19).
Soit M =N N Alx].

Comme Alz] est un anneau de polynomes sur A, I'idéal premier M n’est pas isolé au dessus de
MNA=NnNA. Appliquant le premier ou le deuxitme Théoréme de relévement suivant que M
est minimal ou maximal au dessus de M N A, on voit que N n’est pas isolé non plus au dessus de
NNA.

Si A n’est pas intégralement clos, soient A’ sa cloture intégrale et B’ la . cloture intégrale de B.
Il est clair que B’ est entier sur A'[z] et que z est transcendant sur A’. Si A/ est un idéal premier de
B’ tel que NN B =N, il n’est pas isolé au dessus de N/ N A’. On en déduit aisément que N n’est
pas isolé au dessus de NN A=N"NANA.

Démonstration de la Proposition 9.22 dans le cas général :

Supposons que B est fini sur la sous-A-algebre A[xy, ..., z,] et faisons une récurrence sur n.

Soit C' la fermeture intégrale de Alzy,...,z,_1] dans B. Comme B est fini sur C[z,] est comme
N est isolé au dessus de M = N N C, on déduit du cas précédemment traité que By = Cpy.

Montrons qu’il existe une sous-A[zy, ..., x,_1]-algebre finie B’ de C telle que

By, =Cpym pour N'=NNB =MnDB.

Soient z1, ..., z, un systeme de générateurs du Az, ..., z,|-module de type fini B.
Comme B = Alxy,...,xp_1][Tn, 21, ..., 2r] €t comme By = Cyy, il existe t € C — M tel que
tr,,tz1, ...tz € C.
Si B’ est la Alxy, ..., x,_1]-algebre finie engendrée par t,tx,,tz1,...,tz. et si N/ = M N B’ on a
évidemment
B, = Cp = By

Pour pouvoir conclure par récurrence sur n, il nous reste a démontrer que N’ est isolé au dessus
de P=N"NA.

D’apres le Lemme 9.24, nous savons que N’ est maximal, donc évidemment maximal au dessus
de P. D’autre part I’égalité B)\, = By montre clairement qu'’il est minimal au dessus de P.

La Proposition 9.22 est démontrée, le "main theorem” de Zariski est démontré.



Chapter 10

Anneaux noethériens intégralement clos.

10.1 Anneaux noethériens réduits.

Théoréme 10.1 : Si A est un anneau noethérien, les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) A est réduit (i.e. de nilradical (0)).
(i) Pour tout idéal premier P associé a A, 'anneau local Ap est un corps.
(#ii) Pour tout idéal premier P associé a A, l'anneau local Ap est intégre.

Démonstration :

Supposons d’abord A réduit. Dans ce cas (0) est intersection d’idéaux premiers. Comme tout
idéal premier contient un idéal premier minimal de (0), il est intersection de ses idéaux premiers
minimaux. Soient P;, avec i = 1, ...,n ces idéaux premiers minimaux (ils sont en nombre fini d’apres
le Théoréme 3.29).

(0) = N}P; est une décomposition primaire minimale de (0) et les P; sont les idéaux premiers
associés a (0). Il résulte alors du Corollaire 7.39 (i) que 0Ap, = P;Ap, pour i = 1,...,n. Donc Ap,
est un corps pour tout 7, et (i) implique (ii).

Il est évident que (ii) implique (iii).

Montrons que (iii) implique (i). Soit a un élément nilpotent de A. Soit P un idéal premier associé
a A. Alors a/1 € Ap est nilpotent donc nul (car Ap est un integre). On en déduit (0 : a) ¢ P
pour tout idéal premier P associé a A. D’apres le Lemme d’évitement, il existe s € (0 : a) tel que
s ¢ P pour tout idéal premier P associé a A. On sait que I'ensemble des diviseurs de zéro de A est
la réunion des idéaux premiers associés a A. Donc s n’est pas diviseur de zéro et sa = 0 implique
a=0.

Théoréme 10.2 : Soit A un anneau noethérien qui n’est pas le produit de deux anneauz.

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) A est integre.

(ii) Pour tout élément x € A et pour tout idéal premier N associé a AJ/xA, 'anneau local Ay
est integre.

Démonstration : Tout localisé d'un anneau integre est évidemment integre, donc (i) implique (ii).

Réciproquement, nous savons, d’apres le Théoreme précédent, que A est réduit. Supposons que
A n’est pas integre et montrons qu’il existe z € A et N' € Ass(A/xA) tel que Apn n'est pas integre.

83
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Considérons la décompositiom primaire minimale (0) = N}P;, avec n > 1, de I'idéal (0). Posons
P=Pret Q=N5P;. Ona (0) =PNAQ.

Si (P+ Q) = A, les idéaux P et Q sont comaximaux. L’application naturelle A — A/P x A/Q
est alors surjective (d’apres le Théoreme 1.52). Comme son noyau est P N Q = (0), elle est aussi
injective. On en déduit A ~ A/P x A/Q, ce qui contredit ’hypothese.

Si (P + Q) est un idéal strict, soit alors N € Ass(A/(P + Q)).

Montrons que Ay n’est pas integre. Comme NGP; = Q C N, il existe i > 1 tel que P; C N.
D’autre part P; C N, donc NV contient au moins deux idéaux premiers minimaux distincts, de A.
Rappelant la bijection, respectant l'inclusion, entre les idéaux premiers de A contenus dans N et les
idéaux premiers de Ay, on en déduit que Ay a au moins deux idéaux premiers minimaux distincts,
donc que Ay n’est pas integre.

Soient maintenant a et b des éléments de A tels que a € P et a ¢ P; pour ¢ > 1 d’une part, et
be Qetbé¢ P d’autre part. Remarquons qu’on a

aANDACPNQ=(0) , 0):a=nP;,=Q et (0):b="7P.

Montrons que N € Ass(A/(a + b)A).
Ona(a+b)A:a=(P+ Q). En effet,

ar=(a+by<salr—y)=by<salz—y) =by=0

Sr—yeQeyecPeosr=@x—-y +yec(P+9).
Comme N € Ass(A/(P + Q)), il existe ¢ € A tel que N = (P + Q) : ¢. Mais alors

acz € (a+b)Aecze (P+Q)&ze N,

donc N = (a + b)A : ac, soit N € Ass(A/(a+ b)A) et le Théoréme est démontré.

10.2 Anneaux noethériens intégralement clos.

Théoreme 10.3 : Soit A un anneau noethérien qui n’est pas le produit de deux anneaux. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(i) A est intégralement clos.

(i1) Pour tout élément v € A et pour idéal premier N associé a A/xA, Uanneau local Ay est
intégralement clos.

(iii) Pour tout élément x € A et pour idéal premier N associé & A/xA, Uanneau local Ay est un
corps ou un anneau principal.

Démonstration : Rappelons que tout localisé d'un anneau intégralement clos est intégralement clos,
donc (i) implique (ii).

Montrons que (ii) implique (i). D’apres le Théoreme précédent, on sait déja que A est integre.
De plus il est clair qu'un anneau intersection (dans son corps des fractions) d’anneaux intégralement
clos est intégralement clos. (i7) = (i) est donc une conséquence du Lemme plus général suivant :
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Lemme 10.4 : Soit A un anneau intégre. Soit E 'ensemble des idéaux premiers N de A tels qu’il
existe v € A avec N € Ass(A/zxA). Alors

A= NyepAn-

Démonstration du Lemme : A C NyepApn est clair.

Soit y/x € NyepAn. En particuler, on a y/r € Nyecassasza)An. 1l en résulte que y € Ay
pour N' € Ass(A/xA). On en déduit que zA : y ¢ N pour tout idéal premier N € Ass(A/zA).
Appliquant le Lemme d’évitement, on sait qu'il existe s € A : y tel que s ¢ N pour tout idéal
premier N' € Ass(A/xA). Nous savons alors que la classe de s dans A/zA n’est pas diviseur de 0.
Donc sy € zA implique y € zA et y/x € A et le Lemme est démontré.

Comme un anneau principal est intégralement clos, (iii) implique (ii). Le Lemme suivant prouve
que (ii) implique (iii), donc le Théoreme.

Lemme 10.5 : Soit R un anneau intégre, noethérien, local d’idéal mazimal M, qui n’est pas un
corps. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R est intégralement clos et il existe un élément non nul x € R tel que M € Ass(R/xR).

(i) M est un idéal principal.

(iii) R est principal.

(iv) R est intégralement clos et M est l'unique idéal premier non nul de R.

Démonstration du Lemme :

Supposons (i). On sait qu’il existe a € R tel que M = (zR : a).

Si aM C xM, ceci implique (a/x)M C M. Donc M est un Rla/z]-module d’annulateur nul
qui est un R-module de type fini, et a/x est entier sur R, d’apres le Théoréeme 8.5. Comme R
est intégralement clos, on a a/x € R, donc a € xR. Mais ceci contredit évidemment la relation
M= (zR:a).

Si aM ¢ M, on a x € aM, donc il existe b € M tel que x = ab. Dans ce cas, on a
M = (zR: a) = bR. On a donc prouvé (ii).

Supposons maintenant M = xR et montrons que R est principal. Sinon, soit Z un idéal de
R maximal parmi les idéaux non principaux. Comme Z C M = xR, il existe un idéal J tel que
1T=uxz7.

Montrons que Z est strictement inclus dans J. Sinon Z = 27, donc Z C MZ, et Z = (0), d’apres
le Lemme de Nakayama. Il en résulte que J est principal. Mais si J = aR, on a Z = zaR. Donc
(id) = (iid).

(i71) = (iv) est bien connu.

Enfin (iv) = (i) car M est associé a tout idéal principal de R.

On déduit immédiatement du Théoreme et du Lemme 10.4 ’énoncé qui suit que nous voulons
souligner.

Corollaire 10.6 (du Théoréme 10.3) : Un anneau intégre noethérien R est intégralement clos si
et seulement si pour tout x € R et pour tout idéal premier P associé a xR, ['anneau Rp est local
principal.

Si cette condition est réalisée, R est l'intersection (dans son corps des fractions) de ces anneauz
locaux principau.
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10.3 Valuations discretes. Anneaux de Dedekind.

Définition 10.7 : Un anneau local principal est un anneau de valuation discréte.

Proposition 10.8 : Un anneau noethérien intégre local R, d’idéal maximal M est de valuation
discréte si et seulement si M /M? est un R/ M-espace vectoriel de rang 1.

Démonstration :

Comme M(M/M?) = (0), le R-module M /M? est un R/ M-espace vectoriel. D’apres le Lemme
de Nakayama, M est principal si et seulement si M /M? est engendré par 1 éléments.
Exercice : Démontrer le résultat suivant.

Corollaire 10.9 : Soient P € C[X,Y] = R, un point (a,b) € C? tel que P(a,b) = 0 et M =
(X —a,Y —b). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (R/PR) s est un anneau de valuation discréte.

(ii) P ¢ M?.

(111) (P,0P/0X,0P/0Y) ¢ M.

Proposition 10.10 : SV est un anneau de valuation discréte d’idéal mazximal uV', tout idéal non
nul de V' est de la forme vV, avec n > 0.

Démonstration :

Comme V' est de valuation discrete, uV est I'unique idéal premier non nul. Donc tout élément
irréductible de ’anneau principal V' est de la forme us, ou s est inversible. Un élément non nul a € V
a donc une unique décomposition a = u"s, avec s inversible. Comme V' est principal, la Proposition
est démontrée.

Définition 10.11 : Une valuation discrete sur un corps K est un homomorphisme surjectif v du
groupe multiplicatif K* dans le groupe additif Z, tel que v(a + b) > inf(v(a),v(b)).

Théoreme 10.12 :

(i) Si v est une valuation discréte sur K, l'ensemble R formé de {0} et des éléments a € K* tels
que v(a) > 0 est un anneau de valuation discreéte.

(ii) Si'V est un anneau de valuation discréte, il existe une valuation discréte v sur son corps des
fractions K telle que V- — {0} est l’ensemble des éléments a € K* tels que v(a) > 0.

Démonstration :

(i) La relation v(a + b) > inf(v(a),v(b)) montre que R est un sous-groupe commutatif de K. La
relation v(ab) = v(a) + v(b) montre alors que c’est un anneau.

Soit Z un idéal de R. Soit a € 7 tel que v(b) > v(a) pour tout b € Z. Sib € Z, on a b= a(b/a).
Or v(b/a) = v(b) —v(a) > 0, donc b/a € R. 1l en résulte aR C Z C aR, donc Z est principal.

D’autre part si v(z) = 0, alors v(z7') = 0 et x € R est inversible dans R. Soit alors u € R tel que
v(u) = 1. Siy € R n’est pas inversible, on a v(y) > 1 = v(u), donc v(y/u) > 0 et y = u(y/u) € uR.
Ceci montre que uR est 'unique idéal maximal de ’anneau principal R, qui est donc de valuation
discrete.
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(ii) Si @ € V est non nul, il existe un unique entier r tel que aV = u"V. Posons v(a) = r.
Si a/b = d' /U, on vérifie immédiatement que v(a) — v(b) = wv(a’) — v(b'). On peut donc poser
v(a/b) = v(a) —v(b). La fonction v : K* — Z ainsi définie est clairement une valuation discrete et il
est tout aussi clair que V' — {0} est 'ensemble des éléments de K* dont la valuation est positive.

Définition 10.13 : Soit A un anneau noethérien integre. Si pour tout idéal premier non nul P, de
A, I anneau local Ap est de valuation discréte, on dit que A est un anneau de Dedekind.

Un anneau principal est évidemment de Dedekind.

Théoreme 10.14 : Soit R un anneau noethérien. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) R est de Dedekind.

(ii) R est intégralement clos et tout idéal premier non nul est mazimal.

Démonstration :

Soit R est de Dedekind. Comme R = Ny;R, pour M maximal, et comme R, est principal,
donc intégralement clos, pour tout idéal maximal M, il est clair que R est intégralement clos.

Soit P un idéal premier non nul de R et M un idéal maximal tel que P C M. Comme R, est
principal, on a PRy = MR, donc P = M.

Réciproquement, soit R un anneau intégralement clos dont tout idéal premier non nul est max-
imal. Si P est un idéal premier de R, alors Rp est principal, donc de valuation discrete, d’apres le
Lemme 10.5. Donc R est de Dedekind.

Théoreme 10.15 : Dans un anneau de Dedekind,
(i) tout idéal premier non nul est mazximal
(i) tout idéal primaire non nul est une puissance d’un idéal maximal,
(#11) tout idéal non nul a une unique décomposition comme produit d’idéauxr mazimaux.

Démonstration :

(i) Soit P’ C P une chaine stricte d’idéaux premiers de 'anneau de Dedekind D. Alors P'Dp C
PDp est une chaine stricte d’idéaux premiers de I'anneau de valuation discrete Dp. Un anneau
de valuation discrete est principal, donc tout idéal premier non nul est maximal. On en déduit
P'Dp = (0), donc P’ = (0) (cal ’homomorphisme de localisation est injectif).

(ii) Soit Q un idéal P-primaire. Comme Dp est un anneau de valuation discrete, on sait (Propo-
sition 10.10) qu'il existe un entier positif n tel que QDp = P"Dp. Mais P", comme Q, est un idéal
P-primaire (car P est I'unique idéal premier contenant P"). Utilisant le Théoréme 7.38 (i), on en
déduit

Q=QApNA=P'ApNA="P"

(iii) Soit Z = N{P;" une décomposition primaire minimale de l'idéal non nul Z. Les idéaux
premiers P; sont tous maximaux. Ils sont donc tous minimaux parmi les idéaux premiers associés a
7, et il y a unicité de la décomposition primaire minimale.

Comme les idéaux P;" sont deux a deux comaximaux, on a Z = P["... P et le Théoréme est
démontré.

Proposition 10.16 : Dans un anneau de Dedekind D, tout idéal est engendré par deux éléments.
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Démonstration : Soit Z = Py"...Prr. D’apres le Lemme d’évitement, il existe a; € P tel que a; ¢ P;
pour j # i et que a; ¢ P! Soit a = aias...a,. On a aD = P .. P 7T, ot J est un produit
d’idéaux premiers tous distincts des P;. Soient (P’;)1<i<i les idéaux premiers associés a J. Comme
Z ¢ P, pour tout [, il existe b € Z tel que b ¢ P’; pour tout . La décomposition primaire de 'idéal

engendré par a et b ne peut étre que NJP".

Proposition 10.17 : Si un anneau de Dedekind D n’a qu’un nombre fini didéaur premiers non
nuls, il est principal.

Démonstration : Il suffit de montrer que tout idéal premier non nul est principal. Soient (P;)1<i<n,

les idéaux premiers non nuls de 'anneau. D’apres le Lemme d’évitement, il existe a; € P; tel que

a; ¢ P; pour j # i et que a; ¢ P?. L’idéal a;D est P;-primaire et n’est pas contenu dans P?.
Comme Dp, est de valuation discrete et a; € P;,

aiDpi §Z PEDPz = ainpi = PDpZ

Comme a; D est P;-primaire, ceci implique a;D = P;
Exercice : Démontrer 1’énoncé suivant.

Théoréme 10.18 : Si P € C[X,Y], l'anneau C[X,Y]|/PC[X,Y] est de Dedekind si et seulement
si (P,OPJ9X,0P/dY) = C[X,Y].

Utiliser la Proposition 10.9.

10.4 Groupe des diviseurs et groupe des classes de diviseurs.

Proposition 10.19 : Soient R un anneau noethérien intégralement clos et P un idéal premier non
nul de R. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Il n’y a pas d’idéal premier non nul strictement contenu dans P.

(ii) I existe un élément x € R tel que P € Ass(R/zR).

(i1i) Rp est un anneau de valuation discreéte.

Démonstration : Montrons (i) = (i7). Si € P est non nul, P est un idéal premier minimal de xR,
donc P € Ass(R/zR).

Si P € Ass(R/xR), alors PRp € Ass(Rp/xRp), donc Rp est un anneau de valuation discrete
d’apres le Lemme 10.5.

Enfin, si Rp est un anneau de valuation discrete, PRp est le seul idéal premier non nul de Rp,
ce qui implique (7).

Définition 10.20 : Soit R un anneau noethérien intégralement clos. Si P est un idéal premier de
R tel que Rp est un anneau de valuation discrete, on dit que P est un diviseur irréductible de R.

Rappelons, c’est le Corollaire 10.6, que R = NRp pour P parcourant I'ensemble des diviseurs
irréductibles de R.



10.4. GROUPE DES DIVISEURS ET GROUPE DES CLASSES DE DIVISEURS. 89

Définition 10.21 : Soit R un anneau noethérien intégralement clos.
1) Le groupe additif libre engendré par les diviseurs irréductibles de R est le groupe des diviseurs
) L dditif lib dré les divi rréductibles de R est [ des divi
de R.
(ii) Un diviseur >y niP; est dit positif sin; >0 pour i =1,...,7.
11) Un diviseur positi n;P; est principal si l'idéal T = N...NPr" est principal.
111) Le quotient du groupe des diviseurs de ar le sous-groupe engendré par les diviseurs positifs
11) Le quotient du groupe des divi de R par groupe engendré par les divi posits,
principauz est le groupe des classes de diviseurs de R.

Remarque : Si R est un anneau de Dedekind, on a vu que
PN AP = pm pir

Théoreme 10.22 : Si P est un diviseur irréductible de 'anneau R, soit vp la valuation discréte
d’anneau Rp, sur le corps des fractions K de R.

(i) Si x est un élément non nul du corps des fractions K de R, les diviseurs irréductibles P tels
que vp(x) # 0 sont en nombre fini.

(ii) L’application v — div(x) = Y, vp(x)P, définie dans le groupe multiplicatif K* et a valeurs
dans le groupe des diviseurs de R, est un homomorphisme de groupes.

x € K*N R si et seulement si div(z) > 0.

(#ii) Le noyau de cette application est le groupe multiplicatif des unités de R et son conoyau le
groupe des classes de diviseurs.

Démonstration : L’assertion (i) nécessite une explication. Nous I'avons en fait déja démontrée en
définissant vp. En effet, si a/b = a'/b', ou a,b,d',b' € Rp, on a vu vp(a) — vp(b) = vp(a') — vp(V).
On en déduit que si a,b € R et si vp(a/b) # 0, on a nécessairement vp(a) # 0 ou vp(b) # 0.

Autrement dit a € PRp ou b € PRp. Mais si a € PRp, 'idéal premier PRp de Rp est associé
a aRp, donc I'idéal premier P de R est associé a aR. L’idéal premier P est donc associé a aR ou a
bR. Comme les idéaux premiers associés a ces idéaux de R sont en nombre fini (i) est démontrée..

(ii) Comme vp(xy) = vp(z) + vp(y), pour tout P, il est clair que div(.) est un homomorphisme
de groupes. Six € K*, on a

div(zr) >0 vp(z) >0 VP <z e Rp VP.

Mais R = NpRp, pour P diviseur irréductible de R, donc (ii) est démontrée.
(iii) div(z) = 0 si et seulement si z € R et z7! € R, i.e. x est une unité de R. Enfin, le conoyau
de div(.) est le groupe des classes de diviseurs par définition de ce groupe.

Théoreme 10.23 : Soit R un anneau noethérien intégralement clos. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) R est factoriel.

(ii) Tout diviseur irréductible est un idéal premier principal.

(i1i) Le groupe des classes de diviseurs de R est nul.

Démonstration :

Supposons R factoriel. Soient P un diviseur irréductible et x € P un élément non nul. Comme
x est produit de facteurs irréductibles, il existe un élément irréductible a € P. Comme aR est un
idéal premier non nul contenu dans P, on a aR = P (Proposition 10.19), donc (i) = (i1).
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Soit 7 = 73{”1) A ... NP Tidéal du diviseur positif > 1 n;P;. Si P; = a;R, on sait (Proposi-
tion 7.47) que ;"R = 731(”"). On a alors Z = aj"...al"" R, donc T est principal et le groupe des classes
de diviseurs est nul. Réciproquement si tout diviseur positif est principal, tout diviseur irréductible
est principal. On a montré (ii) <= (7).

Enfin, montrons (i7) = (i). Considérons xR = N} Q; une décomposition primaire minimale d'un
idéal principal non nul 2R, ou Q; est P;-primaire. D’apres le Théoreme 10.3 (iii), les idéaux premiers
P; sont des diviseurs irréductibles, donc ils sont principaux.

Si P; = a; R, il existe n; tel que Q; = a;"R. En effet, on a Q;, = Q,Rp, N R (Corollaire 7.41), et il
existe n; tel que Q;Rp, = a;" Rp, (Proposition 10.10). Comme «a;" R est P;-primaire, on a

aR =da}"Rp,NR=Q;Rp, "R = Q.

On en déduit facilement zR = af"...a]" R.
Si x est irréductible, on a » = n; = 1, donc xR est premier. Sinon, x est évidemment produit
d’éléments irréductibles. Donc R est factoriel.

Corollaire 10.24 : Soit R un anneau de Dedekind. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) R est principal.
(ii) Tout idéal premier est principal.
(#ii) Le groupe des classes de diviseurs de R est nul.

Il suffit de démontrer qu’'un anneau de Dedekind est principal si et seulement si il est factoriel.
C’est un excellent exercice a faire.



Chapter 11

Extensions algébriques de corps.

11.1 Extensions finies.
Nous avons déja démontré le Théoreme suivant.

Théoreme 11.1 : Soient K C L une extension de corps et x € L. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) x est algébrique sur K,

(ii) K[x] est un K-espace vectoriel de dimension finie.

(iii) K[z] = K(x).
(i) < (i7) est un cas particulier du Théoreme 8.5 et (i) < (iii) est le Corollaire 8.22.
Rappelons aussi le Corollaire suivant :

Corollaire 11.2 : St K C L une extension finie de corps, alors L est algébrique sur K.

Définition 11.3 : Si K C L est une extension finie , on note [L : K| le rang du K -espace vectoriel
L, qu’on appelle le degré de l’extension.

Définition 11.4 : Si K C F' est une extension de corps et si x € F est algébrique sur K, on appelle
degré de x sur K et on note d%(x) le rang [K|x] : K| du K -espace vectoriel K|x].

Proposition 11.5 : Si P est le polynome minimal de x sur K, on a
K[X]/(P)~ K[z] et d%(z)=d"P.
C’est la Proposition 8.4.

Théoreme 11.6 : Soient K C L C F des extensions de corps.
(i) Si L est algébrique sur K et si F' est algébrique sur L, alors F est algébrique sur K.
(i1) Si les extensions sont finies on a [F : K| = [F : L][L : K].

Démonstration : (i) est un cas particulier de la Proposition 8.13.
Pour (ii), on vérifie immédiatement que si (e;) est une base de F' sur L et (f;) une base de L sur
K, alors (e; f;) est une base de F' sur K.

91
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Corollaire 11.7 : Sixz € L et si K C L est une extension finie, alors d%(x) divise [L : K].

Théoréme 11.8 : Soient K un corps de caractéristique 0 et P un polynome irréductible de K[X].
St L est une extension de K telle que P se décompose en un produit de polynomes de degré 1 a
coefficients dans L, les racines de P dans L sont simples.

Démonstration : Soit x € L une racine de P. Si x est une racine multiple de P, c¢’est aussi une
racine du polynoéme dérivé P’ de P. Comme P est irréductible, c’est (a un élément inversible
pres) le polynome minimal de x sur K, donc P’ € PK[X]. Ceci implique évidemment P’ = 0 car
d°P" = d°P — 1 (nous sommes en caractéristique 0). C’est impossible.

Rappelons qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynome irréductible de K[X] est de
degré 1.

Définition 11.9 : i K C Q) est une extension algébrique de corps et si ) est algébriqguement clos,
on dit que 2 est une cloture algébrique de K.

Définition 11.10 : Soient Q une cloture algébrique de K et P € K[X].
SiP=ul]_,(X—xz;) (otu € K) est la décomposition de P en produit de polynomes irréductibles
dans Q[X], le corps K[x1,...,x,] est le corps de décomposition de P dans €.

Il est clair que le corps de décomposition de P dans (2 est le plus petit sous-corps de {2 contenant
K et dans lequel P admet une décomposition en facteurs de degré 1.

On admet les deux Théoremes qui suivent;

Théoreme 11.11 : Tout corps a une cloture algébrique.

Définition 11.12 : §i L et F' sont deux extensions de K, un K-isomorphisme de L dans F est un
homomorphisme (nécessairement injectif) de corps f : L — F tel que f(a) = a pour tout a € K.

Théoréme 11.13 : Soient Q) une cloture algébrique de K et L C L' des extensions algébriques de
K. Siu: L — Q est un K-isomorphisme, il existe un K-isomorphisme v’ : L' — € tel que la
restriction v’ /L de v a L est u (on dit que u’ prolonge u).

Remarque : Ce dernier résultat se démontre facilement si 'extension L C L’ est finie et fastidieuse-
ment en général.
Le Théoreme 11.8 implique le résultat suivant.

Théoreme 11.14 : Soient K un corps de caractéristique 0 et ) une cloture algébrique de K. Si
P € K[X] est un polynome irréductible de degré n, alors P admet n racines distinctes dans €Q.

Dans la suite de ce texte, tous les corps considérés sont de caractéristique 0. Certains des résultats
présentés sont vrais sans cette restriction, mais nous voulons aller vite.
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Définition 11.15 : Soit QQ une cloture algébrique du corps K. Si L et F' sont deux extensions de
K contenues dans 2 , on dit qu’elles sont conjuguées s’il existe un K-isomorphisme u : L — F tel
que u(L) = F.

Remarque : D’apres ce qu’on a admis plus haut, u se prolonge en un K-isomorphisme de 2 dans lui
meme.

Définition 11.16 : Deuz éléments x,y € 2 sont conjugués sur K s’il existe un K-isomorphisme
u: Klz] — Kly| tel que u(x) = y.

Proposition 11.17 : z et y sont conjugués sur K si et seulement si ils ont le méme polynome
manimal sur K.

Démonstration : Soient P le polynome minimal de x sur K et ) le polynome minimal de y sur K.
Supposons que z et y sont conjugués par le K-isomorphisme u. On a

Donc @ divise P. Mais P divise () pour la méme raison, donc P = Q).
Réciproquement, si P = @, on a K[z] ~ K[X]/(P) ~ KJy]. Cet isomorphisme est un K-
isomorphisme. L’image de x est y.

Corollaire 11.18 : Soient K un corps et € une cloture algébrique de K.
Si K C L est une extension de corps et si x € L est un élément algébrique sur K, le nombre de
K -isomorphismes distincts K|x] — § est exactement [K[z] : K].

Démonstration : Le polynéme minimal de z sur K a n racines distinctes dans 0 (Théoreme 11.14).
Lemme 11.19 : Si[L: K] = n, il existe n K-isomorphosmes distincts de L dans .

Démonstration : Faisons une récurrence sur n. Soit x € L avec x ¢ K. Posons F' = K[z|, m = [F : K]
et d=[L: F]. On an =md avec d < n.

D’apres I'énoncé précédent, il existe m K-isomorphismes distincts u;,¢ = 1, ..., m, de I’ dans ).

Nous savons (Théoreme 11.13) que pour tout ¢ il existe un prolongement v; de u; a L. On a
vi(F) C v (L) et [v;(L) : v;(F)] = d.

Par hypothese de récurrence, il existe des v;(F')-isomorphismes distincts s;; : v;(L) — Q, avec
j=1..4d.

Posons t;; = s;jov;, pour 1 <7 < met 1< j <d, et montrons que ces K-isomorphismes de L
dans €2 sont deux a deux distincts.

tij/F = v;, donc i # i’ implique t;; # ty; pour tous (j,j'), d'une part. D’autre part j # j’
implique s;; # s;j-, donc t;; # t;;, et la proposition.

Corollaire 11.20 (Théoréme de l’élément primitif) : Si L est une extension finie de K, il existe
x € L tel que L = K[x] (rappelons que K est de caractéristique 0).
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Démonstration : Posons n = [L : K]. Il suffit de trouver x € L tel que [K|[z] : K| = n, autrement
dit x € L ayant n conjugués distincts.

Soient u;, avec i = 1,...,n, des K isomorphismes distincts de L dans 2. On cherche x € L tel
que i # j implique u;(z) # u;(z). Considérons pour tous (7, ), avec i # j, le K{-sous-espace vectoriel
strict L;; = Ker(u; —u;), de L. 11 suffit de prouver L # UL;;. C’est le Lemme général suivant:

Lemme 11.21 (Lemme d’évitement pour les espaces vectoriels) : Soient k un corps infini et E un
k-espace vectoriel de dimension finie. Si E;, avec 1 = 1,...,n, sont des sous-espaces vectoriels de E
tels que E # E;, pour tout i, alors E # U; E;.

Démonstration : C’est évident pour n = 1. Faisons une récurrence sur n.

Il existe 7 € E tel que x ¢ U 'E;. Si z ¢ E,, le Lemme est démontré. Sinon, soit y ¢ E,. Alors
ar+y ¢ E,, pour tout a € k. Sile Lemme est faux, il existe, pour tout a € k, un entier i < n—1 tel
que ax +y € E;. Comme k est infini, il existe i <n—1letaF#btelsquear+y € E; et bxr+y € F;.
Ceci implique = € FEj;, soit une contradiction.

11.2 Extensions normales.

Définition 11.22 : Une extension K C L est normale si tout polynéme irréductible P € K[X]
ayant une racine dans L est décomposable en produit de polynomes de degré 1 dans L[X].

Exemples :

(i) Si [L : K] =2, 'extension L de K est normale. En effet, soit z € L et P € K[X] son polynéme
minimal sur K. Comme d°P < 2, il est clair que K|[z] est un corps de décomposition de P.

(ii) Une cloture algébrique © de K est une extension normale de K.

Proposition 11.23 : Si L est une extension normale de K et si K C F C L, alors L est une
extension normale de F'.

A vérifier.

Théoreme 11.24 : Soit Q une cloture algébrique de K. Si L C ), alors L est une extension
normale de K si et seulement si pour tout K-isomorphisme u : L — €, on a u(L) C L.

Démonstration : Soit x € L et soit P € K[X] son polynome minimal.

Si K C L est une extension normale, toutes les racines de P dans §2 sont dans L. Siu: L —
est un K-isomorphisme, u(x) est une racine de P, donc u(z) € L.

Réciproquement pour tout racine y de P dans 2, on sait (Théoréeme 11.13) qu’il existe un K-
isomorphisme u : L — € tel que u(x) =y, donc y € L.

Corollaire 11.25 : Le corps de décomposition dans 2 d’un polynéme P € K[X] est un extension
normale de K.
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Démonstration : Soient xy, s, ...,z, € Q les racines de P. Alors L = Klxy,...,2,] est le corps de
décomposition de P. Soit u est un K-isomorphisme de L dans ). Pour tout 7 il existe j tel que
u(x;) = z;, donc u(L) C L. On applique le Théoreme.

Théoreme 11.26 : Soit L une extension finie de K et soit G le groupe des K-automorphismes de
L. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) L’extension K C L est normale.

(ii) L’ordre de G est > [L : K].

(i11) g(x) = = pour tout g € G implique v € K.

De plus, si ces conditions sont réalisées 'ordre de G est [L : K].

Démonstration : Le nombre de K-isomorphismes distincts de L dans Q est [L : K] (Corollaire 11.18
et Théoreme de 'élément primitif). Si L est une extension normale de K, ils sont tous a valeures
dans L. Un K-isomorphisme de L dans L est injectif donc surjectif (car L est un K-espace vectoriel
de dimension finie), donc c¢’est un K-automorphisme de L. On a montré que (i) implique (ii).

Soit F' le sous-corps de L formé par les éléments = € L tels que g(z) = z. Il est clair que K C F.
D’apres le Théoreme de 1’élément primitif, il existe y € L tel que L = F[y|. Les éléments de G
sont des F-isomorphismes de L dans L, donc dans 2. Le nombre de F-isomorphismes distincts de
L dans Q2 est précisement [L : F| (Corollaire 11.18). On a donc [L : F] > ord(G) > [L : K|. Comme
[L:K]=|[L:F][F: K], onen déduit F' = K, donc (ii) implique (iii), et ord(G) = [L : K].

Supposons maintenant (iii). Soient gy, ..., g, les éléments de G. Si xz € L, posons x; = g;(z) et
montrons que les conjugués de x dans €2 sont tous parmi les x;, donc dans L, ce qui démontrera
(i). Considérons le polynéme P = " a;X"" = [, (X — ;), de L|X]. Remarquons que ses
coefficients

sont tous invariants sous l'action de G , i.e. gi(a;) = a; pour tout (k,7). Donc, compte tenu de
(iii), P € K[X]. Comme z est une racine de P, le polynéme minimal de x divise P. Les racines du
polynome minimal de x sont donc racines de P.

Le Théoreme est démontré.

Définition 11.27 : Le groupe G = Autg (L) des K-isomorphismes de L est le Groupe de Galois
Gal(L/K) de lextension normale K C L. Il est d’ordre [L : K].

Théoreme 11.28 Soit L une extension normale finie de K et soit G = Gal(L/K) le groupe de
Galois de cette extension.

(i) Si G' est un sous-groupe de G, U'ensemble LS des éléments de L tels que ¢'(x) = x pour tout
g € G' est un sous-corps de L contenant K.

(ii) Si K C F C L est une sous extension de L, le groupe de Galois Gal(L/F) de l'extension
normale F C L est un sous-groupe de G.

(i) On a Gal(L/L%) = G' et LEUE/T) = [ (c’est la correspondance de Galois).

Le sous-groupe G’ de G est distingué si et seulement si l'extension K C LY est normale.

Démonstration : (i) et (ii) sont évidents.
Comme l'extension F' C L est normale, I'égalité LEE/F) = F est incluse dans le Théoreme 11.26..
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G’ est évidemment un sous-groupe de Gal(L/L%"). Ce dernier groupe est d’ordre [L : L&']. Pour
montrer qu'ils sont égaux, il suffit de prouver [L : LE] < ord(G").

Soit x € L tel que L = L% [z] (Théoréme de 1'élément primitif). Soient gy, ..., g, les éléments de
G’ et x; = gi(x).

Les coefficients du polynéme P = []'_, (X — z;) de L[X] sont invariants sous l’action de G’, donc
P € LY[X]. Comme z est racine de P, le polynome minimal de x sur L% divise P. Il est donc de
degré < r, ce qui démontre

[L: LY = d(2) < ord(G),
soit 'inégalité annoncée.

Il reste & démontrer que G’ est un sous-groupe distingué de G si et seulement si K C L% est
normale.

Supposons G’ distingué dans G. Sige Get ¢ € G, on a g 'g'g € G'. Donc g ¢'g(x) = = pour
tout « € LE; soit ¢'(g(x)) = g(z) pour tout g € G, ¢ € G' et x € LE. Ceci implique g(x) € L%
pour tout g € G et x € LE. Autrement dit, g(L¢") € LY pour tout g € G, donc l'extension K C L
est normale.

Supposons maintenant que LE est une extension normale de K. On a g(LG’) C LY pour tout
g € G. Donc, pour tout g € G, la restriction /L% de g & LY est dans Autx(L%) = Gal(L% /K).
L’application de restriction G — Gal(L% /K) que nous venons de définir est un homomorphisme de
groupe dont Gal(L/L%) est le noyau. Ce sous-groupe de G est donc distingué.

11.3 Trace et norme.

Définition 11.29 : Soient K C L une extension finie normale de corps de caractéristique 0 et G
son groupe de Galois. La trace et la norme, sur K, d’un élément x € L sont définis par

Trik(z) = Zg(z) et Npk(r)= Hg(x)

geG gelG

Comme g(Trp k(x)) = Trik(x) et g(Npjk(x)) = Np/x(z) pour tout x € L, il est clair que
Trr/kx et Nk sont a valeurs dans K.

L’énoncé suivant est évident (les automorphismes g sont K-linéaires).

Proposition 11.30 : (i) Try/k(.) est un forme linéaire sur le K-espace vectoriel L.
(it) Npjx(wy) = Np/i(2)Npj (y).

Théoreme 11.31 Soient K C L une extension finie normale de corps de caractéristique 0 et G
son groupe de Galois. Pour x € L, soient P son polynome minimal sur K et P, le polynome
caractéristique de la multiplcation par x dans le K -espace vectoriel L. Si d = d%(z) et n = [L : K],
on a

TT(x - g@) = P4 = Py

geG
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Démonstration : Soit H le groupe de Galois de 'extension normale K[z| C L. Si g € G, alors
g€ H < g(x) =x. Posons m = [L: K[z]]. On a dm = n.

Montrons d’abord [] ., (X — g(z)) = P™.

Soient 1, ..., x4 les racines deux a deux distinctes de P et gy, ..., g4 € G tels que g;(x) = x;. Alors
g(z) = x; & g € g;H. On sait que G est la réunion disjointe des (g;H)L, et que g;H a m éléments
pour tout 7. On a alors

d d d
[TX =g(@) =TICI] (X =g(2) = [[X =z = ([ [(X = @)y = P
gelG i=1 geg;H =1 =1

Montrons ensuite P, ; = P™.

La multiplication par x dans le K-espace vectoriel K[z] a son polyndéme caractéristique de degré
d. C’est un multiple du polynéme minimal de x qui a le méme degré, donc il est égal au polynome
minimal de x.

Soit (eq, ..., e,) une base de L sur K[z]. Il est clair que le K-espace vectoriel K [x]e; est stable pour
la multiplication par z. De plus, le K[z]-isomorphisme naturel K|[x] ~ K[z]e; montre que P est aussi
le polynome caractéristique de ce K-endomorphisme de K|[zle;. La décomposition L = &, K|[z]e;,
en somme directe de sous-espace stable pour la multiplication par x, montre alors P, ; = P™.

Corollaire 11.32 : Si P = X9 —a; X%t + ...+ (=1)%ay est le polynéme minimal de x sur K, on a

Trop(a) = [L: Klellay et Nyjse(a) = a6

Théoreme 11.33 : Soit K C L une extension finie normale de corps de caractéristique 0.

(I7 y) - TTL/K(CMJ)
est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur le K-espace vectoriel L.

Démonstration : C’est évidemment une forme bilinéaire symétrique. La non dégénéréscence se déduit
du Lemme suivant :

Lemme 11.34 : Si (21, ..., 2,) est une base du K-espace vectoriel L et si gy, ..., g, sont les éléments
du groupe de Galois de 'extension, on a une égalité de matrices

(Troy(zi2))ig = (((9i(25))i) ((9:(25))ig)-

Démonstration du Lemme : On a

Zgl Zz g Z] Zgl Zng TTL/K(ZiZj)-

Démonstration du Théoreme :

Soient x un élément primitif de 'extension K C L et z; = g;(x), pour i = 1,...,n, ses conjugués
deux a deux distincts. La matrice (gz(:cj ))i; associée a la base (1,z,...,2" ') du K-espace vectoriel
L est la matrice de Vandermonde (7 )o<; j<(n—1), dont le determmant H — x;) est évidemment
non nul.

2<j<
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11.4 Appendice : Racines de I'unité et groupes de galois
cycliques.

K est un corps de caractéristique 0 et {2 une cloture algébrique de K.

Proposition 11.35 : Les racines de X" — 1 = 0 sont simples.

C’est clair car 'unique racine de nX"~! = 0 n’est pas racine de X" — 1 = 0.
Lé PR . ‘1
énoncé qui suit est immédiat.

Proposition 11.36 : Les racines de X" —1 = 0 forment un sous-groupe du groupe multiplicatif 2.

Définition 11.37 : Sia € Q* est tel que a® = 1 et que a™ # 1 pour m < d, c’est une racine
primitive d-ieme de 1.

Proposition 11.38 : Une racine primitive d-ieme de 1 dans 2* engendre le groupe des racines de
X4=1.

Démonstration : Une racine primitive d-ieme de 1 engendre un groupe d’ordre d contenu dans le
groupe, a d éléments, des racines de X9 = 1.

Lemme 11.39 : S’il existe une racine primitive d-iéme de 1 dans Q*, il en existe exactement ¢(d),
ot ¢(d) est le nombre des entiers premiers a d contenus dans [0, ...,d — 1] (on pose ¢(1) =1).

Démonstration : S'il existe dans * une racine primitive d-ieme de 1, les racines de X¢ —1 = 0
forment un sous-groupe cyclique d’ordre d de G. Ce sous-groupe est isomorphe a Z/dZ. Par cet
isomorphisme les racines primitives d-iemes de 1 correspondent aux générateurs du groupe cyclique
Z/dZ dont nous savons que ce sont les classes des éléments premiers a d.

Théoréme 11.40 : Un sous-groupe fini de Q0* dont les éléments sont des racines de 1 est cyclique.

Démonstration : Soit G un tel groupe. Si n est 'ordre de G, tout élément de G est racine n-ieme de
1. Montrons que G contient une racine primitive n-ieme de 1, qui engendrera nécessairement G.

Si a € G, il existe un entier positif d qui divise n et tel que a est une racine primitive d-ieme de
1. Soit E; I’ensemble des racines primitives d-iemes de 1 contenues dans G. Il est clair que G est la
réunion disjointe des E,; (pour d diviseur de n). Comme on a vu que chaque E; contient 0 ou ¢(d)
éléments, on conclut a I’aide du Lemme suivant:

Lemme 11.41 Zd‘n o(d) = n.
Démonstration laissée aux soins du Lecteur.

Corollaire 11.42 (du Théoréme 11.40) : Les racines de X" —1 = 0 forment un sous-groupe cyclique
d’ordre n de 2*.
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Théoreme 11.43 : On suppose que le corps K contient toutes les racines n-iemes de 1.

(i) Soit x € Q tel que ™ = a € K. L’extension K|x]| de K est normale et son groupe de Galois
est cyclique. L’ordre d de ce groupe divise n et 2% € K.

(ii) Si K C L est une extension normale telle que d = [L : K| divise n et dont le groupe de Galois
est cyclique, il existe v € L tel que 2% € K et que L = K|x].

Démonstration :

(i) Soit n € K une racine primitive n-ieme de 1. Il est clair que les éléments n’x (pour i < n) sont
des racines deux a deux distinctes de X™ = a. Donc 'extension K[z] de K est normale. Si G est
le groupe de Galois de cette extension et si g € G, il existe i < n tel que g(z) = n'x. L’application
g — n' = g(z)z~! est évidemment un homomorphisme injectif de G dans le groupe des racines
n-iemes de 1. Donc G est isomorphe a un sous-groupe de ce groupe. Comme tous ces sous-groupes
sont cycliques, (i) est démontré.

(ii) Soit n € K une racine primitive d-ieme de 1. Si 7 est un générateur du groupe de Galois G
de l'extension, on va montrer qu'il existe un élément non nul x € L tel que 7(z) = nz. Le Théoreme
se déduit immédiatement de Pexistence d’un tel x, car 7°(z) = n'z prouve d’une part que z a d
conjugués distincts, donc L = K[z], et d’autre part que z¢ = [\, 7(z) € K.

Proposition 11.44 : [l existe x € L, x # 0 tel que 7(x) = nz.

Démonstration : On cherche un élément = € L tel que n~'r(z) = .
Remarquons d’abord que ! € K implique 7(~") = !, donc [[L, 7i(n~") = (p7 )¢ = 1.
Soit a € L un élément tel que [J°_, 7/(a) = 1. Montrons qu’il existe b € L tel que ar(b) = b.
Posons e; = at(a)...7"(a). On vérifie facilement que

CLT(X_: eiT'(c)) = Z_: e;7'(c)

pour tout ¢ € L. En effet, on a

at(e;7'(c)) = ez 7 (c) pour 0<i<d—1 et

d

at(eq 17 (c)) = aH 7'(a)7(c) = ac.

Pour conclure, il reste a démontrer qu'il existe ¢ € L tel que Zf;ol e;7(c) # 0. Mais ceci se déduit
du résultat plus général suivant :

Lemme 11.45 (Théoréme de Dedekind): Soit K C L une extension. Si gi,..., g, sont des K-
isomorphismes distincts de L dans Q et si z; € Q pour i = 1,...,n, alors Y . | z;g; = 0 implique
zi=0pourt=1,....n.

Démonstration : On peut faire une récurrence sur n et supposer le résultat vrai pour n — 1 K-
isomorphismes distinets. Si ., z;g; = 0, on a pour tout = € L et y € L la relation

n n

Z zigi(ry) = Z 29i(2)gi(y) = 0.

i=1 i=1
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On en déduit pour tout x € L la relation

Z zi9:(7)g; = 0.
=1

Combinant avec la relation g,(z) """ | z;g; = 0, on trouve une nouvelle relation

n—1

> zi(gi(x) = ga(x))gi = 0.

i=1
Ceci implique z;(g;(xz) — gn(x)) = 0 pour i = 1,..,n — 1. Mais comme g; # gn, pour i < n, il existe
x € L tel que g;(x) # gn(x). On en déduit z; = 0, pour i < n, et z, = 0. Le Théoreme de Dedekind
est démontré.
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Extensions entieres d’anneaux
noethériens.

12.1 Extensions entieres d’'un anneau integre noethérien.

Théoreme 12.1 : Soit A C B une extension entiere d’anneaux intégres de caractéristique 0, telle
que le corps des fractions L de B est une extension finie du corps des fractions K de A.
Si A est noethérien et intégralement clos, alors B est fini sur A.

Démonstration : Soit z € L un élément primitif de I'extension K C L. Si L’ est le corps de
décomposition du polynome minimal de z sur K, dans une cloture algébrique de L, il suffit de
démontrer que la fermeture intégrale de A dans L’ est un A-module de type fini. En effet, B est un
sous-A-module de cet anneau et A est noethérien. Autrement dit, on peut supposer que ’extension
K C L est normale.

Soit S = A —{0}. Comme L = S~!B, il existe une base (1, ..., r,) du K-espace vectoriel L telle
que x; € B pouri=1,...,n.

Rappelons que (x,y) — Trp/k(xy) est une forme bilinéaire non dégénérée sur L (Théoreme 11.33).
Soit (y1,...,¥n) la base duale de L pour cette forme (Trr,x(2:y;) = 6i;).

Montrons que B est un sous-A-module du A-module de type fini engendré par yi, ..., y,. Soit
v € B C L. 1l existe a; € K tels que v = a1y; + ... + a,y,. On a

TTL/K(%‘U) = ZajTrL/K(l’iyj) = qa;.

J

Mais z;,v € B implique z;v € B. On en déduit que le polynome minimal de z;v sur K est a
coefficients dans A (Lemme 8.28), donc que a; = Trp i (x;v) € A (Corollaire 11.32). Le Théoreme
est démontré.

Corollaire 12.2 : Soient K un corps de caractéristique 0 et A une K-algebre integre de type fina.
Si L est une extension finie du corps des fractions de A, la fermeture intégrale de A dans L est finie
sur A.

En particulier, la cloture intégrale de A est finie sur A.

101
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Démonstration : On sait (Lemme de normalisation) que A est fini sur un sous-anneau de polynomes
R. Le corps des fractions de A est évidemment fini sur celui de R, donc L aussi. La fermeture
intégrale de A dans L est aussi la fermeture intégrale de R dans L. D’apres le Théoreme précédent,
elle est finie sur R qui est intégralement clos. A fortiori elle est finie sur A.

12.2 Appendice : Groupe de galois et idéaux premiers

Théoreme 12.3 : Soit K C L une extension normale et finie de corps de caractéristique 0 de
groupe de Galois G. Soit B un anneau dont le corps des fractions est L et tel que g(B) C B pour
tout g € G. Soit A= BN K, 'anneau des éléments de B invariants par G. Alors

(i) B est entier sur A.

(ii) Si P est un idéal premier de B et g € G, alors g(P) est un idéal premier de B tel que
g(P)NA=PnNA. De plus G opére transitivement sur l’ensemble des idéauz premiers N de B tels
que NNA=PnNA.

(i1i) Le corps des fractions k' de B/P est une extension normale finie du corps des fractions k
de A/(PNA).

(iv) St G' est le sous-groupe de G formé des éléments g tels que g(P) = P, il y a un homomor-
phisme surjectif naturel de G' dans le groupe de Galois de [’extension k C k'.

Démonstration :

(i) Soient g1, ..., g, les éléments de G. Si x € B, les conjugués g;(x) de = sont aussi dans B. Les
coefficients du polynéme []'_, (X — gi(x)) sont dans A, donc x est entier sur A.

(i) g est un automorphisme de B, donc g(P) est un idéal premier de B = ¢(B).

OnazePNA= g(xr)=xz€ g(P)NAdune part,

etyegP)NA=gl(yy=yePnNA=y=g(y) € g(PNA, dautre part.

Montrons que 'opération de G est transitive. Soit A/ un idéal premier tel que N N A = PN A.
Siz e N,onal []g(r) e NNA=7PnNA Donc il existe i tel que g;(x) € P. On en déduit
N C U'g;(P. Le Lemme d’évitement pour les idéaux premiers démontre alors I'existence d’un entier
i tel que N = ¢;(P.

Pour x € B, notons T sa classe dans B/P.
(iii) z est racine du polynéme []} (X — g:(x)) & coefficients dans A et dont toutes les racines sont

dans B. La classe T est racine du polynéme [} (X — gi(x)) & coefficients dans A/(P N A) et dont
toutes les racines sont dans B/P.

Comme tout élément de k' est une fraction a numérateur dans B/P et a dénominateur dans
A/(PNA)—{0}, ceci implique que l'extension k C k' est normale. On a aussi montré qu’'un éléments
de k£’ a au plus n conjugués distincts. Il en résulte que toute sous-extension finie de k& C k' est de
degré au plus n, donc que [k’ : k] <n.

(iv) Il est clair que si g(P) = P, automorphisme ¢ induit un A/(P N A)-endomorphisme de B/P,
donc un k-isomorphisme de k’. On a donc définie I'application naturelle G’ — Gal(k'/k). Montrons
qu’elle est surjective.

Soient (P4, ..., P,) les idéaux premiers, deux a deux distincts, de B tels que P;N A =P N A, avec
P ="P.

Soit z € NGP;. Sig ¢ G, il existe i > 1 tel que g(P;) = P, donc g(z) € P, soit g(z) = 0.
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Si de plus & ¢ P, alors T # 0 et les conjugués de T dans &', au dessus de k, sont non nuls. Comme
ces conjugués sont parmi les éléments g(x)), avec g € G, on en déduit qu’ils sont parmi les éléments
g(x)), avec g € G'.

Pour prouver que G' — Gal(k'/k) est surjectif, il suffit donc de montrer qu’il existe z € NLP; tel
que T est un élément primitif de &” sur k.

Soit S = A — P. Les idéaux P;S~'B sont maximaux et deux a deux distincts. Donc les idéaux
PS™B et (NyP;)S™' B sont comaximaux. On a k' = S~'B/PS~'B.

Siy € ST'B/PS™'B est un élément primitif pour extension k C K, il existe 2/ € (N5P;)S™' B
tel que ¥ = 2/. Mais 2’ = /s, avec x € N,P;, montre que T est aussi un élément primitif pour
Iextension k C k’. Le Théoreme est démontré.
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Chapter 13

Anneaux et modules gradués.

Exemple : Soit V = C[X, ..., X4| anneau des polynomes & d + 1 variables sur le corps des nombres
complexes. Notons V,, le C-espace vectoriel des polynomes homogenes de degré n. On a évidemment :
1) V=D,V

(iii) rgcV, = < n;—d ) =n?/d + ...+ 1= Py(n)

Définition 13.1 : Le polynome Py est le polynome de Hilbert de V.

Remarque : Le degré de Py est d et son coefficient dominant est 1/d!.

13.1 Anneaux noethériens gradués. Anneaux projetants.

Définition 13.2 : Un anneau R est gradué s’il existe une décomposition de groupe abélien R =

D,.cz Bn telle que :
(i) Ry est un anneau.

(ii) RyRy C Ryym.

Les éléments de R,, sont alors les éléments homogénes de degré n de R.

Nous dirons que R est un anneau gradué projetant si

(i1i) Ry est un anneau noethérien.

(iv) Ry est un R-module de type fini et R est fini sur la sous-Rq-algébre de type fini Ry|R;].

Dans ce cas, si Ry est une algébre finie sur un corps k, donc un anneau artinien, nous dirons que
R est une k-algebre graduée projetante.

Exemple :

Soient A un anneau et Z un idéal de A. Posons R, = I". Le A-module R = ®,>0R, a
naturellement une structure d’anneau gradué.
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Si a (resp. b) est un élément de degré n (resp. m),onaa € R, =Z" et b € R,,, = I™. Alors
ab € I = R, 4., est de degré n + m.

Définition 13.3 : ©,>¢Z" est l'anneau de Rees de l'idéal I de l'anneau A.

Si A est noethérien, il est clair que 'anneau de Rees d’un idéal Z de A est projetant. Plus
précisément, on a R = Ry[Ry].

Proposition 13.4 : 5i l'anneau gradué R est projetant, c’est une Ry-algebre de type fini.
En effet, R est fini sur Ry[R;] qui est de type fini sur Ry.
Corollaire 13.5 : Un anneau gradué projetant est noethérien.

Dans la suite de ce texte, les anneaux gradués considérés sont toujours noethériens et le plus
souvent projetants. Lorsque les circonstances 1’éxigeront, nous souligneront qu'un énoncé est vrai
plus généralement.

Proposition 13.6 : Si R est un anneau gradué projetant, alors :
(i) R, est un Ro-module de type fini pour tout n.
(ii) Il existe un entier ng tel que R, = 0 pour n < ny.
(7ii) 1l existe un entier mg tel que RiR,, = Ry,11 pour m > my.

Démonstration :
Comme tout élément de R est somme d’éléments homogenes, R admet un systeme fini de
générateurs homogenes, fi,..., f;, comme Ry[R;]-module. Comme R; est un Rgp-module de type

fini et comme R, =), R?idof ‘f;, il est clair que R,, est aussi un Rg-module de type fini. Les entiers
no = mini<i<;(d°f;) et mg = maz,<;<;(d° f;), vérifient 1’énoncé.
Exercices : En déduire les Corollaires qui suivent.

Corollaire 13.7 : Soit R un anneau gradué projetant. Si a € R,,, avec n < 0, alors a est nilpotent.

Corollaire 13.8 : Soient R un anneau gradué projetant et R,y lidéal de R engendré par @p,40R,.
Alors R0 N Ry est un idéal nilpotent de Ry.

Remarque : La notation Ry peut paraitre maladroite ici. Je n’en ai pas trouver de meilleure.
Lorsque Ry est intégre (le plus souvent), il n’y a pas d’ambiguité.

Définition 13.9 : Un idéal T d’un anneau gradué R est gradué si T = @, Z N R, =. On pose
Z,=INR,.

Exercices :

(i) Montrer que le nilradical d’'un anneau gradué est un idéal gradué.

(ii) Montrer que si P est un idéal premier d’'un anneau gradué R, alors &, P N R,, est un idéal
gradué premier de R.

Exemple :
L’inclusion Z"*! C 7" = R,, induit une inclusion

Bn>0Z" C Bpx0L" = BpsoRn = R

qui fait de @®,>0Z""" un idéal gradué anneau de Rees @,>oZ".
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Définition 13.10 : Le quotient
QTI(A) — @nzoz-n/z-rﬂrl

de l'anneau de Rees, de l'idéal T de ’anneau A, est 'anneau gradué associé a l'idéal T de [’anneau

A.
La Proposition suivante est évidente.
Proposition 13.11 : Si A est noethérien, grz(A) est projetant.

Définition 13.12 : Un sous-anneau A de R est un sous-anneau gradué de R si A est gradué et si
A, = AN R, pour tout n.

Exercices : Démontrer les trois résultats suivants.

Proposition 13.13 : Un idéal est gradué si, et seulement si, il admet un systeme de générateurs
homogénes.

Proposition 13.14 : Un idéal gradué d’un anneau noethérien gradué admet une décomposition
primaire graduée, i.e. T = NQ; ou Q; est P;-primaire, les idéaur Q; et P; étant gradués.

Théoréme 13.15 (Théorémes de relevement gradués) :

Si A est un sous-anneau gradué de l'anneau gradué B et si A C B est une extension entiére, on
peut dans les énoncés des Théoremes de relevement remplacer le mot idéal premier par le mot idéal
premier gradué.

Définition 13.16 : Soit R = P, ., R, un anneau projetant. Nous dirons qu’un idéal gradué T de
R est irrelevant st Z,, = R,, pour n >> 0.

Proposition 13.17 : Un idéal gradué d’un anneau gradué noethérien est irrelevant si et seulement
st ses idéauxr premiers associés sont irrelevants.

Démonstration :
Soit Z = NQ;. Si pour tout i on a (P;), = R, pour n >> 0, il est clair qu'on a aussi (Q;), = R,
pour n >> 0 et Z, = R,, pour n >> 0. La réciproque est évidente.

Proposition 13.18 : Soient R un anneau projetant et P un idéal premier gradué de R. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) P est irrelevant.

(i1) Ry C P.

St de plus Ry est artinien, elles sont équivalentes a

(iii) P est mazximal.

Démonstration :

Si P est irrelevant on a R} C P, pour n >> 0, on a Ry C P.

Réciproquement, comme Ry R, = R, 1, pour n >> 0, il est clair que R; C P implique R,, = P,,
pour n >> 0.

Si Ry est artinien, Py = P N Ry, c¢’est un idéal maximal de R,.

Si P est irrelevant, 'anneau integre R/P est fini sur le corps Ry/Py, donc c’est un corps.

Si P est maximal, R/P est fini sur le corps Ry/Py d’apres le Théoréme des zéros. Soient (z1, ..., z;)
un systeme de générateurs homogenes du Ry/Py-module R/P. Sin > d°(z;) pour tout 4, on a

(R/P), =0, ce qui démontre (R/P); =0 donc Ry C P.



108 CHAPTER 13. ANNEAUX ET MODULES GRADUES.

13.2 Modules gradués.

Définition 13.19 : Soit R un anneau gradué. Un R-module M est gradué si M = P
R M, C M, 1, pour tout (m,n). Les éléments de M, sont homogénes de degré n.

M, ou

neZz

Proposition 13.20 : Un R-module gradué admet un systeme de générateurs homogenes.
C’est évident.

Corollaire 13.21 : Sotent R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fin.
Alors,

(i) M, est un Ro-module de type fini pour tout n.

(i1) Il existe un entier s tel que M, =0 pour n < s.

(7ii) 1l existe un entier s’ tel que Ry M, = M,y pour n > s

Démonstration du Corollaire :

Soit (x1, ..., 2;) un systeme fini de générateurs homogenes de M. Alors M,, = Y R,,_,,.7; est bien
un Ry-module de type fini. Sit = min(d’z;) et si R, = 0 pour n < ng, alors s = t +ng a la propriété
(ii) annoncée. Il est aussi clair que si R1R,, = R,,1 pour m > my, alors s’ = mg +max(d’z;) vérifie
(ii4).

Exemples : Soient A un anneau nothérien, Z un idéal de A et M un A-module de type fini. Alors

(1) Bn>0Z™M est naturellement un module de type fini sur "anneau de Rees @,>0Z".

(i1) Bn>0Z"M/I" M est naturellement un module de type fini sur Panneau grz(A).

Lemme 13.22 (Lemme de Nakayama gradué) : : Soient R un anneau gradué projetant et R
lidéal de R engendré par @©n.oR,. St M est un R-module gradué de type fini tel que M = RoM,
alors M = 0.

Démonstration :

Si M # 0, soit s 'entier tel que M,, = 0 pour n < s et que M, # 0. Il est clair que M;N RxyM =
(R0 N Ry)M,. Comme Ry N Ry est un idéal nilpotent de Ry (Corollaire 13.8), il est contenu dans
le radical de Jacobson de Ry. Comme M, est un Ry-module de type fini, ceci contredit le Lemme de
Nakayama.

Exercice : En déduire le Corollaire qui suit.

Corollaire 13.23 : Soit M un R-module gradué de type fini. Pour que des éléments homogenes
T1, ..., Ty € M engendrent M, il faut et il suffit que leurs classes cl(xy), ..., cl(z,) € M/R.oM engen-
drent M /R_oM.

Proposition 13.24 : Si R est un anneau gradué noethérien et M un R-module gradué de type fini,
les idéaux premiers associés a M sont gradués.

Démonstration a faire.
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Proposition 13.25 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M,, =0 pour n >> 0.

(i1) M est un Ro-module de type fini.

(iii) L’annulateur de M est un idéal irrelevant.

(iv) Les idéaux premiers du support de M sont irrelevants.

(v) Les idéaux premiers associés a M sont irrelevants.

Démonstration :

Il est clair que M est un Ry-module de type fini si et seulement s’il existe des entiers s et t tels
que M = &' M, donc (i) implique (ii).

Si M = &' M,, on a R,M =0 pour n >t — s, donc (ii) implique (iii).

Un idéal premier du support de M contient 'annulateur de M, donc (iii) = (iv) = (v).

Supposons (v). Si z € M, les idéaux premiers associés a Rx sont associés a M, donc irrelevants
et annulateur de x est irrelevant, i.e. R,z = 0 pour n >> 0. Comme M est de type fini, on a
M,, = 0 pour n >> 0 donc (i).

Définition 13.26 : Soit R un anneau gradué projetant. Un R-module gradué de type fini M tel que
M,, = 0 pour n >> 0 est irrelevant.

Proposition 13.27 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini.
Il existe un unique sous-R-module gradué irrelevant I(M) tel que M /I(M) ne contient pas de sous-
module irrelevant non trivial.

Démonstration : Posons (M) = U,;~¢(0a : R;). Pour tout x € I(M) il existe ¢ tel que R; = 0 pour
J > 4. Comme I (M) est de type fini, il existe ng tel que I(M)R,, = 0 pour n > ny. Donc I(M),, =0
pour m >> 0 et I(M) est irrelevant.

Siz € M est tel que cl(z) € M/I(M) est irrelevant, il existe ry tel que cl(x)R,. = 0 pour r > rq.
Mais ceci implique zR,, = 0 pour n > ro+ng, soit x € (M) et cl(x) = 0. Donc M/I(M) ne contient
pas de sous-module irrelevant non trivial.

ATTENTION, deux R-modules gradués peuvent étre isomorphes comme R-modules sans étre
isomorphes comme R-modules gradués. Les définitions qui suivent illustrent clairement cette remar-
que.

Définition 13.28 : On note M[t] le R-module gradué défini par M][t],, = M., pour tout n.

Définition 13.29 : On dit qu’un homomorphisme f : M — N de R-module gradués est homogene
de degré r, si f(M,) C Ny pour n € Z. On note Homg(M,N), le Ry-module formé par les
homomorphismes de degré r.

On a évidemment Homp(M,N) = @, . Homgr(M, N), et Homp(M, N) est un R-module gradué.

Définition 13.30 :

(i) Deur R-modules gradués M et N sont isomorphes s’il ezxiste un isomorphisme homogéne de
degré 0 entre M et N.

(i) On dit qu’un sous-R-module M' de M est un sous-module gradué de M si M' est un R-module
gradué et si linclusion de M’ dans M est homogéne de degré 0.

(#ii) On dit qu’un R-module quotient N de M est un quotient gradué de M si N est un R-module
gradué et si l'application naturelle M — N est homogéne de degré 0.
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Proposition 13.31 : Pour tout R-module gradué de type fini M il existe un nombre fini d’entiers
r; et un homomorphisme surjectif homogene de degré O :

@ R[—r;] — M.

Démonstration :

Soient (x1, ..., Zs) un systeme de générateurs homogenes du module M et r; le degré de z;. Pour
i=1,...,s, considérons 'homomorphisme f; : R[—r;] — M défini par f;(1) = x;. Il est homogene de
degré 0. La somme de ces homomorphismes est un homomorphisme surjectif homogene de degré 0.

Corollaire 13.32 : Soit R un anneau projetant tel que Ry est local. Tout R-module libre gradué de
type fini est de la forme @, R[—r].

Démonstration :

Soit L un R-module libre gradué de type fini. Il suffit évidemment de montrer L a une base
formée d’éléments homogenes.

Si Mg est I'idéal maximal de Ry, Il est clair que N = @, R, ® My D0 R, est un idéal maximal
gradué de R. On a Ry/My = R/N. Le R/N-espace vectoriel de rang fini L/N'L est gradué. Il admet
évidemment une base formée d’éléments homogenes. Si z1,...,x; € L sont des éléments homogenes
dont les classes dans L/N'L forment une base, on vérifie facilement, avec le Lemme de Nakayama
gradué, que (z1,...,2;) est une base de L.

13.3 Fractions homogenes.

La Proposition suivante se passe de commentaires.

Proposition 13.33 : Soient R un anneau gradué, a € R un élément homogene et M est un R-
module gradué.
Soient RS = {b/a', b€ R0} €t MP ={z/d, ze€ M, 4140(a) } -

Alors R, = @TR(([) est un anneau gradué et M, = GBTR((IT) est un R,-module gradué.

Définition 13.34 : Une partie multiplicativement stable S d’un anneau gradué sera dite graduée si
tous ses éléments sont homogenes.

Si M est un R-module gradué, ST'M™ = {z/s, s€ S, &€ M, qp,} estle groupe commutatif
des fractions homogénes de degré r de S™'M.

Proposition 13.35 : S7'R = @,S 'R est un anneau gradué et S~'M = @®,S M) est un
STIR-module gradué.

C’est clair. Le résultat qui suit aussi.

Proposition 13.36 : Une partie multiplicativement stable engendrée par des éléments homogénes
est graduée.
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Théoreme 13.37 : Soit R un anneau gradué. Si a € Ry, alors
R, = RY[a,1/a],

ou a est algébriquement libre sur RY.
St M est un R-module gradué, alors

M, = MO &

O @00 RVa, 1/a).

Démonstration :
Une relation non triviale bya! + bya'™' + ... + b = 0, avec b; € REP), contredit la décomposition
R, = ®,R™. Donc a est algébriquement libre sur RY.
Il est clair que R((ZO) [a,1/a] C R,. Comme R = a”RSLO), pour tout n, I’égalité annoncée est
démontrée.
Montrons enfin que I'application naturelle surjective
MO &0 BOfa, 1/a] — M,

est injective. Sinon, il existe dans M, une relation a'mg + a'~'m; 4+ ... + my = 0, avec m; € Méo).
Mais ceci contredit la décomposition M, = EBnMén) )

On en déduit facilement ’énoncé suivant.

Corollaire 13.38 : Soit Specgrqaa(R) le sous-ensemble de Spec(R) formé des idéauz premiers gradués
de R.
(i) L’application P — PN R définit une bijection entre Specgraa(R) N D(a)) et Spec(R((lO)).
(i) Si M est un R-module gradué de type fini, cette bijection induit une bijection entre Supp(M)N
Specgraa(R) N D(a)) et Supp(MéO)).

13.4 Le Théoreme des syzygies gradué.

Théoréme 13.39 (Théoréme des Syzygies gradués) : Soient V = k[ Xy, ..., X4] un anneau de
polynomes a d+ 1 variables sur un corps k et M un V-module gradué de type fini. Sim; et n;;, avec
0<i<detl<j<m; sont des entiers et si

0— K — @ Vi—ngl — ... — @ Vi—nq,] — EB V]—ngj] — M — 0.

1<j<mq 1<j<my 1<j<mo

est une suite exacte a homomorphismes de degré 0, alors il existe des entiers mgi1 et ngy1;, avec
1 < j < maya, tels que K =~ @1§j§md+1 VI=nat;]-
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Démonstration :

On fait bien stir une récurrence sur le nombre d + 1 de variables.

Sid+1=0,alors V est le corps k et M un espace vectoriel de rang fini sur k. Soient (ey, ..., €,,)
une base homogene de M et n; = d°(e;). L’homomorphisme f; : V[—n;] — M, défini par f;(1) = e;,
est homogene de degré 0. Il est clair que

Y fit @ Vien] - M

1<j<m 1<i<m

est un isomorphisme de V-modules gradués.

Supposons maintenant d + 1 > 0.

Posons N = Ker(D, <<, V[—no;] — M). La multiplication par X, est injective dans V', donc
aussi dans N et K puisque N C D, jc,,, VI—n0;] et K C D\, VI—n4]-

Posons V' = V/X,;V ~ C[Xy, ..., X4-1], et considérons le diagramme commutatif suivant, dans
lequel les lignes et les colonnes sont exactes et les homomorphismes homogenes de degré 0 :

0 0 0 0
! ! ! !

0 - K[-1] — &;V[-ng-1 — .. - D;V[-m; -1 — N[-1] — 0

le le le le

0 — K - B;Vl-ngl - .. - D;V[-nyl - N — 0
l ! ! |

0 - K/XyK — @J.V’[—ndj] " EB].V’[—nU] — N/XyN — 0
! ! ! !
0 0 0 0

Une application directe du diagramme du serpent montre que la derniere ligne est une suite exacte de
V’-modules gradués, a homomorphismes de degré 0. Par hypothése de récurrence, il existe des entiers
m et [;;1 < i < m, tels que K/X,K ~ @,.,.,, V'[—l]. Nous allons en déduire un isomorphisme
K ~®,;c,, V[-L], ce qui démontrera le Théoreme.

Soient 21, ..., z, des éléments homogenes de K, avec d’(z;) = I;, dont les classes dans K/X;K
forment une base de K/X K. Si K’ est le sous-module gradué de K engendré par zi, ..., 2, on a
K =K'+ X4K. On en déduit K = K’ par le Lemme de Nakayama.

Enfin supposons qu’il existe une relation entre zi, ..., z,, et montrons qu’elle est nécessairement
triviale. Soit a1z + ... + @y, 2, = 0 une relation homogene non triviale de degré minimum. Comme sa
classe dans K/ XK est triviale, on a a; € X4V pour tout 4, soit a; = Xgb; et Xy(b1z1+...+bmzm) = 0.
Mais comme X, n’est pas diviseur de 0 dans K, on a byz; + ... + b, 2, = 0, donc b; = 0 pour tout ¢
(la relation choisie était de degré minimum) et a; = 0 pour tout .

On a montré que (21, ..., 2,) est une base de K, ce qui prouve bien K ~ @,_,.,. V[—] et le
Théoreme. o

Corollaire 13.40 : Soient R une k-algebre graduée projetante et M un R-module gradué de type
fini. 1l existe un polynome Py, a coefficients rationnels, tel que rgp(M,) = Py(n) pour n >> 0.
Si k est algébriquement clos, on a lg,(M,) = Py(n) pour n >> 0.
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Démonstration :

Il existe un anneau de polynomes V' tel que R est une V-algebre finie. La structure de R-module
gradué de type fini de M induit évidemment sur M une structure de V-module gradué de type fini.
Considérons alors une suite exacte a homomorphismes de degré 0 :

0— @ Vi—nat1] — ... — @ Vi—ni,| — @ Vi—ng] — M — 0.

1<j<maqa 1<j<ma 1<j<mo

Elle entraine pour tout n 'existence d’une suite exacte de k-espaces vectoriels :

0— @ Vingpy, — - — @ Viny; — @ Ving; — My — 0.

1<j<maqa 1<j<my 1<j<mo

On en déduit
rgr(M,) = Z(_l)irgk(vnfmg%
irj
soit pour n assez grand
rg(My) = 3 (=1 Pl = i),
i.j
ce qui démontre la premiere assertion du Corollaire.

Supposons que k est algéb riquement clos. Comme Ry est fini sur k, on a k ~ Ry/M pour tout
idéal maximal M de Ry. Donc lg,(M,) = rgr(M,) (Théoreme 5.19).

Définition 13.41 : Py est le polynome de Hilbert de M.
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Chapter 14

Polynomes de Hilbert.

Nous n’avons certainement pas choisi le plus court chemin pour introduire, dans le chapitre précédent,
le polynome de Hilbert d’un module gradué de type fini sur un anneau gradué projetant. Le lecteur
peut s’en convaincre en consultant de nombreux livres d’algebre commutative. De plus, le Théoreme
des syzygies gradué n’établit son existence que dans le cas d’une algebre graduée projetante sur un
corps. L’introduction de ce polynome par cette méthode nous parait pourtant la plus naturelle. Elle
souligne I'interaction entre ’algebre homologique et la géométrie algébrique.

Une autre présentation (dans le méme esprit) nous semble aussi riche : Via le complexe de Koszul.
Elle a de plus I'avantage sur la précédente de prouver I'existence du Polynoéme de Hilbert dans la
situation la plus générale. Courant le risque de nous répéter, consacrons lui les lignes nécessaires
avant de nous intéresser plus en détails aux propriétés du polynome de Hilbert.

14.1 Le Complexe de Koszul.

Soient R un anneau, L un R-module libre de rang r et f : L — R un homomorphisme. Considérons

les applications ‘ .
di - N'L — N7'L
définies, pour ¢ = 1,...,r, par
dz(lL'lAfL‘QAAZL'Z) = Z(—l)l_lf(l'l)(l’lA...AZEZ_1A$Z+1A...A$i).
!

(Il faut bien str vérifier que ces applications existent!)
On vérifie immédiatement 1’énoncé suivant :

Proposition 14.1 :
(i) di = f.

(i) d; est une application linéaire pour tout i.
(iii) d;od;v 1 =0 pour 1 <i<r—1.

115
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Définition 14.2 : Le compleze K.(f)
0— AL AL S B AL B A0 g
est le complexe de Koszul de f.
Les modules d’homologie Kerd;/Imd;.1 sont notés H;(K.(f)).
Théoreme 14.3 : Si f est surjective le complexe de Koszul est une suite exacte scindée.

Démonstration :
Soit e un élément de L tel que f(e) = 1. Si F = kerf, alors L = F @ Re. On vérifie que
NL=NF & (AN 'F)ARe et que N'F = Kerd; = Imd, 1.
Corollaire 14.4 : Pour tout i on a Supp(H;(K.(f))) C Supp(Ho(K.(f)))-
Démonstration :
On a Ho(K.(f)) = cokerf. Donc si P est un idéal premier de R tel que P ¢ Supp(Ho(K.(f)))

Iapplication fp : Lp — Rp est surjective. Le Corollaire se déduit alors immédiatement du Théoreme
en utilisant le Lemme formel évident suivant :

Lemme 14.5 : Soit S une partie multiplicativement stable de R. Si S™'f : S7T'L — S™'R est
Uapplication localisée de f, le compleze de Koszul de S~ R-modules de S™'f est naturellement iso-
morphe au localisé par S du complexe de Koszul de f.

Définition 14.6 : Si M est un R-module, on appelle complexe de Koszul de f et M et on note
K.(f, M) le compleze :

0>ANLRrM—->AN'L@gM— ... > ANLr M — ANLRr M — 0.
On vérifie directement le résultat suivant :

Proposition 14.7 : SiZ est un idéal de R, si A= R/T et si fa=fRrA: LRQrA— A, ilyaun
isomorphisme naturel entre K.(f, A) et K.(fa).

Corollaire 14.8 : Soit M un R-module de type fini. Alors pour tout i on a
Supp(H;(K.(f, M))) C Supp(Ho(K.(f, M))).

Démonstration :

Soient Z l'idéal annulateur de M et A = R/Z. On remarque d’abord que M est un A-module et
que K.(f, M) est naturellement isomorphe & K.(f4, M). On peut donc supposer annM = (0) et a
fortiori SuppM = SpecR.

Comme

Hy(K.(f,M)) = coker(f @ M) = coker(f) ® M,

Supp(Ho(K.(f, M))) = Supp(Ho(K.(f)))-

Finalement, si P est un idéal premier de A tel que P ¢ Supp(Ho(K.(f))), on sait d’apres le
Théoreme 14.3 que le complexe K.(f) ® Rp est exact et scindé. On en déduit que

K.(f)® Rp ® Mp
est exact et scindé donc que (H;(K.(f, M)))p = 0 pour tout i, ce qui démontre le Corollaire.
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14.2 Polynomes de Hilbert.

Théoréme 14.9 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini. Si
E est un sous-Ry-module de Ry engendré par r + 1 éléments et tel que EM,, = M1 pour n >> 0,
alors il existe un polynéme a coefficients rationnels Py, de degré < r, tel que [(M,) = Py(n) pour
n>>0 (si N est un Ro-module de type fini, [(N) est sa longueur).

Démonstration :

Fixons (o, ..., z,) un systeme de générateurs du Ry-module E. Considérons le R-module libre
gradué L = (r + 1)R[—1], une base (ey,...,e,) de L, formée d’éléments homogenes de degré 1 et
I'homomorphisme f : L — R défini par f(e;) = x;. Comme f est homogene de degré 0, on vérifie
facilement que les homomorphismes des Complexes de Koszul K (f.) et K(f, M) sont aussi homogenes
de degré 0.

Remarquons d’abord que (f@M)(L&M) = EM = &, EM,. Comme EM, = M, pour n >> 0,
on en déduit (Ho(K(f,M))), = 0 pour n >> 0. D’apres la Proposition 13.25, les idéaux premiers
du support de Ho(K(f, M)) sont irrelevants, donc les idéaux premiers du support de H;(K(f, M))
aussi pour ¢ > 0 (Corollaire 14.8).

Appliquant a nouveau la Proposition 13.25, on a montré (H;(K(f,M))), = 0 pour n >> 0 et
pour ¢ > 0. Autrement dit, il existe un entier ngy tel que pour n > ng le complexe de Ry-modules
suivant est exact :

0— (AN"Legr M), = (NLRg M), — ...— (NML®r M), — M, — 0
Comme la longueur est une fonction additive, ceci implique

Y (FD)IU(ANL@rM),) =0 pour n = np.

0<i<r+1
Mais AL = A'(r + 1)R[—1] ~ (A'(r + 1)R)[—1], donc (A'L ®r M), = (A'(r + 1)R) ®r M),,_; et

r+1

I(A'L @ M),) = < .

) (M),
Finalement, on a

Z (_1)i < ' —: ! > [(My—i) = 0.
0<i<r+1

Soit alors H) la fonction de Hilbert de M, i.e. Hy(n) = I(M,) pour tout n.
Si pour toute fonction H, définie sur R, on pose AH(X) = H(X)— H(X —1), I'égalité précédente
se lit

A Hy(n) =0 pour n > ng.

On vérifie facilement que ceci implique I'existence d’un polynome Py, a coefficients rationnels et
de degré < r, tel que Hy(n) = Py (n) pour n > ng. C'est le Polynéme de Hilbert de M.
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14.3 Propriétés du polynéme de Hilbert.

Proposition 14.10 : Soit R un anneau gradué projetant.

(i) Si
0—-M —=M-—-M —0

est une suite exacte de R-modules gradués de type fini, a homomorphismes de degré 0, on a
Py = Pyp + Py
(11) Pour tout R-module gradué de type fini N, on a d°Py < d°Pg.
Démonstration : Comme on a, pour tout n, une suite exacte de Ry-modules de type fini
O—>M7'L—>Mn—>M7'l'—>O,

(i) se déduit de I’additivité de la longueur.
Pour (ii), rappelons que N est un quotient d’'un R-module libre gradué de la forme ", R[—r].
On en déduit Py(n) < Y, Pr(n —r;), et Iassertion.

Théoreme 14.11 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini.
Sir est le degré du Polynome de Hilbert Py, de M, alors :

(i) r! Py est un polynome a coefficients entiers.

(i1) Pp(0) est entier.

C’est une conséquence de la Proposition suivante :

Proposition 14.12 : Soit P € Q[X] tel que P(n) € Z pour n >> 0. Sir = d°P, alors
(i) ! P est un polynéme a coefficients entiers.
(ii) P(0) est entier.

Démonstration de la Proposition par récurrence sur r = d°P :

Si a est le coefficient dominant de P, il est clair que ra est le coefficient dominant du polynome
AP(X) = P(X)—P(X —1). Comme AP est de degré r — 1, on a prouvé par récurrence que rla = e
ou e € Z. Considérons alors le polynéme Q = P — e[X (X — 1)...(X — r + 1)]/r!; il est de degré
r—1et Q(n) € Z pour n >> 0. On en déduit (i) par récurrence et (ii) aussi car P(0) = Q(0). Le
Théoreme est démontré.

Remarque : L’énoncé est bien sur contenu dans la formule d’interpolation de Newton
P= > APO)X(X—1)..(X —i+1)]/i,
0<i<dOP

dont nous venons de suggérer la démonstration.

Définition 14.13 : La multiplicité de M est le nombre entier e(M) tel que e(M)/r! est le coefficient
dominant de Py. L’entier Py(0) est la caractéristique d’Euler-Poincaré x(M) de M.

Remarque : Si e(M) = e(M|[s]) pour s € Z, on n’a pas en général y(M) = x(M|s]).
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14.4 Degré du Polynome de Hilbert.

Dans ce qui suit, nous considérerons toujours un corps infini k& et R une k-algebre graduée projetante.
Si M est un R-module gradué de type fini, le polynoéme de Hilbert Py, de M est alors défini par
Py(n) = 1 (M,) pour n >> 0.

Remarque : Il est en effet important lorsqu’on parle de longueur de bien spécifier quel est ’anneau
de base. Si Ry est un anneau artinien fini sur £ et si M est un Ry-module de type fini, on n’a pas
nécessairement I (M) = lg,(M). Par exemple, si Ry est un corps fini sur k, on a I (Ry) = d}(Ro) et
lr,(Ro) = 1.

Exercice : Montrer que si Ry est un anneau artinien fini sur un corps algébriquement clos k et si M
est un Ry-module de type fini, on a (M) = [g(M). Utiliser le Théoreme 5.19 et le Théoreme des
7610s.

Proposition 14.14 : Soient k un corps infini, R une k-algébre graduée projetante et M un R-
module gradué de type fini tel que Py # 0. Il existe y € Ry tel que

Prrjym(X) = APy (X) = Py (X) — Pu(X = 1).

En particulier, on a
(Z) dOPM =1 —f-dOPM/yM et
(ii) e(M) = e(M/yM), quand Py 7 0.

Démonstration :

Comme Py n’est pas nul, on sait (Proposition 13.25) que M a des idéaux premiers associés
relevants. Soient Py, ..., Ps ces idéaux.

Comme Ry ¢ P;, pour 1 < i < s, il existe y € Ry tel que y ¢ Ry N'P; pour i = 1,..., s, d’apres le
Lemme d’évitement pour les espaces vectoriels (sur le corps infini k).

Si K est le noyau de la multiplication par y dans M, on a une suite exacte a homomorphismes
de degré 0 :

0— K[-1] = M[-1] & M — M/yM — 0.

Comme K C M, un idéal premier P associé a K est associé a M. Mais y € P car yK = 0, donc
P est irrelevant et K aussi, d’apres la Proposition 13.25. Il reste pour n >> 0 des suites exactes

0— M, % M,y — (M/yM),s1 — 0.

Elles démontrent que Pay/yn(X) = Py (X) — Py(X —1).
(ii) se déduit immédiatement de (i).

Théoreme 14.15 : Soient k un corps infini, R une k-algébre graduée projetante et M un R-module
gradué de type fini. Le degré du polynome de Hilbert de M est égal au plus petit entier r tel qu’il
existe des éléments xy, ..., x, € Ry vérifiant (xo, ..., x,.)1 M, = M, 1 pour n >> 0.
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Démonstration :

On a r > d°Py; d’aprés le Théoréme précédent.

Pour démontrer I'inégalité inverse,faisons une récurrence sur d°Pj;.

Si Py =0,i.e. M, =0 pour n >> 0, posons d’Py; = —1 et le résultat est évident.

Si Py; n’est pas nul, remarquons que M est un module gradué de type fini sur le sous-anneau
gradué Ry[zo, ..., z,] de R.

D’apres la Proposition 14.14, il existe donc y € (2o, ..., z,)1 tel que d"Py = d°Pyyjynr + 1.

Mais si yo,...yx € Ry sont tels que (yo,..y:)(M/yM), = (M/yM),+1 pour n >> 0, on a
(Yo, ---Yt, y) My, = M, 41 pour n >> 0, donc t > r — 1. On en déduit par hypothese de récurrence que
d°Pyrjyne > 1 — 1 et Pénoncé est démontré.

Corollaire 14.16 : Siy € Ry, on a d*Pyjyn > d°Py — 1.
C’est clair.

Définition 14.17 : Soient k un corps infini, R une k-algébre graduée projetante et M un R-module
gradué de type fini.
Siy € Ry et st d*Pujyn = d°Pyy — 1, on dit que y est un paramétre homogéne de degré 1 de M.
Si d°Pyr =1, si (Yo, ..., yr) C R1 et si Pryyy,...yym =0, on dit que (yo, ..., yr) est un systéme de
parametres homogenes de degré 1 de M.

Exemple : Considérons 'anneau de polynémes V = k[ Xy, ..., X,].
(i) I est clair que (X, ..., X;) est un systéme de parametres homogenes de degré 1 de V.
(ii) Il est tout aussi clair que

(0) C (Xo) C (Xo,X7) C ... C (Xoy..r, Xp)

est une suite strictement croissante, de longueur r + 1, d’idéaux premiers gradués de V', donc de
SuppV, et on sait (Théoreme 9.19) qu’il n’en existe pas de plus longue.
La suite

(0) C (Xo) C (Xo,X7) C ... € (X0, Xy1)

est une suite strictement croissante, de longueur r, d’idéaux premiers gradués relevants de Spex (V).

Théoreme 14.18 : Soient k un corps infini, R une k-algébre graduée projetante et M un R-module
gradué de type fini. Le degré du Polynome de Hilbert de M est égal au plus grand entier | tel qu’il
existe une suite strictement croissante d’idéaux premiers gradués relevants Py C Py C ... C P,
contenus dans le support de M.

Nous utiliserons les Lemmes suivants.

Lemme 14.19 : Si P et Q sont deux idéaux premiers gradués distincts de R tels que P C Q alors
dOPR/p > dOPR/Q.
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Démonstration du Lemme :
Soit z un élément homogene de Q tel que x ¢ P. La suite exacte

0— R/P 5 (R/P)[dz] — (R/P)/z(R/P))[d’z] — 0

montre d"Pg/pi.r) < d°Pr/p. Mais I'application surjective R/(P + zR) — R/Q est homogene de
degré 0 done 1((R]Q),) < H(R/(P -+ £R))) ot on & d* Payep o = d Prjo.

Lemme 14.20 : [ existe une suite croissante finie de sous-modules gradués K; de M, des idéaux
premiers gradués P; du support de M et des entiers n; tels que pour tout 1 > 1 on a

K;/K;_1 ~ R/P;[—n;].

Démonstration du Lemme :
C’est la version graduée du Théoreme 5.8. La démonstration est identique si I'on veut bien se
souvenir qu’'un idéal premier associé a un module gradué de type fini est gradué.

Démonstration du Théoreme 14.18:

Soit P un idéal premier minimal du support de M. Comme P € AssM, il existe z € M tel que
P = ann(z); il induit une application injective R/P — M|[d"z] homogene de degré 0. On en déduit
I(R/P)n) < UMpyao,) et d®Prip < dPy.

Soit Py C Py C ... C P, une suite strictement croissante d’idéaux premiers gradués du support
de M. On sait qu’il existe un idéal premier minimal P, minimal dans SuppM tel que P C P,.
Compte tenu du Lemme 14.19, ceci démontre bien d°Py; > [ + dOPR/'pl. Mais si P, est relevant, on
a (R/P))n # 0 pour tout n, donc d°Pr/p, > 0 et d°Py > L.

Prouvons 'inégalité inverse.

Si0— K — M — N — 0 est une suite exacte de modules gradués a homomorphismes de degré
0 on a évidemment Py, = Pyx + Py.

Compte tenu du Lemme 14.20 et de la Proposition 14.10, il existe un idéal gradué P € SuppM
tel que

d°Py = d° Pryp.

Considérons la k-algebre graduée projetante et integre A = R/P.

D’apres le Lemme de normalisation il existe un sous-anneau de polynémes V' = k[Xj, ..., X,] de
Ry/Po[A4], a variables de degré 1, sur lequel Ry/Py[A;] est fini, donc A aussi.

D’apres le Théoreme de relevement gradué, il existe une suite croissante d’idéaux premiers gradués
P; de A telles que Py NV = (X, ..., X;) et PoNV = (0). Comme un idéal premier irrelevant est
maximal, les idéaux P; sont relevants pour ¢ < r. Mais comme A est un V-module gradué de type
fini, on a d°Ps < d°Py (Proposition 14.10). Finalement, d° Py = r démontre le Théoreme.
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14.5 Exemples et exercices.

(i) Si F' € C[Xy, X;] est un polynéme homogene de degré f, le polynome de Hilbert du quotient
C[Xo, X1]/(F) est P(n) = f.

(ii) Si F' € C[Xy, X1, X3] est un polynéme homogene de degré f, le polyndéme de Hilbert de
C[Xo, X1, Xo)/(F)est P(n)=nf+1—(f—1)(f—2)/2.

(iii) Si F' et G sont deux polyndémes homogenes sans facteur commun de R = C[Xy, X1, Xo, Xj]
de degrés respectifs f et g, le polynome de Hilbert de C[Xy, X;, Xo, X3]/(F, G) est
P(n)=nfg— fg(f+g—4)/2. Cela se déduit de la suite exacte suivante, dont les homomorphismes

sont de degrés O :
-G
F

0—R~f—g] * — ' Rl-fleRl-g) ™ R— R/(F,G) 0.

(iv) Soit 7 un entier positif. Le polynéme de Hilbert de I'anneau gradué
R = ©,C[X0, X1}
est P(n) =rn+ 1.
(v) Soit R un anneau gradué projetant. Soit
[ @i<i<rR—ny] — S1<i<r R[—d)]

un homomorphisme homogene de degré 0. On suppose que f est injectif (c’est a dire que son
déterminant n’est pas diviseur de zéro).
Calculer en fonction des entiers n; et d; le polynoéme de Hilbert du module gradué Coker(f).
Calculer ensuite le polynome de Hilbert du conoyau de

det(f) : R[— an] — R[— Zn]]

Comparer les coefficients dominants de ces deux polynomes.
Montrer que si dim(R) = 1, on a [(Coker(f) = I(Coker(det(f)).
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Dimension

15.1 Dimension et polynome de Hilbert.

Définition 15.1 : Soient A un anneau nothérien, J un idéal de A et M un A-module de type fini.
(i) Une suite décroissante de sous-modules

M = My, D Mygi1 2 ...

de M est une filtration J-stable si J M, C M,1 pour tout n et st JM, = M, 1 pour n >> 0.
(i) Si A est local, l'idéal J est un idéal de définition pour M si M/ J M est un module de longueur

finie.

Théoréme 15.2 : Soient (A, M) un anneau local et M un A-module de type fini. Soient J C M
un idéal de définition de M et (M,) une filtration J-stable de M.

(i) Il existe un polynome P € Q[T tel que P(n) = (M /M,+1) pour n >> 0.

(11) Si J est engendré par v éléments, on a r > d°P.

(#ii) Le degré de P ne dépend que de M.

(iv) Le coefficient dominant de P ne dépend que de M et de J (et pas de la filtration J-stable).

Démonstration :

Remarquons d’abord que M est évidemment un (A/annM)-module et que la filtration (M,,) est
stable pour l'idéal (J + annM)/annM de (A/annM). De plus le nombre minimal de générateurs
de cet idéal est inférieur a celui de J. On peut donc supposer annM = 0, soit Supp(M) = SpecA.
Mais dans ce cas Supp(M /T M) = Spec(A/T) et finalement, A/J est un anneau artinien.

Remarquons alors que €D, ~,,,(Mn/M,11) est naturellement un module de type fini sur 'anneau
gradué projetant

DI/ T = grs(A).

n>0

La structure de module est évidemment induite par J M, C M,,;. D’autre part il existe mg tel
que J M, = M, 1 pour n > mq donc @, 5 (M, /M, 1) est engendré par ses éléments de degré < my.
Comme M, /M, est un A/J-module de type fini pour tout n, il est clair que €, (Mn/M; 1)
est un grz(A)-module de type fini.

123
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Si J est engendré par r éléments, le A/ J-module J/J? est engendré par r éléments. D’apreés le
Théoreme 14.9, il existe un polynéme @) € Q[T] de degré < r — 1 tel que (M, /M,+1) = Q(n) pour
n >> 0. On en déduit immédiatement l'existence de P vérifiant (i) et (ii).

Pour démontrer (iii), utilisons d’une part qu'il existe un entier s tel que M?* C J et d’autre part
qu’il existe un entier mg tel que JM,, = M, 11, pour n > my. Il en résulte qu'on a

I(MJMEFE DN > 1M/ My g 1) > UM/ T M) > 1(M/ M M.

Appliquant (i) a la filtration M-stable (M™M), >0, on sait qu'il existe un polynéme Py, s tel
que
Prr(n) = L(M/M™ M) pour n >> 0.

On en déduit

Pum(s(n+mo+1) —1) > P(n+mg) > Py u(n).

Ceci montre bien que Py et P ont méme degré, done (iii).
Enfin, de maniere similaire, les inclusions

jn+m0+1M C Mn+mo+1 - jn+1M

montrent

(M)T"mOM) 2 UM [Mymg1) > UM/ T"M),

donc que les polynomes associés aux deux filtrations J-stables (7" M) et (M,) ont méme coeffi-
cient dominant, soit (iv).

ATTENTION : Si P(n) = (M /M,+1), on a AP(n) = I[(M,,/M,+1). Cette remarque est évidente.
Mais dans I’étude locale on utilise le polynome P et dans 1’étude graduée on utilise le polynome AP.
On a bien d°(AP) = d°P — 1. Tl semble que ce soit souvent une source de confusion.

Lemme 15.3 (Artin-Rees) : Soient M un A-module de type fini, J un idéal de A et (M,) une
filtration J-stable de M. Si N est un sous-module de M ,alors la filtration (N,) = (M, N N) de N
est J -stable.

Démonstration :

@ M,, est naturellement un module sur I'anneau I'anneau de Rees @,,., J" qui est noethérien.
Comme la filtration (M,,) est J-stable, on vérifie facilement que ce module est de type fini. Mais
€ N,, en est aussi naturellement un sous-(@p,,~, J")-module, donc de type fini. Il existe donc my
tel que JN,, = N,41 pour n > mg (I'inclusion JN,, C N,;; est évidente).

Corollaire 15.4 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module de type fini. Si
a € M est un élément régulier dans M, alors

dO(PM) > dO(PM/aM).
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Démonstration : Considérons la suite exacte
0—aM — M — M/aM — 0.
Elle induit des suites exactes
0—aM/aMNIT"M — M/J"M — M/(aM + J"M) — 0.

D’apres le Lemme d’Artin-Rees, la filtration aM N J"M de aM est J-stable. Comme aM et M
sont évidemment isomorphes, il en résulte que les polynomes de Hilbert de aM pour la filtration
aM N J"M et de M pour la filtration J"M ont méme degré et méme coefficient dominant.

En conséquence le degré du polynoéme de Hilbert de M/aM pour la filtration (J"(M/aM) est
de degré strictement inférieur & d°(Pyy).

Corollaire 15.5 : Soient (A, M) un anneau local noethérien, P et Q deuz idéauz premiers distincts
de A tels que P C Q et J un idéal de définition pour A/P (donc pour A/Q aussi).

St Pasp (resp. Pajg) est le polynome associé a la filtration J"(A/P) (resp. J"(A/Q)) du
A-module A/P (resp. A/Q), on a

dO(PA/p) > dO(PA/Q).

Démonstration :

Soit = un élément de Q qui n'est pas dans P. D’apres le Corollaire précédent, on a d°(Pa/p) >
d°(Pajarp))-

Comme la surjection naturelle A/(P 4+ zA) — A/Q induit, pour tout n, une surjection

(A/(P+zA))/T"(A/(P +zA)) — (A/Q)/T"(A/Q).
Le Corollaire s’en déduit immédiatement.

Corollaire 15.6 (Théoréme de Krull) : Si (A, M) est un anneau local noethérien et M un A-module
de type fini, alors
() M"M = (0)

n>0

Soit B = (1,5 M"M. La filtration E, = EN M"M est M-stable (Artin-Rees), donc ME, =
E, 1 pour n >> 0. Comme on a évidemment £ N M"M = E pour tout n, il reste ME = E. soit
E = (0) d’aprés le Lemme de Nakayama.

Théoréme 15.7 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module de type fini et J
un tdéal de définition pour M. Les nombres suivant sont égaux :

(i) di(M) : Le plus petit entier n tel qu’il des éléments non nuls 1, xs, ...,x, € M engendrant
un 1déal de définition pour M.

(ii) dy(M) : Le degré du polynéome P € QT tel que P(n) = 1(M/J™1) .

(7i) d3(M) : le plus grand entier n tel qu’il existe, dans le support de M, une chaine strictement
croissante d’idéaux premiers : Py C Py C ... C Pp.
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Démonstration du Théoreme :

On a dy(M) > do(M) d’apres le Théoreme 15.2 (ii).

L’inégalité do(M) > d3(M) se déduit du Corollaire 15.5.

En effet, si Py est un idéal premier minimal du support de M on sait que Py € AssM, donc P
est 'annulateur d'un élément z de M et il existe une suite exacte

0— A/Py— M — M/Az — 0.

Posons F,, = J"M N (A/Py). La filtration (F,) de A/Py est J-stable (Artin-Rees). Il est clair que
J est un idéal de définition pour A/Py.
Si Pa/p, est le polynome de Hilbert de A/Py pour la filtration (F,), les suites exactes

0 — (A/Po)/Fusr — M/ ™M — M/(T™ M + Az) = 0

montrent [((A/Py)/Fni1) < U(M/JT"HM),

donc P(n) > Pyyp,(n) pour n >> 0. Ceci implique d°P > d"Pyp, et on conclut immédiatement
avec le Corollaire 15.5.

Remarquons que nous avons prouvé que dsz(M) est fini.

Il nous reste a démontrer dz(M) > di(M).

On fait une récurrence sur ds(M)

Si d3(M) = 0 alors Supp(M) = {M} et (M) est fini, donc d; (M) = 0.

Si P € SuppM est tel que d3(A/P) = d3(M), il est clair que P est un idéal premier minimal de
SuppM . Les idéaux premiers P € SuppM tels que d3(M) = d3(A/P) sont donc en nombre fini.

Sids(M) > 1, soit Q € Supp(M) tel que d3(A/Q) = ds3(M) — 1. D’apres le Lemme d’évitement,
il existe a € Q tel que a € P pour tout P € Supp(M) tel que d3(A/P) = ds(M). On a alors

par hypothese de récurrence. Mais par définition de d; implique évidemment
dl(M/CLM) +1 Z dl(M>,

et le Théoreme est démontré.

Définition 15.8 : On appelle dimension de M et on note dimM le nombre
di(M) = do(M) = ds(M).

Exemple détaillé:
Considérons I'anneau local R = C[X1, Xs, ..., Xi](x,,..x,)- Notons M son idéal maximal. [.
(i) Comme R/(X,...X;) = C, on a évidemment d;(R) < .

(i))Il y a un isomorphisme évident de R-modules entre le C-espace vectoriel des polynoémes ho-

mogenes de degré r et M"/M"™L. On en déduit [(M"/M"™1) = ( " —;__ZI L ) et [(R/IM™1) =
rl” , donc ds(R) = 1.

(iii) On a ds(R) = [ d’apres le Théoreme 9.19.
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Proposition 15.9 : Soient (A, M) un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et N
un sous-A-module de M. Alors

dimM = max(dimN, dim(M/N)).
On utilise par exemple dim(.) = ds(.).

Proposition 15.10 : Soient (A, M) un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et
P € SuppM. Alors
dimM > dim(A/P) + dim(Mp).

On utilise & nouveau dim(.) = ds(.).

Définition 15.11 : Soient A un anneau local noethérien et M un A-module de type fini.
On dit que M est équidimensionnel si pour tout idéal premier minimal P du support de M on a
dimA/P = dimM.

Définition 15.12 : Soit A un anneau local noethérien. On dit que A est caténaire si pour tout
couple d’idéauzx premiers P C Q, on a

dim(A/Q) + dim(Ag/PAg) = dim(A/P).

Malheureusement, il existe des anneaux locaux noethériens qui ne sont pas caténaires. Heureuse-
ment ils ne nous interessent pas car nous avons vu (Théoreme 9.19) que tous les anneaux locaux de
la géométrie algébrique sont caténaires.

Définition 15.13 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. On dit que M
est de dimension d si

(i) dim(Myg) < d pour tout idéal maximal M de A,

(i1) Il existe un idéal mazimal M de A tel que dim(Mu,) = d.

15.2 Systeme de parametres.

Soulignons la conséquence évidente suivante du Théoreme 15.7
Proposition 15.14 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Si aq,...,a, €

A, on a

dim(M/(ay, ...,a.) M) > dim(M) — r.

On adopte bien entendu la convention dim(0) =n Vn.
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Définition 15.15 : Soient (A, M) un anneau local et M un A-module de type fini de dimension d.
Si 1, ..., kg € M vérifient (M /(xq,...,xq) M) < 00, autrement dit dim(M/(x1,...,xq)M) =0, on dit
que (21, ...,xq) est un systéme de parametres de M.

Une permutation d’un systeme de paraparametres de M est un systeme de parameéetres de M. On
a évidemment :

Proposition 15.16 : Un élément x1 de M fait partie d’un systéeme de paramétres de M (est un
paramétre de M) si et seulement si dim(M/x1 M) = dimM — 1, c’est a dire si et seulement si pour
tout idéal premier P, du support de M, tel que dim(A/P) = dimM, on a x1 & P.

Proposition 15.17 : Soient (A, M) un anneau local, T un idéal de A et M un A-module de type fini
de dimension d. Si dim(M/IM) = d—r, il existe xy, ..., x, € T tels que dim(M/(z1,...,x,)M) = d—r
(autrement dit tels que (z1,...,x,) se prolonge en un systéme de paramétres de M ).

Démonstration par récurrence sur 7 :

Sir =0, cest évident. Sir > 0, on a Z ¢ P pour tout idéal P, du support de M, tel que
dim(A/P) = dimM, on a z; ¢ P. 1l existe donc (Lemme d’évitement) x; € 7 tel que z; ¢ P pour
tout idéal P, du support de M, tel que dim(A/P) = dimM.

On a dim(M/z1M)=d—1et (M/xyM)/Z(M/x1M) = M/ZM. On conclut par récurrence.

Théoreme 15.18 : Soient A et B deux anneaux locauzx noethériens d’idéaur maximaux M et N et
[+ A — B un homomorphisme local (i.e. tel que f(M) CN'), alors

dimB < dimA + dim(B/f(M)B).

Démonstration :

Si (z1,...,x4) est un systéme de parametres de A et si yi, ...,y sont des éléments de B dont les
classes dans B/f(M)B forment un systéme de parametres de B/f(M)B, il est clair que 'idéal
(f(xz1),..., f(xa),y1, ..., y) est un idéal de définition de B.

Définition 15.19 : Si J est un idéal d’un anneau noethérien A, on appelle hauteur de J le nombre
ht(j) = minjgp(dimA'p)

Remarque : Si P est un idéal premier d’'un anneau local noethérien, on a évidemment ht(P) +
dim(A/P) < dim(A).

On a comme conséquence immédiate du Théoreme 15.7 :

Proposition 15.20 : La hauteur d’un idéal engendré par r éléments est < r.
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15.3 Multiplicité d’un module pour un idéal de définition.

Compte tenu de la Proposition 14.11 , on peut donner la définition suivante :

Définition 15.21 : Soient A un anneau local, M un A-module de dimension d et J un idéal de
définition de M. L’entier eq(J, M) tel que le coefficient dominant du polynome Py y associé a la
filtration (J™"M) de M est de la forme eq(J, M)/d! est appelé multiplicité de M pour J.

Si (M,) est une filtration J-stable de M, et si P’ est le polynome tel que P'(n) = (M /M, 1,
nous savons (Théoreme 15.2 (iv)) que le coefficient dominant de P’ est aussi eq(J, M)/d!.

Théoréme 15.22 : Soient A un anneau local et J un idéal de A.
S0 — N — N — N” — 0 est une suite exacte de A-modules de dimension < d admettant J

pour idéal de définition, on a
ed(']> N) = ed(Ja N/) + ed(Ja N”)

ot on a posé eq(J, M) =0 si dim(M) < d.

Démonstration :
Les suites exactes

0—N/J'NNN — N/J'N —- N"/T"N" — 0
montrent le Théoréme, compte tenu du Théoreme 15.2 (iv) et du Lemme d’Artin-Rees.

Corollaire 15.23 : Soient A un anneau local, M un A-module de dimension < d et J un idéal de
définition de M. Alors

ea( T, M) = > [(Mp)eq(T, AJP).

(Pesupp(M),dimA/P=d)

Démonstration :

Rappelons d’abord que les idéaux premiers P € supp(M ) tels que dimA/P = d sont nécessairement
minimaux (de supp(M)), donc en nombre fini.

On fait alors une récurrence Sur e ,onan.dima/p=a) L(Mp), le résultat étant évident si cette
somme est nulle, car dans ce cas on a dim(M) < d.

Supposons Z(PESUPP(M)7dimA/P:d) I[(Mp) > 1. Soit P € supp(M) un idéal premier tel que
dim(A/P) = d. Comme P est un idéal premier minimal de M, on a P € Ass(M).

Si x est un élément de M tel que ann(z) = P, posons N = M /Az. Considérons la suite exacte

0—-A/P—-M—N—D0.
Elle montre (Théoreme 15.22)
ea(T,M)=eq(T,A/P)+eq(T,N).
Soit Q € supp(M) est un idéal premier tel que dim(A/Q) = d. La suite exacte

0— (A/P)g = Mg — Ng — 0
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montre
[(Mg) = I((A/P)e) + I(No),
donc
Y. Mo = Y UNo),
Q#£P,dimA/Q=d O#£P,dimA/Q=d
et

I(Mp) =1+ I(Np).

On conclut en appliquant ’hypothese de récurrence a .

15.4 Dimension des anneaux géometriques.

Théoréme 15.24 : Soient k un corps infini et R = k[, ..., x,] une k-algébre de type fini Si Q C P
sont deuz idéauz premiers de R. Alors

dim((R/Q)p) + d°try(k[zy, ..., z,)/P) = d°trp(k[z1, ..., 7,]/ Q) < n.

C’est évidemment le Théoreme 9.19.

Remarque : En fait, selon le Théoreme 9.19, TOUTE suite non prolongeable et strictement crois-
sante d’idéaux premiers de Rp est de longueur dim(Rp). Cette propriété importante des anneaux
géométriques n’est malheureusement pas partagée par tous les anneaux locaux noethériens integres.

Corollaire 15.25 : Soient k un corps infini et R une k-algébre de type fini. Les entiers qui suivent
sont égaur :

(i) max(d°try(klx1, ..., 2,]/P)), pour P idéal premier de R.

(i) max(dim(Rp), pour P idéal premier de R.

(7ii) max(dim(Rr), pour M idéal mazimal de R (la dimension de R).

() mazx(dim(Rp) + d°try(k[z1, ..., z,]/P), pour P idéal premier de R.

C’est une conséquence immédiate du Théoreme 15.24.
Théoréme 15.26 : Soient k un corps infini et R = k[xq, ..., x,] une k-algébre de type fini.

(i) La fonction
P — dim(Rp) + d’tri,(R/P),

définie sur SpecR, est bornée par n et semi-continue supérieurement.
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(ii) Si z1, ...,z € R sont algébriquement libres sur k et tels que R est entier sur V = k[z1, ..., 2],
dim(Rp) + d’try(R/P) < .

pour tout idéal premier P de R.
(iii) Si F; est le fermé de SpecR tel que pour tout idéal premier P on a

dim(Rp) + d’try(R/P) > i <= P € F},

alors
(a) F,. est non vide.
(b) 1l existe, pour tout i < r, un ouvert U; C SpecR tel que U C F; et U; est dense dans Fj.

Démonstration :
Soit P un idéal premier de R. Si Q,,, avec m = 1, ..., ¢, sont les idéaux premiers minimaux de R
contenus dans P, on a dim(Rp) = max,_,dim(R/Q,,)p), donc

dim(Rp) + d’try(R/P) = maxs _ dtry(R/Qm) < n.

Soient alors Nj, avec j = 1, ..., les idéaux premiers minimaux de R tels que d’try(R/N;) > i et
F; le fermé de SpecR défini par I'idéal Nt AN;. 1l est clair que

dim(Rp) + d’try(R/P) > i <= P € F},

ce qui démontre (i).
Si
PoCPiC...CP

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de R,
PonVcCchPnNnVc..chPhNV

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de V', donc [ < r, ce qui démontre (ii).

Si P est un idéal premier minimal de R tel que PNV = (0), on a d’r,(R/P) = r, donc F, est
non vide.

Soient enfin N7, avec j = 1, ..., s, les idéaux premiers minimaux de R tels que d°try(R/N";) < i.
Il existe f € NSN; tel que f ¢ N pour j = 1,...,] (Lemme d’évitement). Montrons que l'ouvert
complémentaire du fermé défini par 'idéal fR est conteneu dans F; et que cet ouvert est dense dans
F.

Soit P un idéal premier tel que f ¢ P. Ceci implique @'; ¢ P pour ¢ = 1,...,s. Mais comme P
contient nécessairement un idéal premier minimal de R, on a P € F;.

Enfin cet ouvert est est dense dans F; car il contient tous les idéaux premiers minimaux du fermé
F; (si celui ci est non vide).

Lemme 15.27 : Soient A un anneau, B une A-algébre de type fini et x1,...,x, des éléments de B
tels que B est entier sur Alzy, ..., z,|. Alors pour tout idéal premier P de B, on a

dim((B/(P N A)B)p) + d°trampnay(B/P) < r.
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Démonstration : Soit Q@ = P N Alzy, ..., z,]. On a évidemment
dim((B/(PNA)B)p) < dim((Alxy, ...,z ] /(Q N A)Alz1, ..., z,]) o)
et
dOtTA/(pmA)(B/P) = dOtTA/(PmA)(A[xb e 1]/ Q).
Comme A[zy, ..., ] est quotient de 'anneau de polynomes A[X7, ..., X, ], il reste a remarquer que
pour tout idéal premier A de A[X7,..., X,], on a
dim((A[Xq, ..., X, /N N AV A[X1, o, X)) + trayvoa (AX, o, XN =7,
Théoreme 15.28 (Le Théoréme de semi-continuité) :
Soit A un anneau tel que pour tout idéal premier P le corps Ap/PAp est infini.
Soit B une A-algebre de type fini. La fonction
P — dzm((B/(P N A)B)p) + dOtT’A/(pmA)(B/P)
définie sur SpecB, est semi-continue supérieurement.
Démonstration : Soient P un idéal premier de B et
r = d%m((B/('P N A)B)'p) + dOtTA/(pmA)<B/P).
Considérons N = P N A, la partie multiplicativement stable S = A — (N et k = Ay /N Ap.
Considérons ensuite R = S™'B/N'S™!'B et son idéal premier @ = PS™!B/NS7!B. On a
r = dim(Rg) + d"try(R/ Q).
D’apres le Corollaire 15.26, il existe t € B, avec t ¢ P, tel que
dim(Ry) = .

Comme R; est une k-algebre de type fini, il existe, d’apres le Lemme de Normalisation, 2y, ..., 2, €
R; tels que Ry est entier sur k[zy, ..., z,]. Comme R; = (S7'B/NS™'B),, il existe z; € By et s; € S
tels que z; soit la classe de z;/s; dans R;. Il est clair qu’on peut remplacer z; par la classe de xz;,
pour tout 7.

Q = PST'B/NS™!B est isolé au dessus de Q N k|2, ..., z,]. Il en résulte que PB; est isolé au
dessus de PB; N Alzy, ..., x,].

Soit C' la fermeture intégrale de Alzy, ..., z,] dans B;.

D’apres le "main theorem” de Zariski, il existe u € C, avec u ¢ P By, tel que (By), = C,.

Comme B, est une A-algebre de type fini, il existe un sous-anneau D de By, contenant A[zy, ..., x,]
et u, fini sur Alzy, ..., z,], et tel que (By), = D,.

Il existe a € B— P et [ > 0 tels que u = a/t'. Posons s = at et montrons que pour tout idéal
premier P’ tel que s ¢ P’ on a

r > dim((B/(P' N A)B)p) + d’traypinay(B/P).
Mais s ¢ P’ implique t ¢ P’ et u ¢ P'B;. SiP’'B,ND = Q,ona
Bpi = Dg et Bp//P'Bp = Dg/QDo.
On veut donc montrer
r > dim((D/(QNA)D)g) + d’trasona(D/Q).
C’est le Lemme 15.27.
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15.5 Premier Théoreme d’intersection.

Théoréme 15.29 : Si P et P’ sont deuz idéaux de l'anneau de polynomes K[Xi, ..., X,]| sur un
corps infini K, alors pour tout idéal premier minimal N de P+ P’ on a

dim(K[X1, ..., Xp]/N) > dim(K[Xq, ..., X,,]/P) + dim(K[Xq, ..., X,,]/P') — n.

Démonstration :
Considérons l'isomorphismes naturel de K algebres

7 (KX, o, X @k K[ X1, X)) /(X1 ®1-10X,..,X, 01 -1 X,) ~ K[X,..., X,].
Il est clair qu’il induit un isomorphisme
K[X1, ..., X3 |0k K[ Xy, ..., Xp]) (PR K[ Xy, ..., Xp) )+ K[ X1, .., X)) QP +H(X101-10 X7, ..., X, @1-1®.
Compte tenu de cet isomorphisme et de la Proposition 15.14, il nous suffit de prouver
dim((K[X1, ..., X,]/PRKk K[ X1, ..., X,]/P")/Q) = dim(K[Xy, ..., X,,])/P) +dim(K[ Xy, ..., X,.]) /P,
pour tout idéal premier minimal Q@ de ’anneau
KXy, ... X,|/P oKk K[X1,...,X,])/P".

C’est une conséquence du Lemme de normalisation.

Soient yy, ..., yr € K[X1,..., X,])/P (vesp. z1, ...,z € K[X1, ..., X,,]) /P’ des éléments algébriquement
indépendants sur K tels K[X7, ..., X,,])/P est entier sur K|y, ..., y,] (resp. K[Xy,...,X,])/P’ est en-
tier sur K[z, ..., z;]). On vérifie facilement que K[X7, ..., X,.])/P®x K[ X1, ..., X,,]) /P’ est entier sur le
sous-anneau K[y, ..., Y| @k K21, ..., 2] qui est évidemment de dimension r+1 = dim(K[X7, ..., X,,])/Z)+
dim(K[X1,..., X))/ T).

Il reste a démontrer que

QN Ky, ...,yr| ®x K[z1, ..., z1] = (0).

Comme Q est un idéal premier associé a K[X1, ..., X,,])/ PRk K[X1, ..., X,)])/P’, tout élément de Q
est diviseur de 0 dans K[X7, ..., X,,])/P®x K[X1, ..., X,,])/P’. 1l suffit donc de prouver qu'un élément
de K[y, ..., yr] @k K|z1, ..., z] n’est pas diviseur de 0 dans K[Xj, ..., X,,])/P @k K[X1, ..., X,,])/P’.

Soient F' et F’ sont les corps des fractions de K[X7, ..., X,,])/P et K[ Xy, ..., X,,])/P’. L’application
naturelle

K[X1, s X)) /P @5 K[X1, ..., X0))/P' — F @y F'

est injective. Comme F ®y F' est un K(y1, ..., y,) @ K(z1,..., z1)-espace vectoriel, il en résulte que
KXy, ... X,))/P @k K[Xy,..., X)) /P est un K[yy,...,y.] ®k K[z, ..., z7]-module sans torsion et le
Théoreme est démontré.
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Corollaire 15.30 : Si M et N sont des modules de type fini sur l'anneau de polynomes R =
K[Xy,...,X,], on a
dim(M ®@r N) > dim(M) + dim(N) — n.

Démonstration :
Soient P € Supp(M) et P" € Supp(N) tels que dim(R/P) = dim(M) et dim(R/P") = dim(N).
Si A est un idéal premier minimal de P +P’, on a N € Supp(M ®@x N). Comme

dim(R/N > dim(R/P) + dim(R/P")
d’apres le Théoreme 15.29, le Corollaire est démontré.

Corollaire 15.31 : Soient Q un idéal premier de R = K[X,...,X,] et A= Rg. Si M et N sont
des A-modules de type fini, on a

dim(M @4 N) > dim(M) + dim(N) — dim(A).

Démonstration :

Soient P € Supp(M) et P' € Supp(N) tels que dim(A/P) = dim(M) et dim(A/P’) = dim(N)
et N un idéal premier minimal de I'idéal P + P’ de A. On applique alors le Théoreme 15.29 & 'idéal
premier N’ N R qui est minimal parmi les idéaux premiers contenant la somme des idéaux premiers
PNRet P NR de R. On rappelle que pour toutidéal premier @ C Q on a

dim(R/Q') = dim(R/Q) + dim(Rg/Q Rg).

15.6 Retour au cas gradué.

Le lecteur démontrera sans difficultés I’énoncé suivant :

Théoréme 15.32 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini.
Les nombres suivant sont égauz :
(i) di(M) : Le plus petit entier n pour lequel qu’il existe des éléments, non nuls et homogénes de
degré 1, x1,x9,...,x, € R tels que (M/(x1,...xy)M); = 0 pour t assez grand.
1) do(M) : Le plus petit entier n pour lequel qu’il existe des éléments, non nuls et homogénes
(1) daf plus p pour lequel g : g
de degré > 0, x1,x9,...,x, € R tels que (M/(x1,...x,)M); = 0 pourt assez grand.
1) ds(M) : Le degré du polynome P € Q[T tel que P(m) = [(M;) pour m assez grand.
g Y t<m g
(iv) dy(M) : le plus grand entier n tel qu’il existe une suite strictement croissante
Po C Py C ... C P, didéaux premiers gradués de SuppM .
(v) ds(M) : le plus grand entier n tel qu’il existe une suite strictement croissante
Po C Py C ... C P, didéaux premiers de SuppM .
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Définition 15.33 : On appelle dimension de M et on note dimM le nombre
di(M) = do(M) = d3(M) = ds(M) = d5(M).

Définition 15.34 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini de
dimension d. Sixy,...,xq € R sont des éléments homogenes de degré > 0 et tels que (M /(x1, ...,xq) M), =
0 pourt >> 0, on dit que (x1,...,24) est un systéme de paramétres homogénes de M.

On a alors évidemment

Proposition 15.35 : Un élément homogeéne non inversible x de R fait partie d’un systeme de
parameétres homogénes de M si et seulement si dim(M/xM) = dimM —1, c’est a dire si et seulement
si pour tout idéal premier (nécessairement gradué) P € SuppM, tel que dim(R/P) = dimM, on a
x & P.

15.7 Exemples et Exercices.
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Chapter 16

Profondeur

16.1 Suites régulieres.

Soient M un A-module et a € A. Si la multiplication par a dans M est injective, on dit souvent que
a est régulier dans M. Rappelons 1’énoncé suivant :

Proposition 16.1 : Si A est un anneau noethérien et si M est un A-module de type fini, alors
a € A est régulier dans M si et seulement si a ¢ P pour tout P € AssM.

Corollaire 16.2 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. St a € M est régulier dans M, alors dim(M/aM) = dim(M) —1, i.e. a est un paramétre pour
M.

Démonstration : Si P € SuppM est un idéal premier tel que dim(A/P) = dimM, on a P € AssM.
Comme a est régulier, on a a ¢ P pour P € AssM, donc a est un un parametre pour M.

Définition 16.3 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. Siay,...,a, € M, on dit que (ay,...,a,) est une suite M-réguliére si :

(i) ay est non diviseur de 0 dans M (i.e. x € M et ajx=0=2=0).

(ii) Pour tout i > 2, a; est non diviseur de 0 dans M/(ay,...,a;—1)M.

Avant d’étudier les suites régulieres, soulignons la conséquence suivante du Corollaire 16.2

Théoreme 16.4 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. Si(ay,...,a,) est une suite M-réguliére, dim(M/(ay,...,a,)M) = dim(M) — r.

Théoreme 16.5 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. Si(ay,...,a,) une suite M-réguliére, alors,

(i) (a1, ...,a,) est un systéme minimal de générateurs de l’idéal T = (ay, ..., a,).
(ii) Tout systéme minimal ordonné de générateurs de I est une suite M -réguliere.

Lemme 16.6 : Si (a1, as) est une suite M-réguliere, alors (as,ar) est une suite M-réquliére.
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Démonstration du Lemme :

Montrons d’abord que ag est M-régulier.

Si agx = 0, alors x € a1 M. Soit z = ayy. Mais asa;y = 0 implique asy = 0 (car ay est régulier).
On a donc montré 0y : ay C a1(0p ¢ ag). On en déduit 0y : as = (0) par le Lemme de Nakayama.

Montrons maintenant que (as, a;) est régulier :

Soit ayry = asxy, avec x; € M. Comme (aq,as) est une suite M-réguliere, il existe x3 € M tel
que ro = ajrz, donc a1ry = asaix3 et r1 = asxs. Il reste x1 € asM ce qui démontre quec a; est
régulier dans M /as M.

Démonstration du Théoreme 16.5:
Si (aq, ..., a,) n’est pas un systeme minimal de générateurs de Z, il existe i tel que

a; € ((ll, ey Q15 Ay, ..,CLT).

Comme d’apres le Lemme précédent, toute permutation des a; est une suite M-réguliere, on peut
supposer a, € (ai,..,a,_1). Dans ce cas a,M C (ay,..,a,—1)M. Comme la suite est M-réguliere,
ceci implique M C (xy,..,x,—1)M, ce qui est impossible d’apreés le Lemme de Nakayama. (i) est
démontré.

Supposons maintenant Z = (aq, ...,a,) = (by,...b;), ou (ay,...,a,) est une suite M-réguliere, et
montrons par récurrence sur r que (by, ..., b,) est une suite M-réguliere.

Sir =1, alors a;A = bi A, donc b; = ua; ou u est un élément inversible. Il est alors clair que b,
est M-régulier.

Sir > 2, soit ap = Y | ¢bi. Dlapres (i), il existe i tel que ¢; ¢ M. Supposons par exemple
c1 ¢ M. On a alors

(al,bg, ...,br) = (bl,b27 ...,br) = (al, ...,CLT).

Par hypothese de récurrence, (by, ..., b,) est une suite M /a; M-réguliere. Donc (ay, by, ..., b,) est M-
réguliere. Le Lemme montre alors d’abord que (b, ..., b, a1) est M-réguliere, ensuite que (by, ..., b, b)
est M-réguliere et enfin que (b1, by, ..., b,) est M-réguliere. (ii) est démontré.

Définition 16.7 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module de type fini. On
appelle profondeur de M et on note profa(M) le plus grand entier r tel qu’il existe une suite M -
réguliere de longueur r.

Proposition 16.8 : Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) profa(M) = 0.
(ii)) M € AssM.
(i1i) Hom(A/ M, M) # 0.

Démonstration :

Si profa(M) = 0, alors M C Upe gs5(ar) P> donc (Lemme d’évitement) il existe P € Ass(M) tel
que M C P, soit évidemment M € Ass(M).

S’il existe x € M, non nul, tel que M = 0, 'homomorphisme f : A — M défini par f(1) = x se
factorise par A/(0: z) = A/ M, donc Hom(A/ M, M) # 0..

Enfin, soit f € Hom(A/M, M) un homomorphisme non nul. Il est clair que af(A/M) = 0 pour
tout a € M, donc il n’existe pas d’élément M-régulier dans M.
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Proposition 16.9 : Sia € M est M-régulier, alors prof(M) = prof(M/aM) + 1.
Démonstration par récurrence sur prof(M/aM) :

On veut prouver que si b € M est un élément M-régulier, alors prof(M/bM) = prof(M/aM).
Considérons le diagramme commutatif suivant associé aux multiplications par a et par b :

0
|
0 0 K
! ! |

0O —- M 5 M — M/aM — 0
Lo Lo Lo

0o - M 5 M —  M/aM — 0
! l !

M/bM % M/WM — M/(a,b)M — 0
| ! |
0 0 0

Les lignes et les colonnes sont exactes. K est par définition le noyau de la multiplication par b dans
M/aM.

Montrons d’abord que prof(M/aM) = 0 < prof(M/bM) = 0. S’il existe un élément non nul
x € M/aM tel que Mz = 0, alors bx = 0, donc = € K et M € AssK. D’apres le diagramme du
serpent, K est isomorphe au noyau de la multiplication par a dans M/bM. Donc M € AssM/bM
et prof(M/bM) = 0, ce qui prouve ’équivalence annoncée.

Si prof(M/aM) > 0, alors prof(M/bM) > 0. Donc M ¢ AssM/aM et M ¢ AssM/bM. 11
existe alors (Lemme d’évitement) ¢ € M régulier dans M/aM et M/bM.

Par hypothese de récurrence, on a prof(M/aM) = prof(M/(a,c)M) + 1 = prof(M/cM) et
prof(M/bM) = prof(M/(b,c)M) + 1 = prof(M/cM). La Proposition est démontrée.

Théoréme 16.10 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module de type fini. Si
(a1, ...,a,) est une suite M-réquliére non prolongeable, alors r = prof(M).

Démonstration :

C’est une conséquence immédiate de la Proposition précédente.

Onaprof(M/a;M) = prof(M)—1 et (ag, ..., a,) est une suite M /a; M-réguliere non prolongeable.
On conclut par récurrence sur prof(M).

Proposition 16.11 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. Si'P e Ass(M), on a prof(M) < dim(A/P) < dim(M).

Démonstration de la premiere inégalité (la deuxieme est évidente):

Faisons une récurrence sur prof (M), le résultat étant trivial pour prof(M) = 0.
Si prof (M) > 0, soit a € M un élément M-régulier. La suite exacte

0— M5 M— M/aM
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induit une suite exacte :
0 — Hom(A/P,M) % Hom(A/P,M) — Hom(A/P,M/aM).

Rappelons que P € Ass(M) si, et seulement si, il existe x € M tel que P = Ann(zx), donc
Hom(A/P,M) # 0. Par Nakayama, on en déduit que Hom(A/P,M/aM) # 0. Tout élément
de P est donc diviseur de 0 dans M/aM. On en déduit qu’il existe Q € Ass(M/aM) tel que P C Q.
Ora € QetagP (car tout élément de P est diviseur de 0 dans M). Finalement :

dim(A/P) > dim(A/Q) + 1 > prof(M/aM)+ 1 = prof(M).

Corollaire 16.12 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. Siprof(M) = dim(M), alors a est un paramétre pour M si et seulement si a est M-réqulier.

En effet, d’apres la proposition, on a P € Ass(M) si et seulement si dim(A/P) = dim(M).

Définition 16.13 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module non nul de type
fini. On dit que A (resp. M) est de Cohen-Macaulay si prof(A) = dim(A) (resp. prof(M) =
dim(M)).

Le Corollaire 16.12 peut donc se lire

Proposition 16.14 : Soient (A, M) un anneau local noethérien et M un A-module de type fini
de Cohen-Macaulay. Pour que (ay,...,a,) C M soit une suite M-réguliere, il faut et il suffit que
dim(M/(ay, ...,a, ) M) = dim(M) — r.

Proposition 16.15 : Si M est un A-module de Cohen-Macaulay de dimension d et si L est un idéal
tel que dim(M/IM) = d —r, il existe une suite M-réguliere de longueur r contenue dans T.

C’est la Proposition 15.17 relue en tenant compte de la Proposition 16.14

Corollaire 16.16 : Soient A un anneau local noethérien et M un A module de Cohen-Macaulay.
Si P est un idéal premier de SuppM , alors Mp est un Ap-module de Cohen-Macaulay et on a
dimM = dim(A/P) + dimMp.

Démonstration :

Comme dim(M/PM) = dim(A/P), on sait (Proposition 16.15) qu’il existe une suite M-réguliere
de longueur (dimM —dim(A/P) dans P. C’est évidemment une suite Mp-réguliere, donc dim(A/P)+
profMp > dimM. Rappelons (Proposition 15.10 que dimM > dim(A/P) + dimMp. Comme
dimMp > prof Mp, 'assertion (i) est prouvée.

Nous utiliserons souvent le résultat suivant :

Lemme 16.17 : Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte de modules non nuls de type fini
sur l'anneau local A, M.

(i) Si profa(M") # profa(M), alors profa(M’) = min{profa(M),profa(M") + 1}.

(ii) Si profa(M") = profa(M), alors profs(M') > profa(M).
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Démonstration par récurrence sur profa(M") :
Si profa(M") = 0, (ii) est évident. Si profs(M) > 0, il existe a € M, un élément M-régulier.
On considere alors le diagramme commutatif suivant :

0
!
0 0 N
l ! |
0 — M’ - M —- M — 0
la la la
0 — M’ - M —- M — 0
!
M'/aM’
Ses lignes et ses colonnes sont exactes. Le diagramme du serpent induit une injection : 0 — N —

M JaM'.
Comme prof(M") =0, il existe x € M" tel que Mx = 0. A fortiori az = 0, donc z € N. On en
déduit M C Ass(N) C Ass(M'/aM"). Soit prof(M'/aM') =0 et prof(M') = 1.

Supposons que profa(M") > 0.
Si profa(M) = 0, la suite exacte :

0 — Hom(A/M,M') — Hom(A/M, M) — Hom(A/ M, M")

montre que prof(M’) =0 car Hom(A/M, M) # 0 et Hom(A/ M, M") =0 (Proposition 16.8).

Si profa(M) > 0, le Lemme d’évitement montre qu'il existe a € M régulier dans M et M”. La
multiplication par a donne le diagramme commutatif, dont les lignes et les colonnes sont exactes,
suivant :

0 0 0
! ! l

0 — M’ — M — M — 0
la la la

0 — M’ — M — M — 0
! ! !

0 - M/aM' — M/aM — M"/aM" — 0
! ! i
0 0 0

On conclut par récurrence en utilisant la Proposition 16.9.

Corollaire 16.18 : Soit (A, M) un anneau local noethérien. Si
L’ — L' — .LF

est une suite exacte de A-modules libres de type fini, on a

prof(Ker(L® — L)) > min(prof(A), k).
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La démonstration est une récurrence évidente sur k.

Corollaire 16.19 : Soit (A, M) un anneau local noethérien. Soient M et N des A-modules de type
fini. St Homa(N, M) # (0), alors prof(Homa(N,M)) > inf(2,prof(M)).

Démonstration:
Considérons une présentation Ly — Ly — N — 0, ou Ly et Ly sont des modules libres de type
fini. Elle induit une suite exacte

0 — Homu(N,M) — Homa(Ly, M) — Homu(Ly, M).

Mais Homu(L;, M) est isomorphe a une somme de copies de M, donc prof(Homa(L;, M)) =
prof(M). On conclut immédiatement avec le Lemme 16.17.

Corollaire 16.20 : Soient A un anneau local noethérien et M un A-module reflexif de type fini.
Alors prof (M) > inf(2,prof(A)

Comme M ~ Homa(Homa(M, A), A), c’est un cas particulier de ’énoncé précédent.

16.2 Conditions S;.

Définition 16.21 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. On dit que M
est S; si prof(Mp) > min(i,dim(Mp)) pour tout idéal premier P € Supp(M).

Remarques :

(i) Tout A-module de type fini est Sp.

(ii) M est S si et seulement si les idéaux premiers associés a M sont tous minimaux (dans le
Support de M).

Proposition 16.22 : Un anneau noethérien integralement A clos est Ss.

Démonstration : Soit P un idéal premier non nul tel que prof(Ap) = 1. Il existe a € P, un élément
non nul, tel que prof(Ap/aAp) = 0. Donc PAp € Ass(Ap/aAp), ce qui implique P € Ass(A/aA)
(Théoreme 7.49). Alors Ap est de valuation discrete (Théoreme 10.3), donc de dimension 1.

Donc prof(Ap) = 1 implique dim(Ap) = 1, autrement dit A est Ss.

Théoréme 16.23 : Soient A un anneau intégre noethérien et M un A-module de type fini tel que
dim(M) = dim(A).

(i) M est sans torsion si et seulement si M est Sy.

(ii) Si on suppose de plus que A est intégralement clos, alors M est réflexif si et seulement si M
est Ss.
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Demontrons (i). Dire que M est sans torsion, c’est dire que pour tout élément non nul x € M
on a ann(z) = (0). Mais comme tout idéal premier associé a M est 'annulateur d’un élément, c’est
dire que (0) est 'unique idéal premier associé a M, donc que M est S.

Supposons maintenant que A est integralement clos et montrons (ii).

Si M est réflexif, alors M est Sy en utilisant le Corollaire 16.20.

Réciproquement, si M est S, alors M est sans torsion, donc I'application M — M"Y est injective.

Montrons que C' = coker(M — M"Y) est nul.

Si P est un idéal premier de hauteur 1, on sait que Ap est un anneau de valuation discrete.
Donc le Ap-module sans torsion Mp est libre. Il en résulte que 'application : Mp — M est un
isomorphisme.

Supposons C' # 0 et soit @ € Supp(C') un idéal premier minimal de C'.

Nous venons de prouver dim(Mg) = dim(Ag) > 2, donc prof(Mg) > 2.

Comme Cg est non nul de longueur finie, on a prof(Cg) = 0. Le Lemmel6.17 applliqué a la
suite exacte

0— Mg — Mg"— Cg — 0

entraine alors prof(Mg) = 1, donc une contradiction, et M est réflexif.
Théoreme 16.24 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Si fi,..., fu

sont des éléments de A, soient F =V (f1,..., fu) NSupp(M) et U l'ouvert complémentaire de F' dans
Supp(M). Il existe une identification naturelle entre les A-modules suivant:

(i)
K= Ker(h : 691]\/[]0Z — ®i,jMfifj)7
h(z1, ..., 2n) = (v; — x5);; avec x; —x; € My,y,
(il y a un abus de langage, nous écrivons aussi x; ou x; pour l'image de x; ou x; dans My,y, ).
i1) Le sous-module M’ de Mp formé par les éléments
PeU
(GP/SP)'PGUa ap € M7 Sp € A— P, Spapr — SprQp = 0 VP,PI eU.

Le noyau de lapplication naturelle i : M — M'(= K) est (0: (fi, ..., f)!) pour 1 >> 0.
L’application i est non nulle si et seulement si U # ().

L’application i est injective si et seulement si prof(Mp) > 1 pour tout idéal premier P € F.
L’application i est bijective si et seulement si prof(Mp) > 2 pour tout idéal premier P € P.

Démonstration :
Soit & = (x1/f", ...,/ f") € K, avec x; € M pour tout i. On a évidemment

v = (o f/ T/, pour > 0.
On vérifie facilement que z;/ fll’ =x;/ f]lj € My,y, implique
xz’fff;Hj = xjfff;”" € Mpour pour 7r >>0.

Soient P € U et i tel que f; ¢ P. Alors z; f7/f/ ™ € Mp ne dépend que de z € K. On a défini
Iapplication naturelle K — M’.



144 CHAPTER 16. PROFONDEUR

Rappelons (Théoréme 7.25) que

My, =~ (ap/sp)f.ep € H Mp, spap — sprap = 0P, P" € Supp(M) — V(fi).
fi¢P

Ceci définit une application naturelle M" — @; My, dont I'image est dans K.

Comme on le pense, ces deux applications sont inverses I'une de ’autre.

L’application i : M — K, x — (x/1); est claire. On a x € Ker(i) si et seulement si 2 f] = 0 pour
r >> 0 et pour tout j. Autrement dit si et seulement si (fy,..., fu)! € (0 : ) pour [ >> 0. Donc,
M = Ker(i) si et seulement si F' = Supp(M), i.e. U = 0.

Supposons maintenant qu’il existe P € V(f1, ..., fn) N Supp(M) tel que prof(Mp) = 1. 1l existe
alors a € P un élément M-régulier tel que P € Ass(M/aM). Donc il existe x ¢ aM tel que f;x € aM
pour tout i. Il est clair que (z/a); € K C &;Mjy, et (x/a); ¢ Im[M — K C &;My,].

Enfin, supposons que i est injective et identifions M a i(M). soit z € K tel que z ¢ M. On a
xfl € M pour r >> (0. Considérons la suite exacte

0—>M—>M+Az— (M+ Az)/M — 0.

Comme (fy, ..., fn) (M +Az)/M = (0) pour [ >> 0, il existe un idéal premier P € Ass((M + Az)/M)
tel que (fi, ..., fn) C P. La suite exacte

0— Mp— (M+ Az)p — (M + A2)/M)p — 0
montre alors prof(Mp) = 1, en utilisant le Lemme 16.17.

Corollaire 16.25 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini de support
connexe.

Si ' C Supp(M) est un fermé tel que prof(Mp) > 2 pour tout P € F, l'ouvert complémentaire
de F' dans Supp(M) est conneze.

Démonstration :

Soit U cet ouvert. Si U est la réunion disjointe de deux ouverts non vides U; et Us, le A-module
M’ décrit dans le Théoreme 16.24 est la somme directe de deux sous-modules non nuls de supports
disjoints. Mais M ~ M’  d’apres ce Théoreme. Comme Supp(M) est connexe, c¢’est impossible.

Théoréme 16.26 : Soit A un anneau noethérien intégre et intégralement clos. Soit (f1,..., fn) un
idéal de A tel que P € V(f1,..., fn) implique prof(Ap) > 2.
Soit M un A-module reflexif de type fini. Il y a un isomorphisme naturel

Homa(Homa(M,A), A) ~ Ker[@®; My, — @iJMfifj], (1, ey Tn) = (/1 — /1) 5

Démonstration :
On a Supp(M) = Spec(A). On sait (Théoreme 16.23) que M est Sy. Donc pour tout idéal premier
P eV(fi,- fn) N Supp(M), on a prof(Mp) > 2. On peut donc appliquer le Théoreme 16.24.
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16.3 Le Lemme d’acyclicité.

Théoreme 16.27 : Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et, pouri > 0,
L une somme finie de copies de M. Soit

0108 e sty
un compleze, i.e. ¢ir10 ¢y = 0 pour tout i > 0. Si le radical R(Ann(kerd;/Ime;_1)) contient une
suite M -réguliere de longueur > i pour tout i < k < r, alors kerg; = Im¢@;_1 pour tout i < k.

Démonstration par récurrence sur k :

Supposons k = 0. Si a est un élément M-régulier, il est Ly-régulier; donc a"kergy = 0 entraine
kergg = 0.

Supposons le résultat vrai a I'ordre k — 1, i.e. I'exactitude du complexe :

0—IL°—=[L'— . LF' - [F

Posons C = ¢p_1(LF1) et K = ker¢y. Supposons K/C # 0.

Soit P un idéal premier minimal de Supp(K/C'). Par hypothese, il existe une suite M-réguliere de
longueur k+1 dans rad(Ann(K/C)), donc dans P. L’image de cette suite dans P Ap est évidemment
Mp-réguliere.

On a donc prof(L)p > k + 1 pour tout .. Comme Kp C (L*)p, on a prof(Kp) > 1.

Comme [(K/C)p est finie non nulle, le Lemme 16.17 et la suite exacte

0—Cp— Kp— (K/C)p—0
montre que prof(Cp) = 1. Le méme Lemme et la suite exacte
0— (L%p — (L")p — .(LF )p — Cp — 0.

démontrent que prof(L°)p = k, ce qui contredit prof(Mp) > k + 1. Donc C' = K et le Théoreme
est démontré.

Corollaire 16.28 : Siprofs(M) > r et si kere;/Ime;_; est de longueur finie pour tout i < r, alors
le complexe

0 [0 12y Ot

est exact.
Démonstration :

Soit (x1, ..., z,) dans M une suite réguliere dans M. Si ker¢;/Img;_; est de longueur finie, alors
M = rad(Ann(kero;/Imep;_1)) et on applique le Théoreéme.



146 CHAPTER 16. PROFONDEUR

16.4 Suites régulieres et Complexe de Koszul.

Théoréme 16.29 : Soient A un anneau local, L un A module libre de rang r et f : L — A
un homomorphisme a valeur dans l'idéal mazximal de A. Si M est un A-module de type fini, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’idéal f(L) est engendré par une suite M-réguliére de longueur r.

(ii) Hi(K.(f,M)) =0 pouri > 1.

(i5i) Hi(K.(f, M)) = 0.

Démonstration :

Montrons () = (i7). Si J = f(L), on sait (Corollaire 14.8) que Supp(H;(K.(f, M)) C Supp(M /T M),
donc tout idéal premier de Supp(H;(K.(f, M)) contient J. Le complexe de Koszul considéré est de
longueur 7, donc si J est engendré par une suite M-réguliere de longueur r, alors H;(K.(f,M)) =0
pour ¢ > 1 d’apres le Théoreme 16.27.

Il reste a montrer (iii) = (7). Faisons une récurrence sur r.

Si r =1, soient e une base de L et = f(e). Le complexe K.(f, M) s’écrit

0= Ae®@ M %5 M —0,

ou d(e ® m) = xm. Clairement, si d est injective x est M-régulier.
Fixons maintenant une base (eq, ...,e,) de L et posons f(e;) = x;. Si F' est le sous-module libre
de L engendré par eq,...,e,._1, on a, pour tout ¢

AL =NF @ AN A Ae,,

donc un isomorphisme
NL~NF@&NF.

On en déduit des isomorphismes
(NL) @M~ (NF)@M e (AN 'F)® M.

Un élément 2 € (A'L) ® M a donc une décompositon unique z = 2, & zy, avec
2 €NF)QM et ze (A'F)e M.

Soient alors g la restriction de f a F et d(f). et d(g). les dérivations des complexes K.(f, M) et
K.(g, M). On vérifie immédiatement

d(f)i(21 ® 22) = (d(g)i(z1) + (1) 2r20) B d(g)i-1(22) (%)

pour ¢ > 1, et
d(f)1(z1 @ 22) = (d(g)1(21) + 2r22). (%)

Montrons d’abord H;y(K.(g, M)) = 0, ce qui par hypothese de récurrence implique la M-régularité
de la suite (z1,...,2_1).

Si (d(g)1(z1) = g(z1) = 0, alors d(f)1(z1) = f(z1) = 0.
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Comme H(K.(f,M)) =0, il existe
w=w Gwy avec w; € (A’F)@M et wy € (A'F)®@ M,

tel que z1 = d(f)2(w; & we).

D’apres (x), ceci implique d(g)1(wz) = 0 et z; = (d(g)2(w1) — z,ws).

Si Z7 (resp.ws) est la classe de z; (resp. wy) dans Hy(K.(g, M)), on en déduit z; = —z,Ws.

On a montré Hy(K.(g,M)) C z,H(K.(g9,M)), donc H,(K.(9,M)) = (0) par le Lemme de
Nakayama. La suite (x1, ..., x,_1) est donc M-réguliere.

Il reste a montrer que z, est régulier dans M/(z1, ...,2,—1)M = Hy(K.(g9, M)).

Soit alors zo € (A°F) ® M = M un élément tel que z,29 € (21, ..., x,_1) M.

Comme (1, ..., z,_1)M = d(g):(AN'F) @ M), il existe

2 €(NF)®M avec z,20 = —d(g)1(21).

On a (d’apres (*x))
d(f)1(z1 @ 22) = d(g9)1(21) + 22 = 0.

On en déduit Pexistence de w; ®wy € (A2F)® M) tel que (21 @ 29) = d(f)2(w; S wy), ce qui implique
(d’apres (x)) zo = d(g)1(ws), donc 25 € (x1, ..., z,_1)M et le Théoreme est démontré.

16.5 Retour au cas gradué.

Définition 16.30 : Soient R un anneau gradué projetant et M un R-module gradué de type fini.
Si xy,...,x, € R sont des éléments homogénes non inversibles, on dit que la suite (z1,...,x,) est
M -réguliere si

(i) xq est régulier dans M

(ii) x; est régulier dans M/(xq,...,x;1)M pour 2 < i <r.

Pour chaque énoncé local de ce chapitre (ou presque), il y a un énoncé gradué correspondant que
le Lecteur devine bien. Nous lui épargnerons une fastidieuse répétition!
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Chapter 17

Dimension projective

17.1 Modules projectifs.

Définition 17.1 : Soient A un anneau et P un A-module. On dit que P est projectif si le foncteur
Homa(P,.) est exact, c’est a dire si pour toute suite exacte de A-modules :

0—M'"— M— M —0,

le complexe
0 — Homa(N,M") — Homa(N, M) — Homa(N,M'). — 0

est une suite exacte.
Exemple : Un module libre est projectif.

Proposition 17.2 : Soient N et L des A-modules et f : L — N une application surjective. Si N
est projectif , il existe g : N — L tel que fog =1dy, i.e. Kerf est un facteur direct de L.

Démonstration : Si IV est projectif, I’application surjective
Homy(N,L) — Homa(N,N) — 0

montre bien qu’ll existe g € Homa (N, L) telle que fog = id. On a alors L = Kerf @& g(N).
Si L = Kerf ® N, il existe un isomorphisme g : N — N’ tel que fog = idy.

Corollaire 17.3 : Soient L un A-module libre, N un A-module et f : L — N wune surjection. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) N est projectif.

(i) L’application induite Homa(N, L) — Homu(N, N) est surjective.

(i) 1l existe g : N — L tel que fog = idy.

(iv) Kerf est un facteur direct de L.
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Démonstration : Il nous reste a prouver que si Kerf est un facteur direct de L, alors N est projectif.
Mais L ~ Kerf & N implique Homu(L,.) ~ Homa(Kerf,.) ® Homa(N,.). Comme L est libre
il est projectif, donc Hom(L,.) est un "foncteur” exact et Hom (N, .) aussi.

Théoréme 17.4 : Si (A, M) est un anneau local noethérien et N un A-module de type fini, alors
N est projectif si et seulement si N est libre.

Démonstration : Supposons que NN est projectif.

Soient w1, ..., z, des éléments de N dont les classes (77, ..., T,,) dans N/ MN forment une base de
N/MN.

D’apres le Lemme de Nakayama, les éléments x4, ..., x,, engendrent N. Ils définissent donc une
application surjective f : nA — N — 0 induisant un isomorphisme f : n(4/MA) ~ N/MN.

D’apres le Corollaire 17.3, il existe une décomposition nA = F' & F’ telle que la restriction f/F
est un isomorphisme. Comme n(A/ MA) = F/MF & F'/MF’, on en déduit F'/MF' =0et F' =0
(Lemme de Nakayama).

Corollaire 17.5 : Un module de type fini N sur un anneau noethérien A est projectif si et seulement
st il est localement libre.

Démonstration : Soient L un A-module libre de type fini et f : L — N une surjection.

L’application Hom4(N, L) — Homs(N, N) est surjective si et seulement si Homa, (Np, Lp) —
Homy, (Np, Np) est surjective pour tout idéal premier P. Donc N est projectif si et seulement si
Np est projectif pour tout idéal premier P.

Corollaire 17.6 : Soit R un anneau gradué projetant. Un R-module gradué de type fini est projectif
st et seulement si il est libre.

Démonstration : Soit M un R-module gradué de type fini projectif. C’est un R-module localement
libre. Il en résulte que M/R+M est un module localement libre sur 'anneau artinien R/R+, donc
libre (Théoreme 7.27).

Soient alors zy,...,x, des éléments homogenes de M dont les classes (Ty,...,T,) € M/R+M
forment une base de M/R+M.

D’apres le Lemme de Nakayama, les éléments 1, ..., x,, engendrent M. Sir; = d°x;, ils définissent
donc un homomorphisme surjectif f : ®R[—r;] — M — 0, homogene de degré 0, induisant un
isomorphisme

f:®(R/R+)|—ri] ~ M/R+M (x).

D’apres le Corollaire 17.3, il existe une décomposition, nécessairement graduée, ®R[—r;] =
Ker(f)®F telle que larestriction f/F est un isomorphisme. Il résulte de (%) que Ker(f)/R+Ker(f) =
(0), donc que Ker(f) = (0), d’apres le Lemme de Nakayama (gradué).

Définition 17.7 : Soient A un anneau et M un A-module . Une résolution projective (L., ¢.) de
M sur A est un complexe exact :

Ao Sy S

ot Ly, ..., L;, ... sont des A-modules projectifs, et M = coker¢,.
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Définition 17.8 : Soient A un anneau local (resp. gradué) noethérien d’idéal mazimal M et M un
A-module (resp. gradué) de type fini.

(i) Une présentation de M est la donnée d’un A-module libre (resp. libre gradué) de type fini L
et d’un homomorphisme (resp. homogéne de degré 0) surjectif f: L — M.

La présentation est minimale si Ker(f) C ML (resp. Ker(f) C A+L) .

(i) Une résolution projective (resp. graduée a homomorphismes de degré 0) L., ¢ de M est dite
minimale si ¢;(L;) C ML;_y (resp. ¢;(L;) C A+L;—1 pour tout i > 1.

D’apres le Lemme de Nakayama, un A-module de type fini a toujours une présentation minimale,
donc aussi une résolution projective minimale.

17.2 Dimension projective.

Définition 17.9 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module. On dit que M est de dimen-
ston projective finie s’il existe une résolution projective finie de M :

0—L,—..—>Li—Ly— M—0.

Sinon, on dit que M est de dimension projective infinie.
St M un A-module de dimension projective finie, on appelle dimension projective de M, et on
note dpa(M), le petit entier r tel qu’il existe une résolution projective finie de M :

0—L,—..—Li—Ly— M—0.

Proposition 17.10 : Si M est un A-module de dimension projective r et si S est une partie mul-
tiplicativement stable de A, alors S™'M est un S~'A-module de dimension projective < r.

Démonstration de la Proposition : Si (L., ¢ ) est une résolution de longueur r de M, il est clair que
(S7YL.,S71¢)) est une résolution de longueur r de S~1M.

Lemme 17.11 : Si F' est un A-module projectif et N un A-module, alors dpa(F @& N) = dpa(N).

Démonstration du Lemme :
Soit P;, ¢; une résolution projective de N. Alors

N Ny o N o

est une résolution projective de F' @ N, ce qui démontre dps(F & N) < dpa(N).

Soit L;, ¢; une résolution projective de F @& N. L’application surjective Ly — F & N induit
parcomposition avec la projection une surjection Ly — F', dont le noyau Kj est un facteur direct de
Lo, donc un module projectif. L’application L; — Ly se factorise par une application L; — K dont
le conoyau est N. On a démontré dp,(F @& N) > dpa(N).
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Proposition 17.12 : Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini et de dimension
projective r. Soit
L.y —..— L — Ly— M—DO.

une suite exacte ou les A-modules L; sont projectifs de type fini. Si K = ker(L,_1 — L,_3), alors K
est un A-module projectif.

Compte tenu du Corollaire 17.5, la Proposition se déduit, par une récurrence simple, du Lemme
suivant :

Lemme 17.13 : Soit A un anneau local noethérien d’idéal mazximal M. Soit

0O—-K—-L—-M—0

une suite exacte de A-modules. Si L est libre et M de type fini, on a

dpa(K) = maz(0,dpa(M) — 1).

Démonstration du Lemme :

Soit n = rg(M/MM). Considérons alors une présentation minimale nA — M — 0. Comme
L est libre, 'application L. — M se factorise par une application L. — nA. Celle ci est surjective,
d’apres le Lemme de Nakayama, car L/ ML — n(A/M) ~ M /MM est surjective.

Considérons alors le diagramme commutatif suivant :

0 0

0O - F = F — 0
! ! !

0O - K — L — M — 0
l ! |

0 - N — nA — M — 0
il !
0 0

Les lignes et les colonnes sont exactes. Comme la colonne du milieu est scindée, F' est un facteur
direct de L, et donc de K aussi. F' est alors libre et K ~ N @ F. On en déduit dps(K) = dpa(N)
(Lemme 17.11.

Proposition 17.14 : Si0 — M' — M — M" — 0 est une suite exacte de modules de type fini sur
un anneau noethérien A. On a

(i) dpa(M) < sup(dpa(M'), dpa(M"))

(i) dpa(M") < sup(dpa(M),dpa(M") — 1),

(iii) dpa(M") < sup(dpa(M),dpa(M’) +1).
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Si deux des modules sont libres, il est clair que le troisieme est au plus de dimension projective
1. Sinon, on peut trouver des modules libres de type fini L’ et L” et un diagramme commutatif

0 0 0
! l i

0 — K — K — K" — 0
l l 1

0 - ! - L'l — L' — 0
! l l

0 — M — M — M'" — 0
! l l
0 0 0

ol les lignes et les colonnes sont exactes et organiser une récurrence.

Corollaire 17.15 : Un facteur direct d’un module de type fini et de dimension projective r est de
dimension projective < r.

C’est une conséquence immédiate de la Proposition.

17.3 Dimension projective finie et profondeur.

Lemme 17.16 : Soient (A, M) un anneau local (resp. A un anneau gradué), M un A-module (resp.
gradué) de type fini et v € M (resp. x € A+), un élément régulier (non diviseur de 0) dans A et
dans M. Alors : dpa(M) = dpajza(M/xM).

Démonstration du cas local (celle du cas gradué est identique mais les notations sont plus lourdes) :
Montrons d’abord le Lemme dans le cas ot min(dpa(M),dpajza(M/xM)) = 0. Si M est un
A-module libre, M /xM est libre sur A/zA.
Réciproquement, supposons que M/xM est un module libre sur A/xA. Soit ay,...,cq € M des
éléments dont les classes @y, ...,aq € M/xM forment une base de M/xM. D’apres le Lemme de
Nakayama, ils engendrent M. La multiplication par z induit un diagramme commutatif :

0 0
! !
0 - K — Al — M — 0
lz lx lx
0 — K — Al — M — 0
! !
Atz Al ~ M/xM
il !
0 0

On en déduit K = 2K C MK, donc (Nakayama) K = 0 et M est un module libre sur A. La
réciproque est évidente.
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Montrons maintenant le Lemme par récurrence sur min(dpa(M ), dpajea(M/xM)) :
Considérons une présentation de M et notons K le noyau. La multiplication par x donne le
diagramme commutatif suivant :

0 0 0
! ! !

0 — K — L — M — 0
lzx lz lzx

0 — K — L — M — 0
! ! !

0 - K/aK — L/zL — M/zM — 0
! ! !
0 0 0

Utilisant aussi le Lemme 17.13 ; on a :
dpa(M) =1 & dpa(K) =71 —1 & dpajea(K/2K) =1 — 1 & dpajea(M/zM) =1

Le Lemme est donc démontré.

Théoreme 17.17 : Soient (A, M) un anneau local (resp. A un anneau gradué projetant) nothérien
et M un A-module (resp. gradué) de type fini. Si M est de dimension projective finie, alors dpa(M )+

profa(M) = profa(A).

De nouveau, nous ne donnons que la preuve du cas local, celle du cas gradué est essentiellement
identique.

Lemme 17.18 : Si M € Ass(A) et si L et F sont des A-modules libres de type fini tels que
L Cc MF, alors L = (0).

Démonstration du Lemme : On sait qu’il existe a € A tel que a # 0 et aM = 0. Ceci implique
aL = (0) et finalement L = (0).

Démonstration du Théoreme 17.17 par récurrence sur profa(A) :

Si prof(A) = 0, i.e. M € Ass(A), toute résolution minimale est de longueur 0 d’apres le
Lemme 17.18. Donc un module de type fini et de dimension projective finie est libre.

Supposons maintenant que profa(A) > 1.

Si profa(M) > 0, il existe a € M régulier dans A et dans M (Lemme d’évitement). D’apres le
Lemme 17.16, dpajoa(M/aM) = dpa(M). Comme prof(M/aM) = prof(M) —1 et prof(A/aA) =
prof(A) — 1, 'assertion esr démontrée par récurrence.

Si profa(M) = 0, on considere une suite exacte 0 - K — L — M — 0, ou L est un A-module
libre de type fini. On a dpa(M) = dpa(K) + 1. Comme profs(K) = 1 (Lemme 16.17), on a
dpa(K) = prof(A) — 1 et le Théoreme est démontré.
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Théoréme 17.19 : Soient (A, M) un anneau local et T un idéal de A, T C M. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) T est engendré par une suite réquliére.
(ii) dpa(Z) est finie et T)I? est un module libre sur A/T.

Nous aurons besoin du Lemme préliminaire suivant.

Lemme 17.20 : SiZ est un idéal non nul de A tel que dpa(Z) est finie, alors T contient un élément
A-régulier, c’est a dire que pour tout P € Ass(A), on a T ¢ P.

Supposons Z C P, avec P € Ass(A), et cherchons une contradiction.

ZAp est un Ap-module de dimension projective finie (Proposition 17.10).

Comme ZAp C PAp, et comme PAp € Ass(Ap) alors ZAp = 0 d’apres le Lemme 17.18.
Montrons ZAg = 0 pour tout Q € Ass(A). Pour cela considérons une résolution libre de 7 :

0—L,—..—>Ly—71—0.
Comme ZAp = 0, la suite exacte :
0— (Ly)p — ... > (Lo)p — 0
montre que Y (—1)'rg(L;) = 0. Considérons alors la résolution :
0— (Ly)g — ... = (Lo)g = TAg — 0.

Comme dpa,(TAg) < prof(Ag =0, c’est un Ag-module libre. On a alors

rg(TAg) =Y (=1)'rg(Li) =0,

donc ZAg = 0 pour tout Q € Ass(A).
Comme Ass(Z) C Ass(A), ceci entraine Ass(Z) = (0, ce qui contredit Z # 0.

Démonstration du Théoréme 17.19 par récurrence sur prof(A) :

Supposons d’abord que Z = (z1, ..., 2;) ou (21, ..., 7;) est une suite réguliere et montrons que Z /Z?
est un A/Z-module libre et que dp4(Z) est finie.

Soit 71 € Z/Z? la classe de x;. Vérifions que (77, ..., T;) est une base de Z/Z%.

Supposons Zizl a;z; =0,oua; € A/Z. Alors

! ! !
Z&ﬂi e’ — Z a;T; = Zbixi avec b; €71
i=1 i=1

=1

— (al — bl)ZEl S (l’l, ...,l’l_l) — ((ll — bl) - (]71, ...,ZEl_l) C (171, ...,ZEl)

:>(al—bl)€I:>al€I.

On montre de méme par récurrence que a;_1, ...,a; € Z. On a donc a; = 0, pour tout .



156 CHAPTER 17. DIMENSION PROJECTIVE

Pour montrer que dp4(Z) est finie, il suffit, d’apres le Lemme 17.16, de montrer que dpa/q, A(Z/21 1)
est finie. On a une suite exacte de A/x; A-modules :

0— AT -T/eZ —T/r1A—0

ou Z/x1A = (T3,...,7;). Raisonnons par récurrence sur [. Comme (xg,...x;) est une suite A-
réguliere, dpa/y, a(Z/x1A) est finie. Comme z1A/21Z ~ A/T ~ (A/x1A)/(Z/x1A), on en déduit
que dpasz, A(A/Z) est finie et donc que dpajy, a(Z/x11) est finie d’apres la Proposition 17.14.

Montrons maintenant la réciproque.

On suppose que Z/Z? est un A/Z-module libre et que dp4(Z) est finie.

Pour démontrer le résultat par récurrence sur prof(A), il suffit de trouver un élément x; € 7
régulier dans A, tel que dpaj.4(Z/x1A) est finie et que (Z/x1A)/(Z/x1A)? est libre sur A/Z.

On sait que pour tout P € Ass(A), on a Z ¢ P. D’autre part Z ¢ MZ (Nakayama). D’apres un
Lemme d’évitement, il existe x1 € Z,x; € P pour tout P € Ass(A) et 1 & MZ. Alors x; vérifie les
conditions demandées.

En effet, comme z; ¢ MZ, il existe s, ..., z, € Z tels que les classe 77, ..., T, € Z/Z? forment une
base de Z/Z%. Donc (Z/z1A)/(Z/x1A)? est libre sur A/Z.

Montrons enfin que dpaja(Z/x1A) est finie. Comme on sait que dpaja(Z/21Z) est finie, il suffit,
d’apres le Corollaire 17.15, de prouver que Z/x1 A est un facteur direct de Z/x,Z.

Soit J(xa, .., ;). Considérons le diagramme commutatif suivant :

T/:Z — I/r;A — 0
¢
T /

T /NI Nai1)
Prouvons que ¢ est un isomorphisme. Comme il est évidemment surjectif, il suffit de montrer
que J Nx1Z = J NxiA. Mais axq € J est équivalent a az; = 2222 a;7;. Ceci entraine @ = 0, c’est
a dire a € Z. Le Théoreme est donc démontré.



Chapter 18

Anneaux locaux réguliers

18.1 Régularité.

Définition 18.1 : Soit (A, M) un anneau local noethérien de dimension d. On dit que A est régulier
si M est engendré par d éléments, c’est a dire si rgam(M/M?) =d.

Théoréme 18.2 : Soit (A, M) un anneau local noethérien. Alors A est régulier si et seulement si
l’anneau gradué associ€ gri A = ®n20 MM est un anneau de polynomes sur le corps A/ M.

Démonstration :
Soit d = rg(M/M?). Considérons une surjection :

AJM[X, ..., Xg] — @M/ M),

n>0

Si cette application est un isomorphisme alors

rg(M"JM™) = rg(A/M[X, ..., Xg|n) = ( ntd—1 ) .

d—1
C’est un polynome de degré d — 1, donc A est de dimension d.

Si cette application n’est pas injective. Alors il existe f € A/ M[Xy,..., X4], f # 0, homogene,
d’image nulle dans @9, .((M"/M"*1). On a alors une factorisation :

AJMXy, o, X/ (F) = @M /M),

Or pourn >> 0,rg(A/M[Xy, ..., X4]/(f))n est un polynome en n de degré < d—2, donc rg(M™/ M" 1)
est un polynome de degré < d — 2 . La dimension de A est alors < d — 1 et A n’est pas régulier.

Corollaire 18.3 : Un anneau local régulier est intégre.

Démonstration :

Rappelons que dans tout anneau local NM™ = (0), c’est le théoreme de Krull. Soient alors
z,y € A non nuls. Posons n = maz{i,x € M'} et m = max{i,y € M'}. Alors T € M"/M" ™ et
7 € M™/M™ ! sont deux éléments non nuls, et Ty # 0 entraine xy # 0. Le Corollaire est démontré.
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Corollaire 18.4 : Un anneau local de dimension 1 est réqulier si et seulement si il est de valuation
discrete.

Ce résultat est immédiat si 'on rappelle qu'un anneau local integre qui n’est pas un corps est
principal si et seulement si son idéal maximal est principal (Lemme 10.5).

Proposition 18.5 : Un anneau noethérien local est réqulier si et seulement si l’idéal maximal est
engendré par une suite réquliére.

Démonstration de la Proposition : Si A est régulier de dimension d et si M = (x1,...,24), alors
x1 est régulier car A est integre. De plus, comme A/(xq, ..., x;) est régulier, x;,1 est régulier dans
A/(x, ..., ;) qui est integre.

Réciproquement, si M = (xy, ..., x,), on ar > dim(A). Mais si (z1, ..., z,) est une suite réguliere,
on ar < dimA. L’énoncé est démontré.

Corollaire 18.6 : Un anneau local régulier est de Cohen-Macaulay.

Définition 18.7 : Si A est un anneau régulier de dimension d et si xy,...,xq engendrent l’idéal
maximal de A, on dit qu’ils forment un systéeme régulier de parameétres de A.

Attention, une suite A-réguliere de longueur d est un systeme de parametres de A, mais pas
nécessairement un systeme régulier de parametres de A (quelle maladresse, mais il est trop tard pour
la répaper!).

Proposition 18.8 : Soient A et B deux anneax locauzr, M l’idéal mazximal de A et f: A — B un
homomorphisme local. Si dimB = dimA+ dimB/f(M)B et si A et B/ f(M)B sont réguliers, alors
B est réqulier.

18.2 Le Théoreme des Syzygies local.

Théoréme 18.9 : Soit (A, M) un anneau local noethérien. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est régulier.
(2) Tout A-module de type fini est de dimension projective finie.
(3) M est de dimension projective finie.

Démonstration : Prouvons d’abord que (1) = (2) :

Supposons que A est un anneau régulier. Soit M un A-module de type fini. Montrons par
récurrence sur d = dim(A) que dpa(M) est finie.

Sid =0, A est un corps et M est un espace vectoriel.

Sid > 0, soit + € M un élément tel que A/xA est régulier. Considérons une présentation :
0 - K — L — M — 0. Alors x est régulier dans L, donc dans K. Comme A/zA est régulier,
dpajea(K/zK) est finie. D’apres le Lemme 17.16, dpa (/) est finie, donc dpa (M) aussi.

Comme (2) = (3) est évident, il reste & montrer (3) = (1).
Compte tenu de la Proposition 18.5, ¢’est une conséquence du Theoreme 17.19.
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Corollaire 18.10 : Soit R un anneau local réqulier. Un R-module de type fini M est libre si et
seulement si prof (M) = dim(R).

En effet M est de dimension projective finie et dpr(M) = prof(R) — prof(M). Mais comme R
est de Cohen-Macaulay, on a prof(R) = dim(R), donc

dpr(M) =0 <= dim(R) = prof(M).

18.3 Conditions R;.

Théoreme 18.11 : Soit P un idéal premier d’un anneau local régulier A, alors Ap est régulier.

Démonstration du Théoreme :

Soient M un Ap-module de type fini et x1,...,z, € M engendrant M comme Ap-module. M est
aussi un A-module. Soit N le sous-A-module de M engendré par 1, ..., z,.. Alors N est un A-module
de type fini vérifiant M = Np. Comme A est régulier, d’apres le Théoreme, dpa(N) est finie. On a
une résolution libre finie :

0—Ly—..—>Li— N—0
qui donne par localisation une résolution libre finie de M :
0— (Lg)p — ... = (Lo)p = M — 0.

Donc dpa, (M) est finie. D’apres le Théoréme, on en conclut que Ap est régulier.

Définition 18.12 : On dit qu’un anneau noethérien A vérifie la condition R;, ou est R;, si pour
tout idéal premier P de A tel que dim(Ap) < i Uanneau local Ap est réqulier.

Le Théoreme 10.1 peut alors s’énoncer
Théoreme 18.13 : Un anneau noethérien est réduit si et seulement si il est Rqy et Sy.
Dans le méme esprit, le Théoreme 10.3 peut s’énoncer

Théoreme 18.14 : Un anneau noethérien qui n’est pas le produir de deux anneaux est intégralement
clos si et seulement si il est Ry et Ss.

En effet, supposons d’abord que 'anneau R est R; et S;. Soient ¢ € R un élément non nul,
et P € Ass(R/aR). Alors PRp € Ass(Rp/aRp), donc prof(Rp) = 1. Comme R est Sy, on
a dim(Rp) = 1. Comme R est Ry, 'anneau Rp est régulier de dimension 1, donc de valuation
discrete. R est donc intégralement clos d’apres le Théoreme 10.3

Réciproquement, supposons que R est intégralement clos. Soit P un idéal premier tel que
prof(Rp) = 1. llexiste x = a/s € Rp tel que PRp € Ass(Rp/xRp). Ceciimplique P € Ass(R/aR).
Donc Rp est de valuation discrete (Théoreme 10.3), donc régulier de dimension 1. On a montré que
I'anneau R est R; et Ss.

Corollaire 18.15 : Un anneau local régulier R est intégralement clos.

En effet, R est R; et S; pour tous (3, j).
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18.4 Factorialité des anneaux réguliers.

Théoreme 18.16 : Un anneau local régulier est factoriel.

Démonstration par récurrence sur la dimension d de 'anneau R (d’idéal maximal M) :

Si d = 1, alors 'idéal maximal M est principal et R est un anneau principal (Lemme 10.5), donc
factoriel.

Supposons que d > 2. Par hypothese de récurrence Rp est factoriel pour tout idéal premier P
contenu strictement dans M.

Rappelons qu'un anneau est factoriel si et seulement si tout idéal premier de hauteur 1 est
principal (Théoreme 10.23).

Soit Q un idéal premier de hauteur 1. Soit z € M tel que z ¢ M? et x ¢ Q (Lemme d’évitement).
Remarquons que R/xR est régulier, donc xR est premier.

Soit P un idéal premier deR,. D’apres ’hypothese de récurrence, (QR,)p est principal, donc
OR, est un R,-module localement libre et finalement projectif. Comme R est régulier, tout module
de type fini est de dimension projective finie. Considérons une résolution de Q par des R-modules
libres de type fini :

0—Li— ...— 11— Ly— Q—0.

Elle induit une résolution libre finie de QR,, :
0— (Lg)z — ... = (L1)s — (Lo)e — QR, — 0.

Lemme 18.17 : Si un A-module projectif de type fini N admet une résolution finie P. par des
A-modules libres de type fini, il existe des A-modules libres de type fini F' et G tels que N@ F ~ G.

Faisons une récurrence sur la longueur de la résolution, 1’assertion étant évidente si elle est de
longueur 0.

Considérons la suite exacte (définissant K) 0 - K — Py — N — 0.

Comme N est projectif, on a Py ~ N € K. Par hypothese de récurrence, il existe F’ et G’ tels
que K@ F' ~G', donc NP G ~ Py@ F'. Le Lemme est démontré.

Fin de la démonstration du Théoreme 18.16 :

Considérons un isomorphisme de R,-modules QR, & F g G, ou F et G sont des R, -modules
libres de type fini.

Sir=rg(F),onar+1=rg(G) et une application naturelle

OR, ® N'F %5 NG

Comme (QR,)p est principal pour tout idéal premier P de R,, ¢'p est un isomorphisme pour
tout P, donc ¢ est un isomorphisme et QR, est principal. Il existe a, un élément de R, tel que
a ¢ xR et que aR, = QR,. Montrons aR = Q.

Soit b € Q. Comme b € QR,, on a b = ay/xz®, on y € R — xR et s est un entier positif. Donc
2°b = ay. Comme xR est un idéal premier tel que a,y ¢ xR, ceci implique s = 0 et b € aR. Le
Théoreme est démontré.
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18.5 Reégularité des anneaux géometriques.

Théoréme 18.18 (Critére Jacobien) : Soient R = C[X, ..., X,)] et T = (f1,..., fr) un idéal de
l'anneau R.

Soient a = (au, ..., ) un point de C tel que fi(a) = 0 pour tout i et M = (X1 —aq, ..., X, — )
[idéal maximal de R, contenant [J, correspondant.

(1) Le rang de la matrice (df;/dX;(«)) est <n —dim(Rm/T Rm).

(11) Le rang de la matrice (df;/dX;(a)) est n —dim(Ra/JT Ram) st et seulement si l’anneau local
R/ T R est régulier.

Démonstration :
Considérons 'application

C[Xl,...,Xn] — c"
g — (dg/dXi(a),...,dg/dX,(a))

Elle induit un isomorphisme M/M? ~ C". En effet, (X; — ;) a pour image (0, ..., 1,0,...) dans C"
et M a donc pour image C". D’autre part, M? est clairement dans le noyau de cette application et
rg(M/M?) = n, d’ott I'isomorphisme annoncé. On en déduit

rg(dfi/dX;(a)) = rg(J + M?/M?).
Considérons la suite exacte :
0—J+M/M* = M/M?* = M/T + M?* = 0.
On a alors rg(df;/dX;(a)) = n — rg(M/T + M?).

Il reste & remarquer que si N est I'idéal maximal de Ry,/J R, on a
NIN? = M/T + M2,

On sait que rg(N/N?) > dim(Rpy /T Rpa), 1'égalité ayant lieu si et seulement si cet anneau est
régulier. Le théoreme est démontré.

Proposition 18.19 : Soit A = C[Xy, ..., X,)|/(f1, .., f+) une C-algébre intégre de type fini de di-
mension d.

(1) 1l existe un idéal mazimal N de A tel que Ay est un anneau régulier.

(ii) Si T est l'idéal de C[X,...,X,]| engendré par les (n — d)-mineurs de la matice jacobienne
(dfi/dX;), alors TA # (0).

Démonstration de la Proposition :

Remarquons d’abord que si N est un idéal maximal de A tel que Ay est un anneau régulier, alors
TA ¢ N. Donc il suffit de prouver (i).

Si A = C[Xy,...X,]/(f) , ou f € C[Xy,...,X,] est un polynome irréductible, il existe i €
{1,...,n} tel que df /dX; # 0. Dans ce cas df /dX; & (f).
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Sinon, on sait, d’apres le Lemme de normalisation, qu’il existe des éléments yq,...,y,. de A,
algébriquement indépendants sur C, tels que A est entier sur Clyy, ..., y,].

Le corps des fractions K de A est algébrique sur C(y, ..., y,). D’apres le théoreme de 1’élément
primitif, il existe z € K tel que K = C(y, ..., ¥y, 2). Notons z = a/b, avec a € A et b € Clyy, ..., y,],
et B=Clyi,...,yr, al.

Considérons les extensions entieres

Clyi,...,ys) C B C A.

Il existe f € Clyi, ..., yr, Z] tel que B >~ Clyy, ..., yr, Z]/(f). Donc il existe un ouvert non vide U’
de SpecB tel que si M est un idéal maximal de B I'anneau local By est régulier si et seulement si
MeU.

A est un B-module de type fini contenu dans le corps des fractions de B. Si (v, ...,¥,) est un
systeme de générateurs de ce B-module, il existe a;,s; € B tels que y; = a;/s;. Si s = H’{ S;, Oon a
B, = A,.

Soit M un idéal maximal de B tel que

s¢ M et(df/dX;,df /dZ) ¢ M.

Soit A un idéal maximal de A tel que NN B = M. On a By = (Bs)mp, = Anr, done Ay est
un anneau local régulier. Autrement dit N' € SpecA — V(ZA), et cet ouvert est non vide.

Théoréme 18.20 : Soient A = C[Xy, ..., X,,)|/(f1, ..., fr) une C-algébre de type fini équidimensionnelle
de dimension d (i.e. telle que pour tout idéal premier minimal P de A on a dimA/P = d) et T l'idéal
de C[X3, ..., X,,] engendré par les (n — d)-mineurs de la matice jacobienne (df;/dX;).

St P est un idéal premier de A, l'anneau local Ap est régulier si et seulement si TA ¢ P.

Démonstration du Théoreme :

Soient M = (X;—ay, ..., X;,—a,) un idéal maximal de 'anneau de polynémes contenant (fi, ..., f;)
et M = M/(fi,..., f,) 'idéal maximal de A correspondant.

Notons @ = (o, ...,,). D’apres le théoreme, Ay est régulier si et seulement si la matrice
complexe (df;/dX;(a)) est de rang n — d, c’est a dire §'il existe un (n — d)-mineur de (df;/dX;) qui
n’est pas dans M. Donc Aj; est régulier si et seulement si ZA ¢ M.

Soit P un idéal premier de A. Rappelons que P est l'intersection des idéaux maximaux de A qui
le contiennent (A est un anneau de Jacobson). Donc si Z ¢ P, il existe un idéal maximal M de A tel
que Z ¢ M. Il en résulte que Ay, est régulier donc que son localisé Ap 1'est aussi (Théoreme 18.11).

Il nous reste a montrer que si P est un idéal premier de A tel que Ap est régulier alors Z ¢ P.
Nous savons que c’est le cas si P est maximal. Comme A est de Jacobson, P est I'intersection des
idéaux maximaux qui le contiennent. Donc il suffit de prouver qu’il existe un idéal maximal M de
A, contenant P, et tel que Ay, est régulier.

Soit I = dim(Ap). 1l existe xq,...,2; € P tels que (z1,...,2))Ap = PAp. Autrement dit
(P/(z1,...,21))p = 0. Comme P/(z1,...,2;) est un A-module de type fini, il existe s ¢ P tel que
(P/(x1,...,21))s = 0, donc (xq,...,x;)As = PAs.

Considérons alors C' = Ag/(x1,...,21)As = A;PAs. Clest une C-algebre integre de type fini de
dimension d—I. Donc, d’apres la Proposition 18.19, il existe un idéal maximal A" de C tel que ’anneau
local C)y est régulier de dimension d — I. Soit M l'idéal maximal de A tel MA,/(x1,...,x))As = N.

Comme Ap/(1,...,21)Ap = Cy est régulier de dimension d — [, il existe x4, ...,xq4 € M tels
que MAy = (21, ...,xq) Apq, done Ay est régulier et le Théoreme est démontré.
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Corollaire 18.21 : Soit A = C[Xy, ..., X,)|/(f1, ..., fr) une C-algébre de type fini équidimensionnelle
de dimension d (i.e. telle que pour tout idéal premier minimal P de A on a dimA/P =d)

(i) L’ensemble des idéauz premiers P de A, tel que l’anneau local Ap est régulier est un ouvert
de SpecA.

(ii) Si A est réduit cet ouvert est dense dans SpecA.

(i) est une traduction de ’énoncé précédent.

(ii) Si A est réduit et si P est un idéal premier minimal de A, Panneau local Ap est régulier
(Théoremes 10.1 et 18.13). Donc 'ouvert U décrit dans (i) contient tous les idéaux premiers minimaux
de A. Comme tout ouvert non vide de SpecA contient un idéal premier minimal, il en résulte que U
est dense dans SpecA.

18.6 Exemple

Xo Xy

Soient R = C[Xy, X1, Xo, X3] et la matrice M = X1 Xs a coefficients dans R. Notons
Xy X3

Ag, A1, Ay les cofacteurs de cette matrice et A = R/(Ag, A1, Ay). Alors A est intégralement clos.

Remarquons d’abord que la difficulté essentielle est de prouver que A est S;. En effet on
démontre facilement 'existence d’'un homomorphisme surjectif : A 2, C[t3, t?u, tu*, u?] factorisant
’homomorphisme : R 2 Clt,u] défini par (X;) = t3~u’. De plus on peut montrer presque aussi
facilement que ker¢ est un A-module de longueur finie & support concentré en My = (Xo, ..., X3).

Néanmoins nous démontrerons plutot que A est R; et Sy pour appliquer nos résultats.
Il est clair que le produit de matrices (Ag, A1, Ag)M est nul. On a donc un complexe :

(K) 0—2RM gp©Botps?

R
Si P est un idéal premier de R tel que (Ag, Ay, Ay) ¢ P, remarquons que le complexe suivant est
une suite exacte :
0 — 2Rp M 3R, 22 Ry 0,

En effet, comme la fleche de droite est évidemment surjective son noyau K est un Rp-module libre
de rang 2 a travers lequel la fleche de gauche se factorise. Les mineurs de la matrice M sont alors
multiples du déterminant de 'application induite 2Rp — K. Ce déterminant est donc inversible et
cette application est un isomorphisme, ce qui démontre ’exactitude du complexe.
Comme, par exemple, (A, A;) est une suite réguliere dans R, on en déduit en appliquant le
Théoréme 16.27 que (K.) est une résolution libre de A.

Montons que I'anneau A est localement de Cohen-Macaulay et a fortiori Ss.
Il est clair que si Ap # 0, on a dim(Ap) < dim(Rp)—2 (car (A;, A;) est une suite réguliere). D’autre
part, on sait que prof(Ap) + dp(Ap) = prof(Rp) = dim(Rp). Mais la résolution de A montre que
dp(Ap) <2, donc prof(Ap) > dim(Rp) — 2 et finalement prof(Ap) = dim(Ap).
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Pour prouver que A est Ry considérons la matrice jacobienne :

0 X3 —2X, Xy
(dAZ/dXJ) - —X3 XQ X1 —XO
X —2X7 X 0

L’idéal engendré par ses 2-mineurs contient X? pour ¢ = 0,...,3. Donc Ap est régulier pour tout
idéal premier P du support de A différent de My = (X, ..., X3). Comme dim(Apr,) = 2, on en
déduit que dim(Ap) = 1 entraine la régularité de Ap. L’anneau A est donc R;.



Chapter 19

Complexes. Suites spectrales d’un
complexe double.

19.1 Complexes.

Nous avons déja utilisé la notion de complexe de A-modules. Précisons nos notations pour la suite
de ce texte.

Définition 19.1 :

(i) Un compleze (a dérivation croissante) (E*,d*) de A-modules est la donnée pour tout entier i
d’homomorphismes de A-modules d' : E* — E'*! tels que d'od*! = 0.

(ii) Un complexe (a dérivation décroissante) (E.,d,) de A-modules est la donnée pour tout entier
1 d’homomorphismes de A-modules d; : E; — E;_1 tels que d;od; 11 = 0, pour tout i.

d est la dérivation du complexe.

Le complexe (E*,d*) (resp. (E.,d.)) est positif si E* =0 (resp. E; =0) pour i < 0.

Remarque : Posant E; = E~%' et d; = d' , on associe & tout complexe croissant un complexe
décroissant, et réciproquement. On pourrait donc choisir définitivement une variance. Restons
fidele aux notations traditionnelles.

Définition 19.2 : Les A-modules H'(E*) = Ker(d")/im(d"™1) (resp. Hi(E.) = Ker(d;)/im(d;11))
sont les modules d’homologie du complexe (E*,d*) (resp. (E.,d,)).

Un compleze est exact si son homologie est nulle.

Un compleze exact est scindé si Ker(d®) (resp. Ker(d;)) est un facteur directe de E; pour tout i.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, nous énoncerons les généralités sur les complexes dans le
cas croissant ou dans le cas décroissant suivant notre humeur. Le Lecteur adaptera lui méme chaque
assertion a l'autre cas, le moment venu.

Définition 19.3 :

(i) Un morphisme de complexes (K,,d.) — (E.,d.) est la donnée pour tout i d’homomorphismes
fi . KZ — .EZ tels que dzofz = fi—loai-

(ii) Une suite exacte de complezes

0— (K, d) — (K., d) — (K'.d") —0

*9 Uk * ) Uk
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est la donnée, pour tout i, de suites exactes
0— K& K, & KV — 0
telles que les applications f; et g; commutent avec les dérivations des complexes.
Une chasse élémentaire dans un diagramme démontre 1’énoncé suivant.

Lemme 19.4 :

(i) Un morphisme de complexes (K.,0,) — (E.,d,) induit pour tout i un homomorphisme de
A-modules H;(K,) — H;(E,).

(ii) Une suite exacte de complezes induit une suite exacte (infinie)

= Ho (K — Hipy (K7) "5 H(K') — Hi(K.) — Hi(K") — ...
Les homomorphismes h;y1 : Hiy1 (K") — H;(K') sont appelés homomorphismes de connection.

Définition 19.5 : Un complexe double (doublement croissant) (E** d* 6*) de A-modules est la
donnée pour tout p d’un complexe (EP*. dP*) et pour tout q d’un complexe (E*7, §%7), tels que les
dérivations d et 6 commutent.

Le double complexe est positif si EP1 =0 pour p <0 ou q < 0.

Le complexe total associé au double complexe est le compleze (E*, D*), ot E™ = @y ,—nEP? et
D/gra = (=1)PdP7 4 671,

Il faut bien sur vérifier que DoD = 0. Cela se déduit de dod = dod (attention, ne pas oublier le
(=1)P dans D/gpq = (—1)PdP? + 6P9).

Remarque : Un complexe double doublement décroissant sera noté (E, ., d,,d.). On évitera les com-

plexes croissants dans un indice et décroissants dans ’autre par 'artifice expliqué dans la remarque
précédente.

19.2 Suites spectrales d’un double complexe positif (ou négatif)

Commencons par étudier un exemple simple, celui d’un double complexe positif (E**, d*, §*) tel que
EP% = ( pour ¢ > 1 ou p > 2. Notre complexe apparait entierement dans le tableau

0 0 0
1d 1d 1d

0 i) EO,l i) El,l i) E2,1 i) 0
1d 1d 1d

0 S oo O plro O p20 2O 0
1d 1d 1d

0 0 0
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Posons alors
EP? = HP(E*) = Ker(679)/Im(57~19),

pour tout (p,q). La relation dod = dod induit pour tout (p,q) des homomorphismes
o9 BP9 EPTTY avec §P06P0 = 0.

On pose
EPY = Ker(6P) /Im(57471).

Le complexe total (E*) associé au double complexe s’écrit

(5) b0 5

o, d
0 — E0,0 N EO,l D EI,O ELl D E2,0 ( _ ) E271 = 0.
Il s’inscrit naturellement dans un diagramme commutatif
0 0 0
T 7 7
0 2, Eoo LR EL0 LR F20 LR 0
I T T
d o , —d
) 0 9 0 ( 0 ) d >
0 — E0,0 N EO,l o) EI,O N El’l o E2’0 N E21 — 0
1 T I
d 0,1 J 11 2,1 6
0 — E — E — FE — 0
7 7 T
0 0 0

dont les colonnes sont évidemment exactes. La suite exacte (verticale) de complexes, ainsi définie,
induit une longue suite exacte d’homologie

0— HO(E*) N HO(E*,O) _ HO(E*,I) N HI(E*) N H1<E*,0)_

N H1<E*,1) N H2(E*) N H?(E*,O) N HQ(E*J) _ H3(E*) =0.

On vérifie qu’on retrouve bien les homomorphismes 67 qu’on a introduits plus haut. Notre
longue suite exacte peut donc s’écrire

0,0
0— HO(E*) — E;O,O 61—> Eio’l — Hl(E*) — E;l’o_

1,0 2,0
L EM — HY(E*) — EP° o, E? — H3(E*) — 0.
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On a donc construit des isomorphismes naturels
HYE") ~EY° et Ey' ~ HYEY),
et des filtrations naturelles
0— Byt — HY(E") = Ey° -0 et 0— B — HY(E") — E7° — 0.

Les avantages de cette construction sont multiples. Donnons deux exemples d’applications :
(i) Si le complexe E*! est exact, alors HP(E*) = EP* = B = HP(E*0).
(i) Si le complexe E*° est exact, alors HP(E*) = EP~ 5 = EP~b = gr=1(E»1),

On n’a pas décrit I’homologie du complexe total, mais le gradué associé a une filtration de cette
homologie.
Cette description procede des complexes E*4, et plus particulierement de leurs modules d’homologie

EP? = HP(E*) = Ker(6"9)/Im(57~19)

Nous avons étudié la ”deuxieme suite spectrale”, (E/?? §P?7), du double complexe. Nous n’avons
pas eu & introduire ici la partie (E, 677), avec i > 2 de la suite spectrale. Nous verrons plus loin
que dans la situation étudiée, on a E"? = E*? et 6" = 0 pour i > 2, car EP4 = 0 pour p ¢ [0,2] et

q ¢ [07 1]'

La premiere suite spectrale (E?

Pa d7) est construite de maniére similaire a partir des modules
d’homologie

EP? = HY(EP*) = Ker(d”)/Im(d"*")

des complexes EP*.

Revenons au cas général. Soient donc (E**) un double complexe positif et d et ¢ ses dérivations.
Posons
Eg’q = pPi , do=d et (50 = 0.

Remarquons alors que
dy est une dérivation de bidegré (0, —0+ 1), et que
Jo est une dérivation de bidegré (—0+ 1,0).

Nous allons construire (E??, dP?), la premiere suite spectrale du double complexe:
C’est la donnée pour tout r, p,q > 0 d’applications

dPi: BP9 — E;DJrr,qfrJrl
telles que dP%odl—977"1 = 0 et que EFY, = Ker(dP?)/Im(dp—"at7=1).

Pour cela, considérons le diagramme commutatif
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Epr—2atl N Er—latl N Epatl N — — —
T Td Td T T T
S oprle % pra % prtle 4 . N
1 1d 1d 1d i I
o prlet O pee-t O petle-l O ppi2e-t
T T T T Td T
. Ept2,9—2
T T T T T T
T T T T T T
N ) i) Epa—r+l i> Eprtlg—r+l i) . N i) Eptrg—r+l

Il nous permet de définir une filtration décroissante sur E?¢. Soient

F'EPt = EPe | FPEPO=§N(d(EPTHTY)

F3EPY = §7H(d(FPEPT971)) = 671 (d(67 (d(EPT97%)))) et

FrEPC = 5N (d(Fr B ) = 671 (d(6 (d(FF2EP297%)) = L.
= 07 (d(0H(d(...(6TH (d(BPTTTRTTE)) L)),

Autrement dit,

Tg € F'EP <= Vi [l,r—1], 3o, € BP0 avec d(z;) =6(xi 1)

Comme EP—La=+l — (0 pour r > ¢+ 1, on a F"EP? = FrtLEPY pour r > g + 1.
Soient maintenant
ZP9 = Ker(d) |, BP9 = ril(EPaTl) ot EPY — zP9/pPa
La filtration introduite induit une filtration de Z;* :
2P = TPz,
Donc,

To € 7P <=  d(z9) =0 et Vie[l,r—1], 3Fo; € EPT"  avec d(x;) = 6(zi1).
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On a bien sur Z?9 = Z7, pour r > ¢ + 1.
On remarque que BY'? C ZP4 pour tout .

On pose ensuite
Byt = 8(25) + By,

BY? = 6(d" N (0(Z57>7h)) + BP? et

BP = §(dY(6(d 2 (...(d(ZP IR L)) + BPY

T

Donc,
Ty € BP <= Vi€ [l,r—1], 3o € Brratith

avec d(z;) =0(xip1) Vie[l,r—2], d(z,—1)=0 et O(x1)— 1z € BY.
Comme ZP¢ C d~1(6(Z°~ "), on a B9, ¢ BP9,
Enfin si r > p, on a EP~"4T""1 =0, donc ZP~"4t""1 = 0 et B, = BP4.

En résumé, on a

p,q P,q P, __ p,q p.qa __ 7Pq p,q p,q
B CBY'C..Cc By, =B, CcZyt =20 C...Cczyt CZyh.

Posons EP? = ZP4/BP1. Remarquons qu’il existe 7o(p, ¢) tel que EP? = EP? pour r > ro(p,q).

Posons EP? = EP4 pour r > ro(p, q)-
Construisons les applications
D, . P p+r,q—r+1
dvt s BT — BT

telles que
@ody T =0 20 /BP9 = Ker(dl®) et BY,/BLT = direr N (B,
Soit xg € ZP4. Par définition de ZP9, il existe, pour 0 <7 <r —1,
x; € BP0 avec  d(x;) = 0(x;q).

—r+1 , oL —r+1
On a §(z,_1) € BIIT7" par définition de BE4" .

Montrons que la classe de
(_1)7"_15((1'7*—1) c Ef-i—r,q—r—&-l _ Zf+r’q_r+1/Bf+T’q_r+1

ne dépend que de xg.
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Soient
y; € EPT0 avee  d(y;) = 0(y;1) pour 1<i<r—1 et d(y)= (o).
On a alors
d(xy —y) =0, donc =z —y € Z}?;rl»q*1 et &(zy_q — yp_1) € BPITTHL
On peut donc définir d2%(zy) € EPT7 "1 comme la classe de (—1)""'d(x,_;) € EPTHa+L

Il est clair, par définition de B/ "' que

D,q D,q J— IH*?",(]*TJrl p+7’,q—r+1
dT (Er ) - Br+1 /BT .

Il reste a prouver
Ker(drs) — 204,/ B,

Supposons §(x,_1) € BTt
Alors

Vie[l,r—1], € B avec d(y) = 6(yip1) Vi€ [l,r—2], d(y._1)=0
et 6(y, — x,_y) € BYTITTT

Comme
Ad(Yr—i + ;) = 0(Yp—is1 + xi_1), pour i>1 et d(y.—1+ 1) =0(+x0),
on en déduit o € Z2,.

L’existence de la suite spectrale EP9 dP9, avec les propriétés annoncées, est démontrée. Il reste

T ) r o

a montrer qu’elle sert a quelque chose.

Considérons E7 = ®p>s prq=nE??. On a évidemment
E'C E" et D(E") C EM.
Donc E? est un sous-complexe de E* . Cette inclusion induit pour tout n une application
H™(E7) — H"(E").

Notons F*(H"(E*)) I'image de cette appplication. Il est clair que F*(H™(E*)) = (0) pour s > n.
Une chasse simple, mais longue, dans un "grand” diagramme permet de démontrer le résultat
fondamental suivant.

Théoréme 19.6 :
F(H(B")/F+ (H(B")) = B2,
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Définition 19.7 : On dit que la suite spectrale EP9, dP9 converge vers [’homologie du compleze total
associé au double complere EP1.

L’énoncé qui suit est important (malgré les apparences). Il se déduit tout a fait directement de
la construction faite.

Théoreme 19.8 : Soit fP?: EP9 — KP? un morphisme de doubles complexes positifs.
Soient (EP9,dP9) et (KP9,0P7) les premiéres suites spectrales de ces deux doubles complexes.
Alors il existe pour tout (r,p,q) des homomorphismes

P,q . P,q P.q
fr7 .Er7 HKT’ s

tels que
D.q , Jp—T.q+r—1 _ gp—r,q+r—1_ rp—r,q+r—1
fPod? =0 oft

et induisant des diagrammes commutatifs
Fe(H™(E"))/F*H1(H"(EY)) = B

l l
F(HP(K9)[FF (HP () = K

Pour conclure cette description rapide, mais suffisante, des suites spectrales convergentes associées
a un double complexe, il faut décrire la deuxieme suite spectrale (E/”9,6P7), et expliquer comment
elle converge vers ’homologie du complexe total associé au double complexe EP.

On pose
EP" = Ker(6")/Im(6"~19) = HP(E*9).

La dérivation d induit des applications
5119761 . Eip,q N Eip,q+1.
On construit, comme dans le cas de la premiere suite spectrale, les modules
EP,

les applications
Dyq . Ip,q Ip—r+1,q+r
ort: Fyr'? — R

telles que
SPlofPTTHITT = (0 et E,',ﬁql = Ker(62) /Im(sPH 14T,

Bien entendu, on considere les complexes EZ*, définis par

m __ Dsq
Es - @qzsgﬂrq:nE
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et la filtration
F*(H"(E")) = Im[H"(E}) — H"(E")]
de H"(E™).
On a alors clairement

Théoreme 19.9 :
F/S(H"(E*))/F/S+1(Hn<E*>> _ EC/:CL)—S,S'

et tout aussi clairement un énoncé similaire au Théoreme 19.8, que j’épargne au Lecteur !
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Chapter 20

Foncteurs Tors. Théoreme de Bezout.

20.1 Les foncteurs Tors.

Soient A un anneau noethérien et M et N deux A-modules. Considérons des résolutions projectives
(P.,¢.) de M et (Q.,v.) de N :

N - - R e - NN NEA Vg

QB L S QB QBN =0

Elles induisent le complexe double suivant

l ! !

- PT®QS .. PT®Q1 - PT®QO - O
] ! !
! ! I

- P®Q; — .. - P®Q1 — P®Q, — 0
] ] !

- BheQs — ... = B — FBh®Q — 0
l l !
0 0 0

Posons E, , = P, ® Q). Notons
d:E,, = E, 14 e 0:E,,— E,, 1

les dérivations de ce double complexe et étudions ses suites spectrales.
On a
1 _ 1 _
E,, =0 pour ¢#0 et E,,=PF &N,

et
El =0 powr p#0 et Ej,=M®Q,.

175
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On en déduit

By =Ey;,=0 pour q#0 et EY=FE,=H/(P®N),

et
Epe = E;fq =0 pour p#0 et EpS= E{fq =H,(M®Q).

Si B, = @pig=nbp ® Q4 est le complexe total du complexe double, les deux suites spectrales

convergent vers I’homologie de ce complexe. Autrement dit

Théoreme 20.1 : ] existe des isomorhismes canoniques
Hy(P @ N)~ Hy(M®Q.) ~ Hy(E).

On en déduit que ces A-modules d’homologie ne dépendent que de M et N et pas des résolutions
choisies. On peut donc donner la définition suivante.

Définition 20.2 : On pose Tor(M,N) = H(M ® Q) = H;(P. ® N) = H,(E).
Dégageons d’abord I'énoncé évident suivant.

Proposition 20.3 : (i) Torg (M, N) =M ®4 N.
(ii) Si P est un A-module projectif, alors Tor(P,.) =0 pouri > 0.

Décrivons ensuite la structure de A-module des Tors.

Proposition 20.4 :

(i) Tor(.,.) est un bifoncteur covariant dans chacune des variables.

(ii) Si x € A et si f, (resp. gu, hy) est la multiplication par x dans M (resp. N, Tor{(M,N)),
on a:

Tor(fu, N) = Tor (M, g,) = hs.
(iii) annM + annN C ann(Tor(M, N)).

Démonstration :

Soient M et M’ deux A-modules et P. et P des résolutions projectives de M et M’. Sie: M — M’
est un homomorphisme, il existe un morphisme de résolutions e : P. — P’. qui induit e. C’est a dire
pour tout ¢ un homomorphisme e; : P, — P/ tel que les diagrammes

P() — M
leo le
Py — M
et
P — P
le l e

/ /
P — P,
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soient commutatifs. On vérifie alors immédiatement que les diagrammes commutatifs

Py t®N — PN — FP_1®N

! ! !
P,,®N — P/®N — P QN

induisent des homomorphismes T'or (M, N) — Tor}(M’, N). On vérifie tout aussi immédiatement
que ces homomorphismes ne dépendent ni des résolutions choisies ni du morphisme e : P. — P’.
induisant e.

Appliquons cette derniere remarque a la multiplication par = dans M. Elle commute avec la
multiplication par x dans P; pour tout 7. L’application

Tor(M,N) — Tor (M, N)
qu’elle induit est bien la multiplication par z. Ceci démontre (ii) et (iii).

Corollaire 20.5 : Si S est une partie multiplicativement stable de A, il existe une identification
naturelle

Tor? "A(S7IM,S7'N) ~ S™'Tor (M, N).

2

Proposition 20.6 : Si0 — N — N — N” — 0 est une suite exacte, il y a une suile exacte
(éventuellement infinie) :
w— Torig1y(M,N) — Tor;.1(M,N") — Tor;(M,N") — Tor;(M,N) — Tor;(M,N") — ...

Démonstration de la Proposition 20.6 :
Si P. est une résolution projective de M, on a pour tout ¢ des suites exactes

0PN — PN —P,N"—0.
Elles induisent des suites exactes de complexes
0PN -—P®N—-P@N"—0

qui démontrent notre énoncé en appliquant le Lemme 19.4.

Corollaire 20.7 : Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est un A-module plat.
(ii) Le foncteur Tory(M,.) est nul.

Rappelons que M est un A-module plat si M ®4 . est un foncteur exact.
Soit N un A-module. Considérons alors une suite exacte 0 - K — P — N — 0, ou P est un
A-module libre (donc projectif). On en déduit une suite exacte

0— Tori(M,N) = M@, K —-M®4P— Mo, N — 0,

ce qui prouve que (i) implique (ii). La réciproque est une conséquence évidente de la suite exacte
des Tors.
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Proposition 20.8 : Soit M un module de type fini sur ’anneau noethérien A. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est projectif.

(I1) M est plat.

(#ii) Tor (M, .) = 0.

(iv) Tory (M, A/ M) =0 pour tout idéal mazimal M de A.

On peut supposer que A est local d’idéal maximal M et montrer que si Tori(M,A/M) = 0,
alors M est libre.

C’est une conséquence immédiate du Lemme de Nakayama. En effet, soient M I'idéal maximal
de A et f: A" — M une présentation minimale de M, i.e. telle que

(A/M)@a [ (A/M) ®4 A" = (A/ M) @4 M

est un isomorphisme. Mais si K est le noyau de f, cet isomorphisme et 1’égalité Tor{(A/ M, M) =0
impliquent
(A/IM)@4 K =0 soit K=MK et K=0.

Corollaire 20.9 : Soit M un module de type fini sur ’anneau noethérien A. Les conditions suiv-
antes sont équivalentes : (1) dpa(M) <.
(ii) Tor(M, A/ M) = 0 pour tout idéal mazimal M de A.

Les deux énoncés précédents démontrent le cas » = 1. On fait ensuite une récurrence évidente
sur 7.

Théoréme 20.10 : Si F(.) est un foncteur covariant exact a droite, défini dans la catégorie des
modules de type fini sur un anneau noethérien A, et a valeurs dans la catégorie des A-modules, il
existe un isomorphisme de foncteurs

Soit M un A-module de type fini. Considérons une présentation
nA ER mA— M — 0

de M. Elle induit un diagramme commutatif

Fna) Y Fma) - FM) = 0

! ! l

dont les lignes sont exactes. Comme les deux premieres fleches verticales sont des isomorphismes, ce
diagramme induit un isomorphisme

F(M) ~ F(A) ®4 M.

On montre qu’il s’agit évidemment d’un isomorphisme de foncteurs.
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20.2 Modules de Cohen-Macaulay sur un anneau régulier.

Théoreme 20.11 : Soient R un anneau local régulier et M et N deur R-modules de type fini de
Cohen-Macaulay. Alors

(i) dim(M ®@gr N) + dimR > dimM + dimN .

(ii) Si dim(M ®r N) + dimR = dimM + dimN, alors Torf{(M, N) = 0 pouri >0 et M ®r N
est un module de Cohen-Macaulay.

Remarque : L’assertion dim(M ®g N) + dimR > dimM + dimN est vraie, plus généralement, pour
tous R-modules de type fini M et N. C’est le Théoreme d’intersection que nous démontrons plus
loin pour des modules gradués de type fini sur un anneau de polynomes. La preuve de cet énoncé en
toute généralité nous entrainerait trop loin.

Démonstration du Théoreme 20.11:
Considérons une résolution libre minimale de M:

0—Ly;—..—>Ly— M—QO.
On a s = prof(R) — prof(M) = dim(R) — dim(M). Elle induit un complexe
0L, QN —> ... > LgQN—->M®@N —0

dont les modules d’homologie sont les modules Tor’, (M, N).

Soit t = dimN — dim(M ® N). Si J est 'annulateur de M ® N, on sait, d’apres la Proposi-
tion 16.15, qu’il existe une suite N-réguliere de longueur ¢ contenue dans J. Mais J annulle aussi
TorE(M, N) pour tout i, d’apres la Proposition 20.4.

On veut montrer t < s. Supposons t > s. Le complexe est exact d’apres le Théoreme 16.27.
Appliquant le Lemme 16.17, on trouve alors prof(M ®gr N) > prof N — s. Mais rappelons que
prof N = dimN; on a donc

prof(M ®r N) > dimN — s > dimN —t = dim(M ®r N).

Ceci démontre s =t et prof(M @ N) = dim(M ®r N). Le Théoreme est donc démontré.

20.3 Le Théoreme de Bezout

Rappel : Si M = @ M,, est un module gradué de type fini sur R = C[Xj, ..., X,,] nous notons Py,
son polynome de Hilbert et e(M) sa multiplicité ('entier tel que e(M)/(d°Py)! est le coefficient
dominant de Ppy).

Si R = C[Xy, ..., X,,], les polynomes Pz(zi ) forment une base du Q-espace vectoriel des polynomes
de degré < n a coefficients rationnels.

Théoréme 20.12 : Soient A= A, et B = B, deuz modules gradués de type fini sur l’anneau
R = C[Xy, ..., X,].
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S1 Py = Zz‘zo aiPIg) et Pg = ijo bng), alors

Y (1) Proriam = Y aiPy =Y 0P =D (> aib)Py.

i>0 i>0 >0 1>0 i+j=I

Corollaire 20.13 : (Théoréme d’intersection) dim(A ®@g B) + dimR > dimA + dimB.

Corollaire 20.14 : (Théoréeme de Bezout) On suppose

(i) dim(A ®g B) + dimR = dimA + dimB,

(i) pour tout idéal premier minimal P de Supp(A ®r B) tel que dim(R/P) = dim(A ®g B) les
Rp-modules Ap et Bp sont de Cohen-Macaulay et vérifient dim(Rp) = dim(Ap) + dim(Bp),

alors

e(A®gr B) =e¢(A)e(B).

Exemple :
Prenons R = C[Xy, X1, X5, X5], A = R/(F) e¢ B = R/(G), ou F et G sont des polynomes
homogenes de degrés respectifs f et g. Les modules A et B sont de dimension 2. On a

Pa(n) = Pp(n) — Pp(n — f) = fPp(n) — (f2/2)Pp(n) + (f*/31) Py (n)
et
Pp(n) = Pr(n) — Pr(n — g) = gPp(n) — (6*/2)Pp(n) + (¢°/3) P (n)

Si F et G sont sans facteur commun, on a Tor®(R/(F),R/(G)) = 0 pour i > 0 d’apres le
Théoreme 20.11. Mais (R/(F)) ®r (R/(G )) R/(F, G) et le Théoreme 20.12 confirme

Pryre)(n) = fgPr(n) — (f9/2)(f + g)PY (n) = fgn — (fg/2)(f +g — 4)

Démonstration du Théoreme 20.12 :
On considere une résolution libre de A & homomorphismes de degré 0 :

Tl T2 1 1
0— @R[—nlj] e @R[—ngj] — @R[—nlj] — @R[—HOJ] — A — 0.
j=1 j=1 j=1

j=1
On en déduit A
Pa(r) =Y (=1)"Pr(r — ny).
]
Appliquant la formule de Taylor, on a

Pr(r —ny) = Y _[(—ni) /11 PL(r).

l

On en déduit

Py = Z Z —ng;) /1 PY
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soit

a = [Z(—l)i(—”w)l/“]-

En tensorisant la résolution de A par B, nous obtenons un complexe a homomorphismes de degré 0 :

T T2 T1 1
0— @B[—nlj] — ... @B[—TLQJ] — @B[—nlj] — @B[—HOJ] — B ®RA — 0
j=1 j=1 7=1

J=1

Comme le polynome de Hilbert est une fonction additive, il en résulte

S (1) Proram = 3 (1) Pelr —ny) = > _[>_(—1){(—ny) /1Py =

i>0 i,J L4y

S"aPy =>"ald bPy =3T3 ab]PY.
l l J

1 itj=l
Le Théoreme est démontré.

Démonstration du Corollaire 20.13 :
Sid=d°P, (resp. d = d°Pg), alors A (resp. B) est de dimension d + 1 (resp. d’ + 1). Comme
a; =0 (resp. b; =0) pour ¢ >n —d (resp. j >n—d') et a,_q # 0 (resp. b,—s # 0), on a

> (=1 Proyrap) =d+d —n

>0

Rappelons que SuppTor(A, B) C SuppA ®g B, donc d°Pr,ra gy < d"Pag 5.
I reste d°Pag,p > d+ d' — n, soit

dim(A®g B) —1>dimA—1+dimB —1— (dimR — 1).

Le Corollaire 20.13 est démontré.

Démonstration du Corollaire 20.14 :
Comme e(A) = ap_q et e(B) = b,_a, il suffit bien sir de démontrer que pour i > 0, on a

d°Pro,riap) < d'Pagys.
Autrement dit, que P € Supp(A ®g B) et dim(R/P) = dim(A ®g B) impliquent
TOTZRP (Ap, Bp) =0.

Mais compte tenu des hypotheses, c’est le Théoreme 20.11 (ii).

Soulignons le cas particulier suivant qui nous permettra de définir le degré d’une variété projective.
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Proposition 20.15 : Soit A un quotient de R = C[Xy, ..., X,;] de dimension d+1. Soient Hy, ..., Hy
des éléments homogénes de degré 1 de R tels que dim(A/(Hy,...,Hy)A) = 1. Si pour tout idéal
premier relevant P € Supp(A/(Hy, ..., Hy)A) Uanneau local Ap est de dimension d et de Cohen-
Macaulay, alors

e(A) =e(A/(Hy,....,Hy)A) = rgc(A/(Hy, ..., Hy)A), pourn >> 0.
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Foncteurs Exts.

21.1 Modules injectifs.

Définition 21.1 : Soit A est un anneau. On dit que qu’'un A-module E est injectif si le foncteur
Homy(., F) est exact.

Attention, les modules injectifs sont tres gros. On montre facilement que, si anneau A est
noethérien de dimension > 0, un A-module injectif n’est jamais de type fini.

Exemples :

(i) Un Z-module injectif E' contenant Z contient Q. En effet, comme E est injectif, I'inclusion
Z C Q induit une application surjective Homz(Q, F) — Homz(Z, E). Elle est donc la restriction
a Z d’une application Q — F dont le noyau est évidemment nul puisque c’est un sous-Z-module K
de Q tel que K NZ = (0).

(ii) On démontre de maniere identique que si A est un anneau intégre et £ un A-module injectif
contenant A, alors E contient le corps des fractions de A.

(iii) Soient R, M un anneau local régulier de dimension d > 0 et (z1, ..., z4) un systéme régulier
de parametres. Soit S le sous-R-module de R/(z7, ..., z7%) engendré par la classe de 27~ '...,z~". On
démontre facilement que S ~ R/M et que tout sous-R-module de R/(zY,...,x}) contient S.

Soit alors F un R-module injectif contenant R/ M. Il existe donc une injection S C E. Comme
E est injectif, c’est la restriction d’une application R/(z7,...,2}) — E. Le noyau de cette application
contient S, donc il est nul. Donc E contient un sous- R-module isomorphe a R/(z7, ..., z1}), pour tout
n. On en déduit que la suite croissante des sous-modules Hompg(R/ (27, ...,2%), E), de E, n’est pas

stationnaire. Donc E n’est pas de type fini.

L’étude des modules injectifs, malgré son intérét, n’a pas sa place ici. Le Lecteur aura ’obligeance
d’admettre le résultat suivant :

Théoréme 21.2 : Si A est un anneau noethérien, tout A-module est contenu dans un A-module
injectif.

En conséquence, tout A-module admet une résolution injective.

183
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Théoreme 21.3 : Si M est un module sur un anneau noethérien A, il existe une suite exacte de
A-modules injectifs
E° - E'— .. - E — ..

telle que M = Ker(E° — E*).
Définition 21.4 : Si un A-module M admet une résolution injective finie
0—-M—-E"-E'"—- ... E —0,

et n'en admet pas de plus courte, on dit que M est de dimension injective r et on écrit dia(M) = r.

21.2 Foncteurs Exts.

Soient A un anneau noethérien et M et N deux A-modules. Considérons une résolution projective
(P.) de M et une résolution injective (E") de N.
Elles induisent le complexe double suivant

0 0 0
l ! l

0 — Hom(Py,,E°) — Hom(P,,E') — .. — Hom(Py,E*) —
! l l

0 — Hom(P,E° — Hom(P,E') — .. — Hom(P,E*) —
! ! l
! ! !

0 — Hom(P,,E° — Hom(P.,E') — .. — Hom(P, E%) —
! ! l

Posons EP? = Hom/(P,, E?). Notons
d:EP9 — EPatl ot §: EPY s pPTLa

les dérivations de ce double complexe et étudions ses suites spectrales.
On a
EP =0 pour q#0 et EP = Hom(P,, N),

et
EP*=0 pour p#0 et EY= Hom(M,EY).

On en déduit
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EPY=FEPI =0 pour q#0 et EP'= EP’ = HP(Hom(P,,N)),
et
EPT=EP"=0 pour p#0 et E2=Ey"=HIY(Hom(M,E")).

Si E™ = @ptg=nHom(P,, E?) est le complexe total du complexe double, les deux suites spectrales
convergent vers ’homologie de ce complexe. Autrement dit

Théoreme 21.5 : I existe des isomorhismes canoniques
HP(Hom(P,,N)) ~ HY(Hom(M, E*) ~ HP(E").

On en déduit que ces A-modules d’homologie ne dépendent que de M et N et pas des résolutions
(projectives et injectives) choisies. On peut donc donner la définition suivante.

Définition 21.6 :
Ext'(M,N) = H?(Hom(P,, N)) = HY(Hom(M, E*) = H(E™).
Dégageons d’abord 1’énoncé suivant.

Proposition 21.7 : (i) Ext%(M,N) = Hom(M, N).
(1ii) P est un A-module projectif si et seulement si Extl(P,.) = 0.
(w) E est un A-module injectif si et seulement si Exty(., E) = 0.

(i) est évident. La démonstration de (ii) et (iii) est un exercice a faire.

Décrivons ensuite la structure de A-module des Exts.

Proposition 21.8 :
(i) Exty(.,.) est un bifoncteur contravariant par rapport & la premiére variable et covariant par
rapport a la seconde.
(11) Six € A et si f, (resp. gu, hs) est la multiplication par x dans M (resp. N, Ext',(M,N)),
on a
Exty(fe, N) = Ext'y(M, g,) = hy.

(iii) annM + annN C ann(Ezty (M, N)).

Démonstration :

Soient M et M’ deux A-modules et P et P’ des résolutions projectives de M et M'. Sie: M — M’
est un homomorphisme, il existe un morphisme de résolutions e, : P. — P’. qui induit e. Les
diagrammes commutatifs

Hom(P/_,N) — Hom(P/,N) — Hom(F/,,N)

! ! !
Hom(P,_1,N) — Hom(P;,N) — Hom(P,,N)

induisent des homomorphismes Ezty,(M’, N) — Ext',(M, N) qui ne dépendent ni des résolutions
choisies ni du morphisme e_: P. — P’. induisant e.

Le lecteur vérifira qu’il en va de méme pour la deuxieéme variable, puis démontrera (ii), qui
implique immédiatement (iii), comme dans le cas des Tors.
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Corollaire 21.9 : Si M et N sont des A-modules et S une partie multiplicativement stable de A,
alors il y a un isomorphisme naturel

Bty ,(S™'M,S™'N) ~ S 'Ext',(M, N).

Proposition 21.10 : Si0 — N’ — N — N” — 0 est une suite exacte, il y a une suite exacte

(éventuellement infinie):
.. — Ext'7Y(M,N) — Ext'{'(M,N") — Extyy(M,N") — Exty,(M, N) — Exty,(M,N") — ...

Proposition 21.11 : S10 - M’ — M — M"” — 0 est une suite exacte, il y a une suite exacte

(€ventuellement infinie): ‘
.. — Ext' 7' (M,N) — Ext'y' (M',N) — Exty,(M",N) — Ext\,(M,N) — Exty,(M',N) — ...

Ces deux Propositions se déduisent directement du Lemme 19.4 en utilisant les suites exactes de
complexes associées a une résolution projective de M pour la premiere et a une résolution injective
de N pour la seconde.

Corollaire 21.12 : Soit M un A-module.
dpa(M) <r <= Ext’y(M,.)=0.

dia(M) <r <= Euxt)(.,M)=0.

Démonstration : L’énoncé est déja prouvé pour r = 1 (Proposition 21.7). Pour r > 1, soit 0 —» K —
L — M — 0 est une suite exacte, ou L est un A-module libre. On a un isomorphisme de foncteurs

Ext,(M,.) ~ Ext"7 (K, ).
On conclut par une récurrence évidente.

Corollaire 21.13 : Si M est un A-module de dimension projective finie, on a

dpa(M) = max(r, Exty(M,A) # 0.

Démonstration : Soit dps(M) = d. 1l est clair que Fxt’,(M,A) = 0 pour r > d. Le foncteur
Ext%(M,.) est covariant et exact & droite. Tout A-module est, & isomorphisme pres, un quotient
d’une somme de copies de A. Donc Ext% (M, A) = 0 impliquerait Ext4(M,.) = 0, ce qui est idiot.

Théoreme 21.14 : Si M est un A-module, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) dia(M) <.
(ii) Ext’y(N, M) = 0 pour tout A-module de type fini N.
(i11) Ext’y(A/P, M) = 0 pour tout idéal premier P de A.
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Démonstration : Il suffit évidemment de prouver que (iii) implique (i).
Supposons d’abord » = 1. Soient N un A-module, K un sous-module de N et f : K — M un
homomorphisme. On veut montrer qu’il existe g : N — M tel que la restriction de g a K soit f.
Considerons I'ensemble des couples (F,h), ou F est un sous-module de N et h : F — M un
homomorphisme. Munissons cet ensemble de la relation d’ordre

(F',})> (F,h) < F CF' et HW|F=h.

Il est clair que que tout sous-ensemble totalement ordonné de (Fj, h;);e; est borné superieurement
par (F,h), ou F' = U, F; et h(z) = h;(z) pour = € F;.

On peut donc utiliser 'axiome de Zorn. Soit (G, g) un élément maximal parmi les éléments de
cet ensemble qui sont plus grands que (K, f). Montrons G = N. Sinon, soient z € N, z ¢ G et
G' = G+ Az C N. Comme G'/G est un A-module non nul de type fini, il existe P € Ass(G'/G).
Soit alors 2’ € G’ tel que P = (G : 2'), donc A/P ~ (G + Az')/G.

Comme Fzth((G + Ax')/G, M) = Ext!(A/P, M) = 0, Papplication naturelle

Homa(G + Ax', M) — Homa(G, M)

est surjective, donc g se "prolonge” a G + Ax’, ce qui contredit le choix maximal de (G, g).
Si r > 1, soit E un A-module injectif contenant M. Comme Ext’(., M) ~ Ext'y (., E/M)
(Proposition 21.10), on conclut par une récurrence évidente sur 7.

21.3 Foncteurs Exts et profondeur

Théoréme 21.15 : Soient (A, M) un anneau local et M et N des A-modules de type fini. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ext', (N, M) =0 pouri <r.

(i) 1l existe une suite M-réguliere de longueur r contenue dans 'annulateur de N .

Démonstration par récurrence sur r > 1 :

Supposons qu’il n’existe pas d’élément M-régulier contenu dans ann(N). D’apres le Lemme
d’évitement, il existe un idéal premier P € Ass(M) tel que ann(N) C P. Comme P € Supp(N), on
a

HOmAP(Np,Ap/PAP) 7& 0 doncHomA(N, A/P) 7é 0.

Mais comme P € Ass(M), il existe une injection
0— A/P — M.
On en déduit une suite exacte
0 — Homy(N,A/P) — Homa(N, M),

qui montre que Hom4(N, M) # 0.
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Réciproquement, soit a € ann(N) un élément M-régulier. La suite exacte
0— M3 M,

induit une suite exacte
0 — Homa(N, M) = Homa(N, M).
Mais aN = 0 implique aHom(N, M) = 0. 1l reste Hom(N, M) = 0 et ’équivalence entre (i) et (ii)
est démontrée pour r = 1.
Supposons maintenant qu’il existe x € ann(N) un élément M-régulier, autrement dit que Hom (N, M)

0. La suite exacte
0— M5 M— M/zM — 0

induit une suite exacte longue :
Exty (N, M) > Ext'(N,M) — Exty (N, M/xM) — Ext'['(N, M) = Ext (N, M).

La multiplication par z est nulle dans Ext’, (N, M), d’apres la Proposition 21.8. On en déduit pour
tout 7 > 1 des suites exactes :

0 — Ext'"Y(N,M) — Ext'""'(N,M/xM) — Ext'(N, M) — 0.
Elles montrent que
Exty (N, M) =0 pour i<r <= Ext/(N,M/xM)=0 pour j<r—1.
L’équivalence annoncée s’en déduit immédiatement par récurrence.

Corollaire 21.16 : Soient (A, M) un anneau local et M un A-module de type fini. Alors si N est
un A-module de longueur finie, on a

profa(M) = min{i, Ext, (N, M) # 0}.

Démonstration : La profondeur de M est la longueur d’une suite M-réguliere de longueur maximale,
contenue dans M. Mais si (21, ..., ) est une telle suite, il est clair que (z7, ..., 2") est aussi une suite
M-réguliere, et que (z7,...,2"") C ann(N) pour n assez grand.

Corollaire 21.17 : Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et M un A-module
de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dim(M) < n.

(ii) Exty(M,A) =0 pouri < d — n.

De plus si dim(M) = n et st P € Supp(M) est un idéal premier tel que dim(A/P = n, alors
P € Supp(Exti (M, A))

Démonstration : Supposons dim(M) = n. Soit Z l'annulateur de M. Comme A est de Cohen-
Macaulay de dimension d et comme dim(A/Z) = n, il existe une suite A-réguliere de longueur
(d — n) contenue dans Z (Proposition 16.15). Donc Ezty,(M,A) = 0 pour i < d — n d’apres le
Théoreme21.15.

Réciproquement, soit (ay, ...a4—p) une suite A-réguliere annulant M. On a évidemment dim(M) <
dim(A/(ay,...aq_y)) = n.

Si dim(M) = n, soit P € Supp(M) un idéal premier tel que dim(A/P) = n. Comme Ap est un
anneau de Cohen-Macaulay de dimension d—n (Corollaire 16.16), on sait, d’apres le Corollaire 21.16,
que Extf,;”(Mp,Ap) # 0.
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21.4 Foncteurs Exts et conditions §,.

Théoréme 21.18 : Soient R un anneau local régulier de dimension d et M un R-module de type
fini. Alors
dim(Exty (M, R)) <1 pour [>0.

Soit n la dimension de M. Sir > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est équidimensionnel et vérifie la condition S, .
(ii) dim(ExtS " (M, R)) < (n —i — 1) pouri > 0 (le module (0) a toutes les dimensions).

Démonstration : Si P € Supp(Exty (M, R)), alors dpg,(Mp) > d — I, donc dim(Rp) > d — I et
dim(R/P) > [, d’apres le Corollaire 16.16.
Supposons que M est équidimensionnel et vérifie la condition S, avec r > 0.
Comme M est équidimensionnel, on a d —n = dim(Rp) — dim(Mp), pour tout P € Supp(M).
Si P € Supp(Exts ™ (M, R)), on a

Exth;””(Mp, Rp)) #0 donc dpgr,(Mp) >d—n+1.
Comme prof(Mp) + dpr,(Mp) = dim(Rp), on en déduit
prof(Mp) < dim(Rp) — (d —n+1i) = dim(Rp) — (dim(Rp) — dim(Mp) + i = dim(Mp) — i.

Comme ¢ > 0 et M vérifie S,, ceci implique dim(Mp) > r+ i, donc dim(R/P) < n —r — i, soit (i1).

Réciproquement, supposons la condition (i) vérifiée. Montrons d’abord que M est équidimensionnel.
Soit P un idéal premier minimal de M. Alors Mp est de longueur finie, donc dpg, (Mp) = dim(Rp).
Si dim(Rp) =d —n+1i, on a P € Supp(Exth " (M, R)). Sii > 0, ceci implique

dim(R/P)<n—1—i donc dim(Rp)+dim(R/P)<(d—n+i)+(n—1—1)=d—1,

donc une contradiction (Corollaire 16.16).
Montrons maintenant que M est S,. Soit P € Supp(M) tel que prof(Mp) = dim(Mp) — i, avec
1> 0. Alors

prof(Mp) = dim(Rp) — (d —n) —i implique dpgr,(Mp) =d —n+i.

On en déduit P € Supp(Exth ™ (M, R)), donc dim(R/P <n —r —i. Comme P € Supp(M) et M
est équidimensionnel, il en résulte dim(Mp) > r+1, donc prof(Mp) > r. Le Théoreme est démontré.

Corollaire 21.19 : Soient R un anneau local régqulier de dimension d et M un R-module de type
fini de dimension n. Sir > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est équidimensionnel et vérifie la condition S, .

(it) Bxt& ™ (Batt "™ (M, R),R) = 0 pouri < j+7r et 1< j.

Démonstration : Cet énoncé est le Théoreme précédent, en tenant compte du Corollaire 21.17.

Théoreme 21.20 : Soient R un anneau local régulier de dimension d et M # (0) un R-module de
type fini. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est de Cohen-Macaulay de dimension n.

(ii) Exty(M,R) =0 pour s # (d —n).

Si ces conditions sont réalisées, alors

Ext%™(M, R) est de Cohen-Macaulay de dimension n,

il existe un isomorphisme M ~ Extt™(Exts ™ (M, R), R).
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Démonstration :

Supposons d’abord que M est de Cohen-Macaulay de dimension n.

Alors Extty(M, R) = 0 pour i < d—n d’aprés le Corollaire 21.17 et dim(Ext% " (M, R)) < (—i),
donc Ext% ™™ (M, R) = 0 pour i > 0, d’aprés le Théoréme 21.18.

Réciproquement, Ezt5(M,R) = 0 pour s < (d — n) implique dim(M) < n (Corollaire 21.17).
Comme Ezth (M, R) # 0 pour i = dpr(M) (Corollaire 21.13), on a dpgr(M) = d—n, donc prof (M) =
dim(R) — dpr(M) = n et M est de Cohen-Macaulay de dimension n.

Supposons maintenant les conditions (i) et (ii) réalisées.

Comme dpr(M) = d — n, on a une résolution

0—Lyp— .. L —Ly— M—0.
Comme Ext5(M, R) = 0 pour s < d — n, on en déduit une suite exacte
0— LYy — ...— Ly — Exts™(M,R) — 0.

C’est une résolution projective de Ext% (M, R). On a donc dpr(Exty (M, R)) < d —n. Ceci im-
plique profr(Exth ™ (M, R)) > n. Mais Supp(Exty (M, R)) C Supp(M), doncn > dim(Ext% (M, R))
et Extd (M, R) est de Cohen-Macaulay de dimension n.

Enfin, appliquant le foncteur Homg(., R) a la résolution de E:z:t‘f{"(M , R), on trouve

0 Ly = o LYY LY — Bt (Bt (M, B), B) — 0

C’est une résolution de Exth "(Exth ™(M, R), R). Elle est évidemment isomorphe  la résolution de
M et induit 'isomorphisme annoncé

M ~ Ext™"(Exts ™ (M, R), R).

21.5 La suite spectrale des Exts pour la restriction des scalaires.

Dans ce paragraphe f : A — B est un homomorphisme d’anneaux.
Si M est un B-module, il induit, par restriction des scalaires, un A-module, noté f.(M), dont
I’ensemble sous-jacent est M, muni de la structure naturelle définie par

si a€A et xze f (M) alors ax= f(a)z.

Il est clair que f.(.) est un foncteur exact, i.e. si 0 — M’ — M — M"” — O est une suite exacte de

B-modules, alors
0— f*(M,) - f*(M) - f*(MH> — 0

est une suit exacte de A-modules.
Si N est un A-module, Hom (B, N) a une structure naturelle de B-module définie par

beB et g€ Homu(B,N) alors (bg)(.)=g(b.).

Plus généralement, la multiplication par b dans B est A-linéaire; elle induit donc une application
Ext’(B,N) — Ezt% (B, N) qui donne & Fzt! (B, N) une structure naturelle de B-module.
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Lemme 21.21 : [l y a un isomorphisme naturel f.(Hompg(M, Hom(B,N))) ~ Homa(f.(M),N).
Démonstration : Si f € Homp(M,Homa(B,N)), on définit g € Homa(f.(M),N) par g¢(z) =
f(xgglg)e Homa(f.(M),N), on définit f, € Homp(M, Homu(B,N)) par f,(z)(b) = g(bx).

On vérifie alors directement que fy, = f et gy, = g.
Corollaire 21.22 : Si E est un A-module injectif, Homs(B, E) est un B-module injectif.

Démonstration : C’est clair.

Théoréme 21.23 : Soient A un anneau et B une A-algeébre. Si N est un A-module et M un
B-module, il existe une suite spectrale

EY? = [(Exty(M,, Ext)y(B, N)))
qui converge vers [’homologie d’un complexe total K*, d’homologie

H™(K") = Ext}(f.(M), N).

Démonstration :
Soient P, une résolution projective du B-module M et E* une résolution injective du A-module
N. On considere le double complexe positif

fe(Homp(P,, Homa(B, E?))) = Homa(f.(P,), E?).
L’étude de la deuxieme suite spectrale de ce double complexe donne
EPY = HP(Homa(f.(Py), E)),

donc
E™ = Homu(f.(M),E%) et EP"=0 pour p>0.

Il en résulte que 'homologie du complexe total K* associé au complexe double est
H(K*) = EP™ = Eaty(f.(M), N).

D’autre part, on a HY(Homu(B, E*) = ExtY (B, N). Comme Hompg(F,,.) est un foncteur exact,
on en déduit

EYY = HY(f.(Homg(P,, Homa(B, E¥)))) = f.(Homg(P,, Ext% (B, N))).
Il en résulte

By = HP(f(Homp(Py, Ext)y(B, N)))) = f.(Exty(M,, Ext} (B, N))).

Soulignons quelques cas particuliers de cet énoncé que nous utiliserons fréquement.
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Corollaire 21.24 : Soient R un anneau local réqulier de dimension d et A une R-algébre finie de
dimension n, qui est de Cohen-Macaulay comme R-module. St f : R — A est I’homomorphisme
naturel, on a un isomorphisme naturel de foncteurs

fo(Bxth (x, Ext% (A, R))) ~ Exth ™ (f.(x), R).

Démonstration : Comme Ext'(A, R) = 0 pour i # d —n (Théoréme 21.20), c’est une conséquence
immédiate du Théoreme précédent.

Corollaire 21.25 : Soient A un anneau local noethérien de dimension d et M un A-module de type
fini de Cohen-Macaulay de dimension d. Si B = A/T est un quotient artinien de A, on a

Extd (N, M) ~ Homp(N, Ext® (B, M)
pour tout B-module de type fini N.

Démonstration : La suite spectrale EY? = Ext%(N,, Exty(B,M)) converge vers Ext" (N, M).
Comme Ext’ (B, M) =0 = Ext’, (N, M) pour g < d (corollaire 21.16), on a

Homg(N, Extt (B, M) = EY* ~ Ext} (N, M).

Corollaire 21.26 : Soient A un anneau local noethérien et M un A-module de type fini . Si
(aq,...,a,) est un suite A et M -régquliére, il y a, pour tout A/(ay, ..., a,)-module de type fini N et pour
tout 1 > 0, des isomorphismes naturels

oy (N, M/(ay, ..., a,) M) ~ Ext'[" (N, M).

Démonstration : Utilisant que (ay, ..., a,) est une suite A et M-réguliere, on montre
Exty(A/(ay,...,a.), M) ~ M/(ay,...,a,)M et

Ext' (A/(ay,...,a,), M) = (0) pour i

L’isomorphisme annoncé est alors dans la suite spectrale de changement d’anneaux.
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Dualités.

22.1 Dualité sur un anneau local régulier.

Théoreme 22.1 : Soit R un anneau local régulier de dimension d. Si M est un R-module de type
fini, il existe une suite spectrale

EP? = Exth (Extl (M, R), R)
qui converge vers [’homologie d’un complexe K* tel que

HYK*Y=M et H(K*)=0 pour i#d.

Démonstration :
On considere une résolution projective (P;) de M et une résolution injective E’/ de R. Elles

induisent un double complexe
HomR((Pd,q)v, Ep)’

muni de dérivations
d: Homp((Pi—q)", EP) — Homp((Pi-(4+1))", E?) et 0 : Homg((Pi—y)", E?) — Homp((Pa_y)", EP™).
On a d’une part
EPY = HP(Homp((Py_y)", E*)) = Exth((P1_y)", R),

donc
EP'=0 pour p>0 et EY"=P;,

L’application &, : B — E%" est 'application Py_, — Py_(g+1) de la résolution de M. Il reste
EPT=0 pour (p,q)#(0,d) et E"=M.

193
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Donc I’homologie du complexe total associé K* est
HYK*)=M et H'(K*)=0 pour i d.
D’autre part, on a
EP" = HY(Homp((Py_.)", E?)) = Hompg(Ext (M, R), EP),

donc
B} = HY(Homg(Extly "(M, R), E*) = Euthy(Exty (M, R), R).

Le Théoreme est démontré.

Donnons quelques applications de cet énoncé.

Corollaire 22.2 : Si M est un R-module de type fini de dimension n il existe une application

naturelle
M — Exth™(Extb™(M, R), R)

qui est injective si et seulement si M est équidimensionnel et Sy et bijective si et seulement si M est
équidimensionnel et Ss.

Démonstration : On considere donc la suite spectrale EY¢ = Exth (Exth (M, R), R). On sait que
sa limite M admet une filtration M; telle qu’il y a des isomorphismes canoniques M, /M, ~ E337%
Comme dim(M) = n, on a dim(Ext'y(M, R) < n. 1l en résulte que

EY?=0, donc EP?I=0, pour p<d—n ou ¢q>n.

En particulier, on a
E;gd’s =0 pour s<d-—n, et

Eff_”’” C E;l‘””‘ pour 7 >2. donc E;{;"»" C Eg_”’”.

Autrement dit, My/Mg,1 =0 pour s < d —n et
M/My iy ~ B € BS" = Ext ™ (EatS™(M, R), R).
Nous avons décrit 'application naturelle
M — Extb™(Exty (M, R), R).
Cette application est injective si et seulement si
M/ Mgy ~ E;;’)d_s =0 pour s>d—n.
Mais on sait que M est équidimensionnel et S; si et seulement si

Extt ™ (Extb ™ (M,R),R) =0 pour 1<i, soit Ey**=0 pour s>d—n.
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Nous devons donc prouver que

Ey©° =0 pour s>d—n<= FEX*=0 pour s>d—n.

Mais Ey**=0 powr s>d—-n=— E3=0 pour s>d—n

est évident.
Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que

E;l—n—}—i,n—i — El‘t?{_n—i_Z(El‘t%_n—‘rz(M’ R), R) 7é 0.

Dans ce cas, on a ‘ ‘
dim(Exty "t (Extl, " (M, R),R) = n — i,

d’apres le Corollaire 21.17. Mais
pHmRnmtl 0 pour i >0 et dim(ES TR <p -2,
Ceci implique EZ"""1 o£ (0, puis E4="+4n=i o£ () pour r > 2, par une récurrence évidente, donc
Eiomtin=i £ .
Supposons maintenant que M est équidimensionnel et §; et montrons que
M est S, <= ELm™n=pi™"
Rappelons que M est équidimensionnel et S, si et seulement si
ESTmnmd = patdmm i (Bath " (M R),R) =0 pour 1<j et i<j+2

L d— —r+1
En particulier, si M est S, on a Fy """

=0, pour r > 0. Donc les dérivations
. pd—n,n d—n+rn—r+1
d,: E; — E°

sont nulles, et
d—n,n _ pd—nn _ pd—nmn __ pd—nn
E, = Ej =..=FE; =E™"

Réciproquement, si By " = By ™" = ... = E& " = B es dérivation
dr . Eﬁl—n,n N E;l—n—l—r,n—r-‘rl
sont nulles pour tout r > 1. Comme de plus E¢"~%™ = () pour tout i > 0, on a
Eﬁ;{?-ﬁ-r,n—r-ﬁ-l _ K6T<Eg—n+r,n—r+1 N Eg—n+2r,n—2r+2) pour 7> 1.
Supposons que M n’est pas Sy. Soit alors 7 minimum tel que
E2dfn+7‘,’nf’f‘+1 — E:L,t%—nﬂ"(L?xthfnJrrfl(]w7 R), R) 7£ 0.

Comme M est équidimensionnel et Sy, on a dim(Ext% ™1 (M, R)) <n —r. On en déduit
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dim(Exth " (BExth "M, R), R)) = dim(Ext%S """ (M, R)) =n —r,
soit  dim(ES Ty = —
Mais , pour tout ¢ > 1, on a
dim(ExtG " Bt T2 (M R), R)) < (n— 1 — 1),
donc  dim(EF T < (g — o — ),
On en déduit facilement que E4="T""="F1 est non nul de dimension n — r, pour tout s, donc que

Ego—n+r,n—r+1 7& O

Mais ceci contredit la convergence de la suite spectrale vers (0) en degré d + 1. Le Corollaire est
démontré.

22.2 Modules dualisants sur un anneau de Cohen-Macaulay.

Définition 22.3 : Soit (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay. On dit qu’'un A-module de type
fini D est dualisant si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) L’application naturelle A — Homa(D, D) est injective.

(ii) D est de Cohen-Macaulay.

(iii) BExt%™m™A(A/M, D) ~ A/ M.

Remarques :
(i) : Si A est artinien, i.e. dim(A) = 0, nous avons vu qu'un A-module de type fini D vérifie les
conditions (i), (ii) et (iii) si et seulement si 'homomorphisme d’évaluation

epy : M — Homa(Homa(M, D), D)

est un isomorphisme pour tout M de type fini. C’est le Théoreme 6.15.

(ii) : Si R est un anneau local régulier, un R-module est dualisant si et seulement si il est libre
de rang 1.

(iii) : On a évidemment Supp(D) = SpecA, donc dimD = dimA, et plus précisement

Ass(D) = Ass(A).

Dégageons une fois pour toutes ’'outil suivant.

Lemme 22.4 : Soient (A, M) un anneau local et M un A-module. Soienti et r des entiers tels que
I(Exty(A/M, M) = r. Alors, pour tout A-module N de longeur finie, on a

[(Ext'y(N,M)) < rl(N).
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Démonstration :
Soit 0 - N — N — N” — 0 une suite exacte de A-modules de longueur finie.
On a l(N) =I(N'")+I(N"). La une suite exacte induite

Exti,(N", D) — Ext'(N, D) — Ext'(N’, D)
démontre alors le Lemme par récurrence sur [(N).

Théoreme 22.5 : Si D est A-module dualisant et P un idéal premier de A, alors Dp est un Ap-
module dualisant.

Démonstration :

On peut évidemment supposer dim(A/P) = 1, soit dimAp = dimA — 1. Posons d = dimA.

Il est clair que Dp est de Cohen-Macaulay et que 'application naturelle Ap — Homa,(Dp, Dp)
est injective. Il nous faut prouver

EZL'tdA;l (Ap/PAp, Dp) ~ AP/PAP

Nous savons (corollaire 21.16) que le Ap/P Ap-espace vectoriel Extf‘;l(Ap /PAp, Dp) est non
nul. Soit n son rang. Nous voulons prouver n = 1.

Comme Exti(A/P, D) est un A/P-module de rang n, on peut trouver n éléments du module
linéairement indépendants sur A/P. Ils induisent une suite exacte

0 — n(A/P) — Exty ™ (A/P,D) — C — 0,

ou C est un A/P-module de torsion, donc un A-module de longueur finie.
Si a ¢ P, considérons le diagramme commutatif :

0
!
0 0 Oc:a
! ! !
0 — n(A/P) — Exti™ (A/P, D) - C =0
a | al a
0 — n(A/P) — Exti™ (A/P, D) - C =0
| ! !
n((A/P)/a(A/P)) — Exti ™ (A/P,D)/aExty (Ap/P,D) — C/aC — 0
! ! !
0 0 0

Il démontre, en utilisant le diagramme du serpent :
nl(A)(P + aA)) — (Exty  (A/P, D) /aExty  (Ap/P, D)) = 1(0¢ : a) — 1(C/aC).
Mais I'exactitude de la derniere colonne démontre

[(0c:a)—1(C/aC) =1(C)—1(C) =0, donc
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nl(A)(P + aA)) = l(Ext ™ (A/P,D)/aExt’ ™ (Ap/P, D)).
Comme A/(P + aA) est un A-module de longueur finie, on a d’apres le Corollaire 21.16
Ext% ' (A/(P +aA),D) =0,
donc une suite exacte :
0 — Bzt (A/P,D) % Ext (A/P, D) — Ext%(A/(P +aA), D),
et une inclusion
Bzt (A/P, D) /aExt s (Ap/P, D) C Ext%(A/(P + aA), D).

On trouve alors
nl(A/)(P + aA)) < (Exth(A/(P +aA),D)).

Mais d’apres le Lemme 22.4, on a
I(Ext® (A/(P +aA),D)) <I(A/(P + aA)).
Il en résulte que n = 1 et le Théoreme est démontré.

Théoréme 22.6 : Soit (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay. Si D est un A-module dual-
isant, l'application naturelle A — Homa(D, D) est un isomorphisme

Démonstration : On fait une récurrence sur d = dimA.

Pour d = 0, c’est une conséquence du Théoreme 6.15 et du Lemme 22.4. En effet, on a
[(Homa(D, D)) <1(D) =1(A). Comme A — Homu(D, D) est injective, on en déduit [(Hom4(D, D)) =
I(D) =1(A), donc I'application est nécessairement surjective.

Supposons maintenant d = 1. Soit B = coker(A — Hom(D, D). D’apres le cas précédent et le
Théoreme 22.5 Ap — Homy, (Dp, Dp) est un isomorphisme pour tout idéal premier minimal P de
A. Donc [(B) < oc.

Soit @ € A un élément A et D-régulier. La suite exacte

O—>Ai>A—>A/aA—>O
induit une suite exacte
0 — Homa(A, D) % Homu(A, D) — Extly(A/aA, D) — 0

qui montre

ExtY(A/aA,D) ~ D/aD.

Par le Corollaire 21.26 (suite spectrale de changement d’anneau), on en déduit
Homujaa(AJM,D/aD) ~ Ext}y(A/M, D) ~ A/ M.

Montrons que D/aD est un A/aA-module dulisant. Considérons le diagramme commutatif
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AjaA — 0

eql ea | €a/an |
0 — Homu(D,D) — Homu(D,D) — Homua(D/aD,D/aD)

o
|

B o
s s

B o
!

! !
B = B
| l
0 0
dont les lignes et les colonnes sont exactes. D’apres le diagramme du serpent, il donne
l(A/aA) —l(Homu(D,D)/aHoma(D, D)) =1(B) —l(B) =0.
Comme Homa(D, D)/aHoma(D, D) C Homajaa(D/aD, D/aD), on en déduit

I(A/aA) <I(Homasqa(D/aD,D/aD)).

Par le Lemme 22.4, on a
I(AJaA) > l(Homajqa(AJaA,DJ/aD) =1(D/aD) > l(Homa/aa(D/aD,D/aD)), donc

l(A/aA) =1(D/aD) = l(Homajaa(D/aD,D/aD)).
Il en résulte (Théoreme 6.15) que D/aD est un A/aA-module dualisant. Revenant a notre dia-
gramme commutatif, nous savons que I’homomorphisme e 4/,4 est un isomorphisme (car dim(A/aA) =

0), donc B % B est surjectif, ce qui implique B = (0) par le Lemme de Nakayama.

Si d = 2, considérons toujours B = coker(A — Hom (D, D). Supposons B # (0). Nous venons
de démontrer que si P € Supp(B), alors dim(Ap) > 2, donc prof(Ap) > 2.

Soit P est un idéal premier minimal de B. Le Lemme 16.17 appliqué a la suite exacte

0— Ap - HOmA,,D(Dp,Dp) — Bp —0

montre prof(Ap) =1 (car [(Bp) < oo et prof(Homa,(Dp, Dp)) > 1), donc une contradiction. Le
Théoreme est démontré.

Théoréme 22.7 : Soient (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay, D un A-module de type fini
et a € M un élément régulier dans A et D. Alors D est un A-module dualisant si et seulement si
D/aD est un AJaA-module dualisant.

Démonstration :

Il est clair que D est de Cohen-Macaulay de dimension dim(A) si et seulement si D/aD est de
Cohen-Macaulay de dimension dim(A/aA).

Appliquant le Corollaire 21.26, on a
ExtimA(A/ M, D) ~ E:ctjgi;gg}*l(A/M, D/aD).

On considere a nouveau le diagramme commutatif
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0 — A — A — AjaA — 0
eal eal €A/an |
0 — Homa(D,D) — Homu(D,D) — Homaa(D/aD,D/aD)
dont les lignes sont exactes.
Si D est un A-module dualisant, e4 est un isomorphisme d’apres le Théoréme 22.6. Donc €4/,
est injectif et D/aD est un A/aA-module dualisant.
Réciproquement, si D/aD est un A/aA-module dualisant, es/,4 est un isomorphisme. Ceci

démontre Ker(es) = (0) (et Coker(es) = (0)), en utilisant le diagramme du serpent et le Lemme de
Nakayama.

Théoréme 22.8 : Soient (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un A-
module de type fini de Cohen-Macaulay de dimension d. Alors D est un A-module dualisant si et
seulement si [(Extd (M, D)) = I(M) pour tout A-module de longueur finie M.

Démonstration : On fait une récurrence sur d, le résultat étant acquis pour d = 0 (Théoreme 6.15).
Si d > 0, soit @ un élément A et D-régulier. Comme pour tout A-module de longueur finie M tel
que aM = (0) il existe un isomorphisme Ext4(M,D) ~ Ea:tfg_/}lA(M,D/aD), on conclut avec le
Théoreme 22.7.

Théoréme 22.9 : Soient (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un
A-module de type fini de Cohen-Macaulay de dimension d tel que l(Ext%(A/M, D)) = 1.
Pour que D soit un A-module dualisant, il faut et il suffit que dia(D) = d.

Démonstration : Supposons d’abord que D est dualisant. Soit (ay, ..., a4) une suite A et D-réguliere.
Considérons la suite exacte

0— M/(ay,...,aq) = Af(ar,...,aq) — A/M — 0,

de A-modules de longueurs finies. La somme alternée des longueurs est nulle.
Comme Exty ™ (M/(ay, ...,aq), D) = 0 et dpa(A/(ay, ...,aq)) = d, elle induit une suite exacte

0 — Ext(A/M, D) — Ext%(A/(ay, ...,aq), D) —

Ext%(M/(ay, ...,aq), D) — Ext4™(A/M, D) — 0.

Comme Extd(., D) préserve la longueur (Théoreme 22.8), elle démontre
Ext}™(A/M,D) = 0.

Le Lemme 22.4 implique alors Ezt%™ (N, D) = 0 pour tout A-module N de dimension 0.
On en déduit Extj“(]\f , D) =0 pouri > 1, pour tout A-module N de dimension 0, par récurrence
sur 7. En effet, supposons cette assertion démontrée pour 7. L’application injective

0 — Exti " (A/M, D) — Exti Y (A/(ay, ..., aq), D) = (0)

démontre Ext% ™ (A/M, D) = (0), et on conclut par le Lemme 22.4.
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Montrons ensuite, par récurrence sur r, que pour tout A-module M, de type fini et de dimension
<r,ona Ext4"(M,D) =0 pour i > 1.

Un tel module admet une filtration finie (M;);>o telle que pour tout ¢ > 1 il existe un idéal premier
P; vérifiant M;/M;_; ~ A/P;. 1l suffit donc de prouver Ext%™(A/P, D) = 0 pour tout idéal premier
P tel que dim(A/P) =r > 0. Soit a € M, a ¢ P. La suite exacte

0— A/P = A/P — AJ(P+aA) —0
induit une suite exacte
Extit(A)P, D) % Exti(A/P — Exty" 1 (A/(P + aA), D).

Comme dim(A/(P + aA)) <, on a Ext4t(A/(P +aA), D) = (0). On conclut par Nakayama.
Utilisant le Théoreme 21.14, on a démontré que dis(D) = d.
Réciproquement, supposons dia(D) = d. Toute suite exacte

0—=N —-N-—=N"—=0
de A-modules de longueurs finies induit une suite exacte
0 — Ext4(N”,D) — Ext%(N, D) — Ext%(N',D) — 0.
On démontre immédiatement par récurrence sur [(N) que
[(Bxty(N, D)) = I(N),
ce qui démontre que D est dualisant (Théoreme 22.8).

Corollaire 22.10 : Soient (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay et D un A-module dualisant.
Si M est un A-module de type fini,

prof(M) + max{i, Ext'y(M, D) # 0} = dim(A).

Démonstration : On a Ext’,(M, D) = (0) pour i > dim(A) (Théoreme 22.9). Faisons une récurrence
sur prof(M) :

Siprof(M) =0, on a Homs(A/M, M) # 0. 1l existe donc une application injective A/ M — M
qui induit une application surjective Ext® (M, D) — Ext4(A/M, D) (car Ext4t(., D) = 0), donc
Ext (M, D) # 0.

Si prof (M) > 0, on considere un élément a régulier dans M, la suite exacte

0— M5 M— M/aM — 0,
et la suite exacte induite
Ext'TY(M/aM, D) — Ext',(M, D) % Ext'y(M, D) — Ext'y(M/aM, D).

L’hypothese de récurrence et le Lemme de Nakayama prouve 1’assertion.
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Théoreme 22.11 : Si A est un anneau local de Cohen-Macaulay, deuxr A-modules dualisants sont
1somorphes.

Démonstration par récurrence sur dimA :
Pour dim(A) = 0, c’est le Théoreme 6.16.
Soient D et D' deux A-modules dualisants.
Supposons dimA > 0. Soit a un élément régulier dans A, D et D’. La suite exacte

a

0—D =D —D'/aD —0
induit une suite exacte
0 — Hom(D,D') % Hom(D,D') — Hom(D,D'/aD') — 0

car Ext!y(D,D") = 0 d’apres le Corollaire 22.10.

Mais Hom(D, D'/aD") = Hom(D/aD,D'/aD'). Nous savons que D/aD et D'/aD’ sont deux
A/aA-modules dualisants. Ils sont donc isomorphes par hypothese de récurrence. Soit alors u €
Hom(D, D") un homomorphisme dont I'image v dans Hom(D/aD, D'/aD") est un isomorphisme. Le
diagramme qui suit, combiné avec le Lemme de Nakayama, démontre que u est aussi un isomorphisme.

0 0
! !
K % K 0
l ! l
0O - D % D — D/aD — 0
U u | v |
0 — D — D — D/aD — 0
l ! !
¢ — C 0
! !
0 0

Théoréme 22.12 : Soient (A, M) un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un
A-module dualisant.

Si B est une A-algebre finie et N un idéal mazimal de B tel que By est de Cohen-Macaulay de
dimension n, alors Ext{™(B, D) est un By-module dualisant.

Démonstration par récurrence sur n.
Pour n = 0, on peut, d’apres le Théoréme chinois, supposer que B est local d’idéal maximal N .
Soit (ay, ..., ag) une suite A-réguliere telle que (ay, ..., aq) B = (0). On a, d’apres le Corollaire 21.26

Extd(B,D) ~ Homu(B,D/(ay, ...,aq) D).

Comme D/(ay, ...,aq)D est un A/(ay, ..., ag)-module dualisant, on sait que Homs (B, D/(ay, ...,aq)D)
est un B-module dualisant (Théoreme 6.17).

Supposons n > 0 et montrons par récurrence sur n que Ext4 " (B, D)y = 0 et que Ext (B, D)
est un Bj-module dualisant.
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Considérons f : A — By 'homomorphisme structural. Comme B est fini sur A, I'idéal maximal
N By est le seul idéal premier de By contenant f(M). Donc f(M) n’est pas contenu dans un
idéal premier associé de By . D’apres le Lemme d’évitement généralisé (Théoreme 1.31), on montre
facilement qu’il existe a € M, régulier dans A et dans By et tel que dim(B/aB) = n — 1. La suite
exacte

0 — By - By — By /aBy — 0
induit une suite exacte longue
0 — Exty™(B,D)y = Ext™(B, D)y — ExtS "™ (B/aB, D)y
— Bt (B, D)y % Ext% "B, D)y — Exty ™" (B/aB, D).
Celle-ci prouve que Exti ™ (B, D)y = 0 par le Lemme de Nakayama puis que
Ext™(B,D)x/aExt™(B, D)y ~ Ext" ™ (B/aB, D).

Mais il est clair par hypothese de récurrence que Bys/aB,s est un anneau local de Cohen-Macaulay
et Ext® "™ (B/aB, D)y un By/aBx-module dualisant. On conclut au moyen du Théoréme 22.7

Définition 22.13 : On dit qu’un anneau local noethérien de Cohen-Macaulay A est de Gorenstein
si A est un A-module dualisant.

Il est clair qu'un anneau local régulier est de Gorenstein.

Théoréme 22.14 : Si A est un anneau de Gorenstein et (aq, ..., a,) une suite A-réguliére, l’anneau
quotient A/(ay,...,a,) est de Gorenstein.

Démonstration : Il suffit évidemment de le prouver pour r = 1.
Le A/aA-module Ext!(A/aA, A) est dualisant d’apres le Théoreme 22.12. L’isomorphisme

Extl(A/aA, A) ~ AJaA,
est clair.

Définition 22.15 : Un anneau quotient d’un anneau régulier R par une suite R-régquliere est une
intersection compleéte.

On a donc démontré qu’une intersection complete est de Gorenstein.

22.3 Dualité sur un anneau de Cohen-Macaulay.

Théoreme 22.16 : Soient A un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un A-module
dualisant. Si M un R-module de type fint,

dim(Exti'(M, D)) <1 pour [>0.

Soit n la dimension de M. Sir > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est équidimensionnel et vérifie la condition S, .
(i1) dim(ExtS" (M, D)) < (n — i — 1) pour i > 0 (le module (0) a toutes les dimensions).
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Démonstration : Cet énoncé généralise le Théoreme 21.18 concernant les anneaux réguliers. La
démonstration est identique a un détail pres. Pour un anneau régulier R, on utilise la relation

dpr(M) + prof(M) = dim(R).
Pour un anneau de Cohen-Macaulay, la relation correspondante (Corollaire 22.10) est

max{i, Exty(M, D) # 0} + prof(M) = dim(A).

Procédant de ce principe, on démontre de méme les deux énoncés qui suivent.

Corollaire 22.17 : Soient A un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un A-module
dualisant. Soit M un A-module de type fini de dimension n. Sir > 0, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) M est équidimensionnel et vérifie la condition S, .

(it) Bzt (Bt " (M, D), D) = 0 pouri < j+r et 1 < j.

Théoréme 22.18 : Soient A un anneau local régulier de dimension d et D un A-module dualisant.
Soit M # (0) un A-module de type fini. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est de Cohen-Macaulay de dimension n.

(ii) Exts (M, D) =0 pour s # (d —n).

Si ces conditions sont réalisées, alors

Ext’™(M, D) est de Cohen-Macaulay de dimension n,

il existe un isomorphisme M ~ Ext’™(Ext%™(M, D), D).

On applique comme dans le cas régulier ces résultats a la suite spectrale de dualité sur un anneau
de Cohen-Macaulay, que nous introduisons maintenant.

Théoréme 22.19 : Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension d et D un A-module
dualisant. Si M est un A-module de type fini, il existe une suite spectrale

EP? = Extt (Ext’ (M, D), D)
qui converge vers [’homologie d’un complexe K* tel que

HYK*)=M et H(K*)=0 pour i#d.

Démonstration :
On considere une résolution projective (éventuellement infinie) (P;) de M et une résolution in-
jective (finie) E’ de D. Elles induisent un double complexe

HomA((Pd_q)v, Ep)

L’étude des deux suites spectrales associées a ce double complexe établit ce Théoreme exactement
comme dans le cas ou 'anneau A eat régulier. Nous ne revenons pas sur cette preuve, ni sur celle de
I’énoncé suivant.
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Corollaire 22.20 : Si M est un A-module de type fini de dimension n il existe une application
naturelle

M — Ext™(Ext"(M, D), D)

qui est injective si et seulement si M est équidimensionnel et Sy et bijective si et seulement si M est
équidimensionnel et Ss.

22.4 Retour au cas gradué.

Définition 22.21 : Soient A est un anneau gradué relevant et Pa son polynome de Hilbert. Si A
est de Cohen-Macaulay, on dit qu’un A-module gradué D est dualisant pour A si

(i) Dp est un Ap-module dualisant pour tout idéal premier gradué P de A,

(ii) Pa(n) = I1(A,) + (—=1)%A=1(D_,) pour tout entier n.

Théoreme 22.22 :
(i) Si R = C[Xy, ..., X4, le R-module gradué R[—d — 1] est dualisant.
(ii) Si M est un R-module gradué de polynéme de Hilbert Py, on a pour toutn € Z :

Py(n) = 1(M,) + Y (1) U(Extiy(M, R[~d — 1])_,).

Démonstration :

Pour tout idéal premier gradué P, I'anneau local Rp est régulier. Les Rp-modules dualisant sont
donc les Rp-modules libres de rang 1.

Rappelons que Pr(X) = (X 4+ 1)...(X +d)/d!.

Il est clair que pour n > —d, on a l(R,) = Pr(n) et [(R_4-1-,) = 0.

Pourn<—-d-—1,ie. —m>d+1,0n a

(R =0 et I(Rg1p)=(n—d(-n—d+1).(—n—1)/d =(-1)%n+1)..(n+d)/d

ce qui prouve (i).
Pour démontrer (ii), on considére un résolution projective graduée, a homorphismes de degré 0,
du R-module M :
0— @R[—nlj] — ... @R[—ngj] — M — 0.
J

J

Ona I(M,)= Zi,j(_l)il(Rn*nij> et Py(n)= Zi,j(_lypfi(n — nyj)
Appliquons le foncteur Hompg(., R[—d — 1]) a cette résolution :

J J
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Ce complexe a pour modules d’homologie les R-modules gradués Ext (M, R[—d—1]). L’additivité
de la fonction longueur entraine alors, pour tout n, ’égalité :

S VU Ry nat) = S (—L) U Batiy(M, Rl~d — 1])_,).
i i
Mais d’apres (i), on a :
(_1)Z[Z(Rn—m]) + (_1)dl(anj—n—d—1>] - <_1)1PR(TL - nl])
Donc
D VU Runy) + (1)U Ry nma-1)] = Y (=1)'Pa(n = niy) = Py(n).
i, 1]
Finalement on trouve I'égalité annoncée :

M)+ (—1)* U Batiy(M, R[—d —1])_,) = Py(n).

Théoreme 22.23 :

(i) Si R = C[Xy,..., X4] et A est une R-algébre graduée finie de Cohen-Macaulay, de dimension
r+1, le A-module gradué Dy = Ext§ " (A, R[—d — 1]) est un A-module gradué dualisant.

(i) Si M est un R-module gradué de polynome de Hilbert Py, on a pour toutn € Z :

Py(n) = 1(M,) + Y (=1)" " I(Bxt'y (M, Da)_p).

Démonstration :
Compte tenu du Théoreme 22.12, pour démontrer (i) il nous reste a prouver

Pa(n) = 1(An) + (=1)"1((Da)-n).

Mais comme, d’apres le Théoreme 21.20, on a Ext'(A, R[—d — 1]) = 0 pour i # (d — r), c’est une
conséquence immédiate du Théoreme 22.22.
Pour (ii), on utilisera le Théoreme 22.22 d’une part, et les isomorphismes (homogenes de degrés
0)
Bty ™ (M, R[—d — 1]) ~ Ext',(M, Ext% " (A, R[—d — 1]))

donnés par la suite spectrale de changement d’anneaux (Corollaire 21.24), d’autre part.
Concluons ce chapitre par le Théoreme d’unicité qui suit. Le Lecteur pourra adapter au cas
gradué la démonstration fournie dans le cas local!

Théoréme 22.24 : Si A est un anneau gradué projetant de Cohen-Macaulay, deur A-modules du-
alisants gradués sont isomorphes.



Chapter 23

Schémas affines

23.1 L’espace affine A,,.

Nous savons, c¢’est le Théoreme des zéros de Hilbert, que

T = (I'l, ,.’L‘n) — M:v = (Xl — X1, 7Xn — QZn)

est une application bijective de ’ensemble C™ dans I’ensemble des idéaux maximaux de
R = C[Xjy, ..., X,]. La Topologie de Zariski sur SpecR induit donc sur C™ une topologie, dite aussi
de Zariski.

Un polynéme P € R = C[Xy, ..., X,,] est une fonction partout définie sur C".

Une fonction rationnelle P/Q, P,Q € R = C[Xy, ..., X,,], est définie sur ouvert de C™ (pour la
topologie de Zariski).

Définition 23.1 : Le corps des fractions de R est le corps des fonctions rationnelles sur C™.

L’anneau local Rpq, est lanneau des fonctions définies au point x de C™ (on dira aussi l’anneau
local de x ).

Si U est un ouwvert pour la Topologie de Zariski, l'anneau A(U) = Nyeuy R, est Uanneau des
fonctions définies sur U.

Six e U C U, les homomorphismes naturels

A(U) = A(U') = R,
sont les homomorphismes de restriction.
Remarque : On a évidemment A(C") = R.

Définition 23.2 : C" muni de la Topologie de Zariski, de ses anneaux de fonctions et des homo-
morphismes de restriction est [’espace affine A,,.

L’anneau local du point x de A,, est noté Ox,, 4.

L’anneau des fonctions définies sur U est noté I'(U,Oa,).

Remarque : Les anneaux locaux des points de A,, sont réguliers de dimension n.

207
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23.2 Schémas affines.

Si Z est un idéal de R = C[X},..., X,,], notons X = V(Z) le fermé de C™ formé par les points x
vérifiant f(z) = 0 pour tout f € Z.

Si A = C[Xy,..., X,]/Z, les points de X sont en bijection naturelle avec le spectre maximal
Spec,,(A) de A ainsi qu’avec I'ensemble des homomorphismes de C-algebres A — C. La Topologie
de Zariski sur Spec(A) induit sur X une topologie, dite encore de Zariski.

Nous voulons définir les anneaux de fonctions sur 'espace topologique X = V(Z) = Spec,,(A) et
lui donner une structure de ”sous-schéma fermé de A,,”.

Définition 23.3 Si z € X, soit M, l'idéal maximal correspondant de A. L’anneau Ox , = Am, =
Oa,.2/ZOn, . est Uanneau local (des fonctions définies en x) du point x dans X.

Si Z est un idéal premier, i.e. si A est un anneau integre, les anneaux locaux des points de X
sont tous contenus dans le corps des fractions de A. Si U est un ouvert de X, on définit dans ce
cas I'(U,Ox) = NyevOx . comme anneau des fonctions sur X définies dans U. Enfin le corps des
fractions de A est le corps des fonctions rationnelles sur X.

Si A n’est pas un anneau integre, nous ne disposons plus d'un corps de fonctions rationnelles
ou plonger tous les anneaux de fonctions. Ceci nous oblige a donner la définition suivante dont la
lourdeur tient aux contorsions qui accompagnent habituellement la localisation dans les anneaux non
integres.

Définition 23.4 : Soit U un ouvert de X. L’anneau I'(U, Ox) des fonctions sur X définies dans U

est le sous-anneau de erU Ox , formé par les éléments

(ax/ba:)J:EU7 Az € A, ba: S A - Mﬂm

tels que
byay —bgay =0 Voo € U.

Sixz e U C U, les applications naturelles
F(U, Ox) — F(U’, Ox) — OX@

sont les homomorphismes de restriction.

Proposition 23.5 : L’application naturelle A SR ['(V,0x), définie par i(a) = (a/1)zex, est un
isomorphisme.

Démonstration :

L’application A — [] .y Ox. est injective (Théoreme 7.25), donc 7 aussi.

Sia = (a,/by)rex € I'(X,0x), on a bya = i(a,). Autrement dit, 'idéal conducteur de a dans
i(A) n’est contenu dans aucun idéal maximal de A. c’est donc 'anneau A et a € i(A).
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Définition 23.6 : X muni de la Topologie de Zariski, de ses anneauzx de fonctions et des homo-
morphismes de restriction est un schéma affine.

X est un sous-schéma fermé de A,,.

L’anneau des fonctions définies en tout point d’un schéma affine est l'anneau du schéma.

St cet anneau est réduit, nous dirons que le schéma affine est réduit.

Si cet anneau est intégre, le schéma est une variété affine.

ATTENTION : Si les espaces topologiques V' (Z?) et V(Z) sont homéomorphes, les schémas affines
V(Z?) et V(Z) sont distincts si Z # Z*.

Nous avons vu que Z est le noyau de I'application R — I'(V(Z), Oy(z)). Nous avons donc ’énoncé :

Proposition 23.7 : Deuz idéauz T et I' de C[Xy, ..., X,| définissent le méme sous-schéma fermé
de A,, si et seulement si T =T1'.

Définition 23.8 :

(i) Si T est un idéal de l'anneau A du schéma affine X, le schéma affine X' = V(Z) d’anneau
A" = A/T est un sous-schéma fermé de X. L’idéal T est l'idéal de X' dans X.

1l y a donc une correspondance bijective entre les sous-schémas fermés de X et les idéaux de
Uanneau de A =T'(X,Ox). Cette correspondance induit une bijection entre les sous-variétés fermées
de X et les idéaux premiers de A.

(ii) Si U est un ouvert de X, tout ouvert U' de U est un ouvert de V.. Nous définissons l’anneau
idéauxr mazimaux M, de A tels que f ¢ M,, est un sous-schéma ouvert de X.

Définition 23.9 : Soient X un schéma affine d’anneau A et'Y et Z deux sous-schémas fermés de
X d’idéaux Iy et Iy dans A.

(i) Y N Z est le sous-schéma fermé de X d’idéal Iy + 1.

(1)) Y U Z est le sous-schéma fermé de X d’idéal Iy NZy.

On a les propriétés évide idéaux maximaux M, de A tels que f ¢ M,, est un sous-schéma ouvert
de X.

Définition 23.10 : Soient X un schéma affine d’anneau A et'Y et Z deux sous-schémas fermés de
X d'idéauxr Iy et I, dans A.

(1) Y N Z est le sous-schéma fermé de X d’idéal Iy +Zy.

(i) Y U Z est le sous-schéma fermé de X d’idéal Ty NZy.

On a les propriétés évidentes suivantes :

Proposition 23.11
(i) Tout ouwvert de X est réunion finie d’ouverts de la forme D(f).

(i) D(f) N D(g) = D(fg).

Définition 23.12 : Soient U un ouvert de X et B =1'(U,Ox).
Supposons que B est une C-algebre de type fini, donc l'anneau de fonctions d’un schéma affine.
Six e U, soit N, l'idéal maximal de B noyau de l’application composée

B = F(U, OX) - OX,x - OX,CE/MJSOX,x'

Si x — N, est une bijection entre U et le schéma affine d’anneauv B, et si pour tout v € U
Uapplication naturelle By, — Oy, est un isomorphisme, on dit que U est un ouvert affine de X.
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Exercice : Soit X un schéma affine. Démontrer que si f € A =T'(X,Ox), alors D(f) est un ouvert
affine de X d’anneau Ay = A[Z]/(Zf —1).

La définition, donnée plus haut, de I'anneau des fonctions définies sur un ouvert d’un schéma
affine est peu maniable. Le Théoreme 16.24 donne une description plus maniable de cet anneau.

Théoréme 23.13 : Soient X un schéma affine et U un ouvert de X. Si f1,..., fn € A=T(X,0x)
sont des fonctions telles que U = UD(f;), il existe une identification naturelle

I'(U,Ox) = Ker(h: Ay, — @i7jAfifj)7

o
h(zy,....xn) = (2 — 25)i; avec z; —x; € Ay,

: . . .
(il y a un abus de langage, nous écrivons aussi x; ou x; pour l'image de x; ou x; dans Ay,y, ).

23.3 Dimension d’un schéma affine.

Définition 23.14 : La dimension dim(X) d’un schéma affine X est la borne supérieure de la di-
mension des anneaux locaur de ses points.

Théoreme 23.15 : Soient X une variété affine et K son corps des fonctions rationnelles. Alors
pour tout point x € X, on a
dim(Ox ) = dim(X) = d’trc(K).

C’est un cas particulier du Théoreme 15.24.

Théoreme 23.16 : Soit X un schéma affine.
(i) Il existe un fermé F C X tel que

dim(Ox ) = dim(X) <=z € F.
(i) 1l existe un ouwvert U C X tel que U C F' et U est dense dans F'.

C’est une conséquence immédiate du Théoreme 15.26.

23.4 Composantes irréductibles d’un schéma affine.

Définition 23.17 : Soient X un schéma affine d’anneau de fonctions A et (0) = (NsZs) N (NeTz)
une décomposition primaire minimale de (0) dans A, ot les idéaux I, sont primaires pour des idéaux
premiers minimauz Ps et les idéaux J; primaires pour des idéauz premiers immergés P;.

On dit que les sous-schémas fermés X, d’anneauz A/Zg sont les composantes irréductibles de X, et
éventuellement que X a une composante immergée en V(P;]) (rappelons que J; n'est pas uniquement
déterminé).

St X est sans composante immergée, on écrit X = Uz X;.
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Le sous-schéma fermé V(NyPs) de X est le réduit X,eq de X.

St X = X,eq, 1.6, si A est réduit, on dit que X est réduit.

St X n’a qu’une composante irréductible et n’a pas de composante immergée, on dit que X est
wrréductible.

Remarques :

(i) Une variété est un schéma réduit irréductible.

(ii) Un schéma irréductible est connexe.

Selon le Théoreme 15.24 (bien compris) les anneaux locaux des points d’un schéma X n’ayant
qu'une composante irréductible sont tous de dimension égale a la dimension de X.

Définition 23.18 : 5i toutes les composantes irréductibles d’un schéma affine ont la méme dimen-
sion, on dit que le schéma est équidimensionnel.

Dans la suite de ce texte, nous ne considérerons que des schémas équidimensionnels sans composantes
immergées. Soulignons pourtant que les schémas non équidimensionnels et (ou) a composantes
immergées ont joué récemment un role important dans la classification des variétés, par exemple
comme déformations (limites, cas spéciaux) de variétés.

Proposition 23.19 : Soit X un schéma affine sans composante immergée. S’il existe un ouvert
dense connezxe U de X dont tous les anneaux locaur sont intégres, alors X est une variété.

Démonstration :

Soit (0) = (NsZs) la décomposition primaire minimale de (0) dans 'anneau A de X. Si Z; est
Ps-primaire, on a Ps € U car U est dense dans Spec(A). Comme I"anneau local d'un point = de U est
integre, il existe un unique idéal premier minimal Py de A tel que x € V(Ps). Les femés V(Ps) N U
de U sont donc les composantes connexes de U. Mais U est connexe, donc X est irréductible.

L’anneau A de X n’a donc qu’un idéal premier associé P. Un élément a de P est nilpotent. Donc
pour tout z € U, I'image de a dans Ox, est nulle. Autrement dit, si J est 'annulateur de a, alors
V(T)NU =0. Sia#0,ie. siJ est unidéal, cet idéal est nécessairement contenu dans P ('unique
idéal premier associé a A), ce qui contredit V(J)NU = 0.

Théoreme 23.20 : St X et Y sont deux sous-schémas fermés équidimensionnels de A,, et Z une
composante wrréductible de X NY, on a

dim(Z) +n > dim(X) + dim(Y').

Démonstration :

C’est le Théoreme 15.29. En effet, soient Z (resp. J) l'idéal de X (resp. Y') dans I'anneau
C[X1,...,X,] de A,. Soit N lidéal premier minimal de Z + J correspondant & Z. Il existe
évidemment un idéal premier minimal P de Z et un idéal premier minimal P’ de J tels que
P+ P cN. Comme N est nécessairement un idéal premier minimal de P + P’, notre assertion est
bien le Théoreme 15.29.
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23.5 Lieu singulier d’un schéma affine.

Définition 23.21 : un point x d’un schéma affine X est non singulier si [’anneau local Ox , est
réqulier.
L’ensemble des points singuliers de X est le lieu singulier LS(X) de X .

Il est clair qu'un point non singulier est contenu dans une seule composante irréductible de X.
Le Corollaire 18.21 implique évidemment 1’énoncé suivant.

Théoreme 23.22 : Soit X un schéma affine équidimensionnel. Le lieu singulier de X est un fermé
de X.
S1 X est réduit, 'ouvert des points non singuliers de X est dense dans X.

23.6 Morphismes de schémas affines.

Considérons deux schémas affines X et Y d’anneaux A(X) et A(Y'). Montrons qu'un homomorphisme
de C-algebres f: A(Y) — A(X) définit une application continue 7y : X — Y.

Soient x est un point de X et M, l'idéal maximal de A(X) correspondant. Les applications
injectives

C— AY)/f ' (My) — AX) /M, =C

montrent que f~(M,) est un idéal maximal de A(Y"). Siy est le point de Y tel que M, = f~1(M,),
posons y = ms(z).

Sia€ A(Y), on a clairement 7T]71(D(a) N7p(X)) = D(f(a)), donc 7y est continue.

Remarquons enfin que 'homomorphisme f de ’anneau des fonctions définies sur Y dans 'anneau
des fonctions définies sur X induit un homomorphisme local de Oy (») dans Ox ;.

Définition 23.23 : L’application 7y : X — Y ainsi définie est un morphisme de schémas affines.
St f est un isomorphisme, ce morphisme est un isomorphisme.

Exemples :
(i) Soient Gy, ..., G, sont des éléments de C[X1, ..., X,,], i.e. des fonctions définies sur A,,.
L’homomorphisme f : C[Y3,...,Y,] — C[Xy,...,X,] tel que f(Y;) = G; induit le morphisme
A, — A, tel que

T (21,0, xn) = (Gi(21, ooy ), oy G, o0y T)).

Tout morphisme A, — A, est ainsi défini.
Si d°(G;) = 1, pour tout i, et si les G; sont linéairement indépendants, ce morphisme est la
projection, de centre V(Gy, ..., G,), de A,, sur 'espace affine A, d’anneau C[Gy, ..., G,].

(ii) Soient Y est un sous-schéma fermé de A, d’anneau de fonctions Clyi, ..., y,] et X est un
sous-schéma fermé de A,, d’anneau de fonctions Clzy, ..., x,].

Si h: Clyr, ..., yr] — Clzy, ..., x,] un homomorphisme de C-algebres, soient h(y;) = g;, alors g;
est une fonction définie sur X et on a, pour z € X,
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7Th(l‘) = (gl(x)7 agr(‘r)) €Y C Ar~

(iii) Considérons toujours X un sous-schéma affine de A,, d’anneau Czy, ..., Z,,).

Soient H; € C[Xj, ..., X,,], pouri = 1,...,m, des polynomes de degré 1 linéairement indépendants.

L’homomorphisme f : C[Hy,..., H,] — Clzy,...,z,]| défini par f(H;) = cl(H;) € Clxy,...,x,]
induit le morphisme

mr: X = Ay, mp(x, e xn) = (Hi(T1, o Tn), oo H (21, 00, T0))-

C’est la projection de X sur I'espace affine A, d’anneau C[Hq, ..., H,,].
Il est clair que cette projection est la composition du plongement X C A, et de la projection, de
centre V(Hy, ..., H,,), de A, sur l'espace affine A,, d’anneau C[Hq, ..., H,,].

23.7 Immersions.

Définition 23.24 : Soit m : X — Y un morphisme de schémas affines. Si m(X) est un ouvert affine
UdeY etsim: X — U est un isomorphisme, on dit que ™ est une immersion ouverte.

Exercice : Démontrer le résultat suivant.

Proposition 23.25 : Soit 7 : X — Y un morphisme de schémas affines. Si w(X) est un ouvert
U de 'Y homéomorphe a X, et si pour tout x € X I’homomorphisme local Oy ) — Ox, est un
1somorphisme, ™ est une immersion ouverte.

Exemple :

Soit A =l'anneau de Y. Soient g € A Considérons Y’ le schéma affine d’anneau A" = A[Z]/(gZ —
1).

L’homomorphisme de C-algebres f : A — A’ définit une immersion ouverte 7y : Y' — Y dont
I'image est 'ouvert affine D(g).

Proposition 23.26 : L’intersection de deux ouverts affines d’un schéma affine est un ouvert affine.

Démonstration :

Soient U et V deux ouverts affines de Y. Si A est 'anneau de Y, posons B = I'(U, Oy )®@4L'(V, Oy ).
C’est 'anneau d’un schéma affine X.

Soient fiy : A — I'(U,Op) et fy : A — T'(V,0y) les fleches de restriction. L’homomorphisme
g: A — Bougla) = fy(a) ®1 = 1® fy(a) définit un morphisme i : X — Y. On vérifie
immédiatement que c’est est une immersion ouverte d’image U NV, i.e. que X est homéomorphe a
UNV et que tous les homomorphismes d’anneaux locaux Oy;;) — Ox, sont des isomorphismes.

Définition 23.27 : Un morphisme de schémas affines 7y : X — Y est une immersion fermée si
I’homomorphisme f : A(Y) — A(X) est surjectif. Dans ce cas, X est isomorphe au sous-schéma

fermé de Y d’anneau A(Y)/Kerf.
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Exemple : Soit y € Y. Si M, est I'idéal maximal de A(Y") correspondant au point y, ’homomorphisme
A(Y) — A(Y)/M, définit 'immersion fermée du schéma point {y} dans Y.

Exercice : Démontrer 'assertion suivante.

Proposition 23.28 : Soit m: X — Y un morphisme de schémas affines. Si w(X) est un fermé F
de Y homéomorphe a X, et si pour tout v € X [’homomorphisme local Oy ry — Ox . est surjectif,
le morphisme © est une immersion fermée.

23.8 Description locale d’un morphisme.

Théoréme 23.29 : Soient X etY deux schémas affines. Supposons donnés un recouvrement affine
(Us); de Y et un recouvrement affine (Vi;);; de X et des morphismes de schémas affines m;; - Vij — U,
tels que pour tout i, j, k,l on a 7 |vi;nvi,= T [vi;nvi, -

Alors il existe un morphisme de schémas affines m: X —'Y tel que 7 |v;,= my; pour tout (i, j).

Démonstration :

Comme tout ouvert et réunion d’ouverts affines de la forme D(h), on peut bien stur supposer que
les ouverts U; (resp. V;;) sont de la forme D(f;) (resp. D(g;;)). Considérons alors les homomor-
phismes d’anneaux hg; : A(Y);, — A(X),,, correspondant aux morphismes m;;. Les hypotheses de
compatibilité de I’énoncé se traduisent par la commutativité du diagramme suivant

©AY )y,  — @ijA(X)gij
F| Gl
@i,sA(Y)fifs — EBi,s,j,tA<X)gijgst

ou F((y:)i) = (i — 5)i5) et G((wi5)i5) = (@35 — Tst)ijse)-

Il existe donc un homomorphisme h entre les noyaux des fleches verticales de ce diagramme
permettant de le compléter en un grand diagramme commutatif. Mais d’apres le Théoreme 23.13,
les noyaux de ces fleches sont A(Y) et A(X). En effet, comme (D(f;)) (resp. (D(gi;))) est un
recouvrement de Y (resp. X), I'idéal engendré par les f; (resp. g;;) est I'idéal unité dans A(Y)
(resp.A(X)). L’homomorphisme h : A(Y) — A(X) construit a les propriétés annoncées.

Définition 23.30 : Si U (resp. V) est un sous-schéma ouvert d’un schéma affine, un morphisme
m:V — U est la donnée d’un recouvrement (U;); de U et d’un recouvrement (V;;);; de V par des
ouverts affines et de morphismes de schémas affines m;; : Vi; — U; tels que pour tout i,j,k,1 on a
7Tij

Vi]‘ﬂVkl: Tkl Vvijﬂvkl :

23.9 Produit de schémas affines.

Définition 23.31 : Si X et Y sont deur schémas affines d’anneaur A(X) et A(Y), on appelle
produit de X etY et on note X xcY le schéma affine d’anneau A(X)®c A(Y') muni des morphismes
de projection X XgY — X et X XcY — Y définis par les homomorphismes de C-algebres

AX) - AX)®@c A(Y), aveca —a®1 et AY)— A(X)®c A(Y), aveca — 1 ® a.
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Vérifier que I'ensemble sous-jacent a X xXc Y est bien X x Y
Exemple : A, 1, est isomorphe a A, xc A,
On vérifie immédiatement ’énoncé suivant.

Proposition 23.32 : Siz € X ety €Y, on a dim(Oxxgy,(ay) = dim(Oxz) + dim(Oy,y).
On a dim(X xcY)=dimX + dimY.

Proposition 23.33 : Siz € X ety € Y sont des points non singuliers, alors (x,y) est un point
non singulier de X xc Y.

Définition 23.34 : Si X, Y et Z sont des schémas affines d’anneaur A(X), A(Y) et A(Z) et si
X — Z et Y — Z sont deux morphismes de schémas affines, on appelle produit de X et Y sur Z
et on note X x5 Y le schéma affine d’anneau A(X) ®a(z) A(Y') muni des morphismes de projection
XxXzY =X et X xXzY =Y définis par les homomorphismes de C-algébres

AX) = AX)@az AY), a wa®1 et AY) = AX) ®az) AY), a — 1®a.

Exemple :
(i) Soient U et V' deux ouverts affines de Y. Nous avons montré plus haut que

UNV =U xy V.
(i) Plus généralement, on démontre facilement 1’énoncé suivant.

Proposition 23.35 : Soit 7 : X — Y un morphisme de schémas affines.

(i) Si Z est un sous-schéma fermé de Y, le morphisme de projection X Xy Z — X est un
immersion fermée.

(ii) Si U est un ouvert affine de Y, le morphisme de projection X xy U — X est un immersion
ouverte.

Définition 23.36 : Soit m: X — Y un morphisme de schémas affines.

Si V' est un sous-schéma affine fermé (resp. ouvert) de Y, alors le sous-schéma affine fermé
(resp. ouvert) X xy Z de X est l'image inverse 71 (Z) de Z dans X.

Si y est un point de Y, l'image inverse X Xy {y} du schéma réduit concentré au point y est la
fibre 771 (y) du point y € Y par .

Soulignons & nouveau que si M, est I'idéal du point y de Y, alors M, A(X) est I'idéal de la fibre
de Y dans ’anneau de X.

Exemples :
Considérons les morphismes 7; : A; — A, définis par les homomorphismes d’anneaux
fi 1 C[X1, Xs] — C[T avee f1(X;) = T fo(Xh) = T(T'—1), fo(Xo) = T(T—1)(T—2); f3(X;) = T
Alors 7 est une immersion fermée.
La fibre de (0,0) par 7y est le sous-schéma fermé réduit de A; d’anneau C[T']/T(T — 1). Chacun
des deux points de cette fibre a "multiplicité” 1.
La fibre de (0,0) par 73 est le sous-schéma fermé de A; d’anneau C[T]/T?. L’unique point de
cette fibre, l'origine, a "multiplicité” 2.
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23.10 Dimensions des fibres d’un morphisme.

Proposition 23.37 : Soit 7 : X — Y un morphisme de schémas affines. Six € X ety =n(x), on
a
d’im(Oxy) -+ dim(Oﬂ_l(y)@) Z dzm(OX@)

De plus si I’homomorphisme A(Y) — A(X) est injectif, il existe un ouvert non vide U de X tel
que pour tout x dans U il y a égalité.

L’inégalité est le Théoreme 15.18.

Pour démontrer l'existence de U, considérons 'application injective de C-algebre de type fini
AY) — A(X). D’apres le Lemme de normalisation, il existe yi,...,y, € A(Y) algébriquement
indépendants et tels que A(Y") est fini sur 'anneau R = Clyy, ..., y,]. Posons S = R — 0. Alors,
toujours d’apres le Lemme de normalisation, il existe 21, ..., 2, € A(X) algébriquement indépendants
sur le corps SR tel que ST'A(X) est entier sur ST'R|zy, ..., 2,,]. Comme A(X) est une C-algebre
de type fini, il existe s € S tel que A(X)s est fini sur Ry[z1, ..., 2.

Soit alors P un idéal premier minimal de A(X) tel que s ¢ P et

PA(X)s N Ry[z1, .y 2m) = (0).
Pour tout idéal maximal M de A(X) tel que s ¢ M et contenant P on a
dimA(X)pm = dimA(X)m/P =n+m.
Si Q;, avec ¢ = 1,...,7, sont les idéaux premiers minimaux de A(X); tels que Q; N R|z1, ..., 2] #

(0), il existe t € ()y<;<, Qi, avec t ¢ P (Lemme d’évitement). L’ouvert U = D(t) a les propriétés
annoncées dans 1’énoncé.

Théoréme 23.38 (Théoréme de semi-continuité) :
Soit m: X — Y un morphisme de schémas affines. La fonction dim(Ox-1(x(z))2), définie dans

X et a valeurs dans Z, est semi-continue supérieurement.

C’est le Théoreme 15.28. En effet, soit M, l'idéal maximal de 'anneau A(X) correspondant au
point z. On a

Or-1(n(@)e = (AX)/ M NAY )M, et C=AX)/ M, =AY)/( M, NAY)).

23.11 Morphismes finis

Définition 23.39 : Un morphisme m : X — Y de schémas affines est fini si I’homomorphisme
A(Y) — A(X) le définissant est fini .

Remarque : A(X) est une A(Y)-algebre de type fini, donc A(X) est finie sur A(Y) si et seulement
si elle est entier sur A(Y).

Le Théoreme de relevement implique le résultat suivant.
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Théoréme 23.40 : Sinw: X — Y est un morphisme fini de schémas affines, m(X) est un fermé de
Y.

Démonstration :
Soit Z le noyau de I'homomorphisme f : A(Y) — A(X). Alors pour tout idéal maximal M de
A(Y) contenant Z, il existe un idéal maximal " de A(X) tel que f~(N) = M. Donc n(X) = V(Z).

Le Lemme de normalisation peut s’énoncer de la maniere suivante.

Théoreme 23.41 : Si X est un sous-schéma affine fermé, de dimension d, de A,,, il eriste une
projection A, — Ay telle que le morphisme (de projection) composé X — A, est surjectif fini.

Un cas particulier du "main theorem” de Zariski peut aussi se lire

Théoreme 23.42 : Soit m : X — Y un morphisme de schémas affines. Si x € X est un point tel
que dim(Ox—1(z(2))2) = 0, il eviste un voisinage ouvert affine U de x dans X et une factorisation,
du morphime composé U — Y,

U—i>Z—>Y

telle que i est une tmmersion ouverte et Z — Y un morphisme fini.

Démonstration :

En effet, A(X) est une A(Y)-algebre de type fini. Si M, est I'idéal maximal de A(X) correspon-
dant au point z, cet idéal est isolé au dessus de M, N A(Y).

Donc il existe une sous-A(Y)-algebre finie B de A(X), et un élément t € B — (M, N B) tels que
B, = A(X);.

Si Z est le schéma d’anneau B et U l'ouvert affine de X (et de Z) d’anneau A(X); = By, on a
décrit la factorisation annoncée.
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Chapter 24

Schémas projectifs

24.1 L’espace projectif P,,.

Nous savons, ¢’est une conséquence directe du Théoreme des zéros de Hilbert, que ’application
b )
xr = (.CE(), ,.Z'n) — MJ; = (.Z'lXJ — iji)i,j

est une correspondance bijective entre les points de 1’espace projectif de dimension n et les idéaux
premiers gradués maximaux relevants de 'anneau gradué R = C[Xy, ..., X,,].

Il est clair que M, est I'idéal des polynomes homogenes qui s’annullent en z. Il est tout aussi
clair que R/ M, est isomorphe a un anneau de polynémes en une variable sur C.

La topologie de Zariski sur Spec(R) induit sur 'espace projectif une topologie, dite encore de
Zariski.

Si 7 est un idéal gradué de R, nous noterons (pour un instant) V(Z) ’ensemble des points x de
I'espace tels que F'(z) = 0 pour tout élément homogene F' € Z (si F n’est pas homogene F'(z) = 0 n’a
pas de sens). Les ensembles V(Z) sont clairement les fermés de la Topologie de Zariski sur I'espace
projectif.

Remarquons enfin que si F = (X, ..., X;,)1, les points de 1'espace projectif sont aussi en bijection
naturelle avec I’ensemble des classes de formes linéaires non nulles sur le C-espace vectoriel E, pour
la relation d’équivalence projective (f ~ g s’il existe a € C — {0} tel que g = af).

Si F//G est une fraction homogene de degré 0, elle induit évidemment une fonction définie sur
I'ouvert complémentaire du fermé V ((G)) de 'espace projectif et a valeurs dans C.

Définition 24.1 : Le corps C(X;/X;);; des fractions homogénes de degré 0 en (Xo, ..., X,,) est le
corps des fonctions rationnelles sur ’espace projectif.

L’anneau local RE&)T des fractions homogenes de degré 0 définies au point x est l’anneau local des
fonctions en x. ‘

St U est un ouvert de l’espace projectif pour la Topologie de Zariski, ’anneau des fonctions définies
sur U est A(U) = ﬂerRga)z.

Sixz e U C U, les homomorphismes naturels

A(U) = AU") = (Bm,)"-

sont les homomorphismes de restriction.

219
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Il est clair que 'anneau local RS&L des fonctions définies au point z est le sous-anneau de I’anneau

local Ry, formé par les fractions homogenes de degré 0. Son idéal maximal MY est I'ensemble des
fractions homogenes de degré 0 définies en x et qui s’annullent en .

Définition 24.2 : P, est [’espace projectif de dimension n muni de la Topologie de Zariski, de ses
anneaur de fonctions et des homomorphismes de restriction.

L’anneau local du point x (des fonctions définies...) est noté Op,, ., Uanneau des fonctions définies
sur U est noté T'(U,Op,).

Remarque : Les anneaux locaux des points de P,, sont réguliers de dimension n.

Définition 24.3 : Si U est un ouvert de P,, et si x € U, on pose Oy, = Op, , et si U' C U, on
pose I'(U',Op) =T(U',0p,). U muni de la Topologie induite et de ses anneaux de fonctions est un
sous-schéma ouvert de P,,.

Supposons que B = T'(U,Op,) est une C-algébre de type fini, donc l'anneau de fonctions d’un
schéma affine.

Six e U, soit N, l'idéal maximal de B noyau de l’application composée

B = F(U, Opn) — OU@ — OU,Q;/MECOMI.

Si x — N, est une bijection entre U et le schéma affine d’anneau B, et si pour tout x € U
Uapplication naturelle By, — Oy, est un isomorphisme, on dit que U est un ouvert affine de P,,.

Exemples :

(i) Si D(X;) = P, — V(X,), on a [(D(X;),0p,) = C[Xo/Xi, ..., Xn/X;] = RY). On vérifie sans
difficulté que D(X;) est un ouvert affine de P,,.

Comme P,, = Up<;<, D(X;), on a un recouvrement de P,, par des ouverts affines.

SiZ = @Z, est un idéal gradué de R, soit

1 = {F/X!, FeT, n>0}

C’est un idéal de C[X/ X, ..., X,,/X;] et le localement fermé V(Z) N D(X;) de I'espace topologique
P,, est homéomorphe au fermé V(I)(g)) de Iespace topologique D(X;).
(ii) Plus généralement, si F' est un élément homogene de R, soit D(F) =P,, — V(F).
OnaT(D(F),0p,) = RY et on vérifie facilement que I'ouvert D(F) est un ouvert affine d’anneau
RY.
Si 7 est un idéal gradué de R et si

IV = {(G/F", G € Typp, n>0},
on a a nouveau un homéomorphisme V(Z) N D(F) ~ V(Ig))) C D(F).
Soulignons les propriétés évidentes suivantes :

Proposition 24.4 :
(i) Tout ouvert de P,, est réunion finie d’ouverts affines de la forme D(F).
(1) D(F)N D(G) = D(FQ).
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24.2 Schémas projectifs.

Si Z est un idéal gradué de R = C|[Xy, ..., X,,|, notons d’abord X = V(Z) le fermé de P,, formé par
les points = vérifiant F'(z) = 0 pour tout F € 7.

Soit A = (R/Z). L’ensemble X est en bijection avec I’ensemble des idéaux premiers relevants
maximaux de A. On note encore M, I'idéal premier maximal relevant de A associé a z. La topologie
de Zariski sur Spec(A) induit sur X une topologie, dite encore de Zariski.

Nous voulons définir les anneaux de fonctions sur l'espace topologique X = V/(Z) et lui donner
ainsi une structure de sous-schéma fermé de P,,.

Définition 24.5 : Sixz € X, l"anneau local des fonctions définies au point x de X est 'anneau As\o/()z
des fractions homogeénes de degré 0 de Apy,. Il est noté Ox ;.

Si 7\ est I'idéal de Op, » formé des fractions homogenes de degré 0, définies en = et dont le
numérateur est dans Z, il est clair que

OX,x = OPn,x/Ig(go)

Si Z est un idéal premier, i.e. si A est integre, les anneaux locaux des points de X sont tous
contenus dans le corps des fractions de degré 0 de A. C’est le corps des fonctions sur X.

Si U est un ouvert de X, on définit dans ce cas I'(U, Ox ) = NyeyOx . comme anneau des fonctions
sur X définies dans U.
Si Z n’est pas premier, on doit, comme dans le cas affine, faire un effort pénible.

Définition 24.6 : Soit U est un ouvert de X. L’anneau I'(U, Ox) des fonctions sur X définies dans
U est le sous-anneau de [],.; Ox .o formé par les éléments

(ax/bx>x€U7 az/bx € A(O)za

tels que
byay, = byay, Vr,z' €U.

Six e U C U, les applications naturelles

I(U,0x) — T(U',Ox) — Ox,

sont les homomorphismes de restriction.

Définition 24.7 : X muni de la topologie de Zariski, de ses anneauz de fonctions et des homomor-
phismes de restriction est un schéma projectif.

On pose X = Proj(A). C’est le sous-schéma fermé V (Z) de P,,.

Si A est integre, c’est une variété projective et les fractions homogene de degré O du corps des
fractions de A forment le corps de fonctions rationnelles sur X.
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Définition 24.8 : Si U est un ouvert de X et six € U, on pose Oy, = Ox, et si U’ C U, on pose
LU, Oy) =T (U, Ox).

U muni de la Topologie induite et de ses anneaux de fonctions est un sous-schéma ouvert de X .

Un sous-shéma ouvert d’un schéma projectif (d’une variété projective), muni de ses anneauz de
fonctions et des homomorphismes de restriction est un schéma quasi-projectif (une variété quasi-
projective).

Dans la suite de ce texte, on dira simplement schéma pour schéma quasi-projectif et variété pour
variété quasi-projective.

Définition 24.9 : Soient U un ouvert de X et B =T'(U,Ox).
Supposons que B est une C-algebre de type fini.
Six e U, soit Ny l'idéal mazimal de B noyau de l'application composée

B = F(Ua OX) - OU,QU - OU,I/MgOU,x-

Si x — N, est une bijection entre U et le schéma affine d’anneauv B, et si pour tout v € U
Uapplication naturelle By, — Oy, est un isomorphisme, on dit que U est un ouvert affine de X.

On vérifie alors immédiatement les assertions suivantes.

Proposition 24.10 : Soit X = Proj(A) = V(Z) un sous-schéma fermé de P,,.

Lowvert X N D(X;) de X est un ouvert affine d’anneau C[Xy/X;, ...,Xn/Xi]/Z(Oi) = Ag?i), donc
un sous-schéma fermé de l'ouvert affine D(X;) de P,,.

Plus généralement, si F' est un élément homogene de R, le sous-schéma ouvert X N D(F) de X
est un ouvert affine de X. C’est le sous-schéma fermé de D(F') d’anneau ROF/ISJ) = Aﬁé’).

Tout ouvert de X est réunion d’ouverts affines de la forme X N D(F).

(XND(F)N(XND(G)) =X ND(FG).

Les ouverts X N D(X;) forment un recouvrement de X par des ouverts affines.

Définition 24.11 : Soit Z un sous-schéma fermé de P,,.

On dit qu’un polynéme homogéne F € C[Xy, ..., X, s’annulle sur Z si F/X*'F s'annulle sur le
sous-schéma fermé Z N D(X;) de lespace affine D(X;) pouri=0,...,n.

SiI(Z) estlidéal gradué des polynomes qui s’annullent sur Z, on dit que A = C[Xy, ..., X,,]/Z(Z)
est le cone projetant de Z.

ATTENTION : Si un polynéme homogene s’annulle en tous points de Z, il ne s’annulle pas nécessairement

sur Z.

Théoreme 24.12 : Soit Z un sous-schéma fermé de P,,.

L’idéal gradué Z(Z) n’a pas de composante irrelevante.

Si J est un idéal gradué de C[Xy, ..., X,], les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Z=V(J)

(ii) I(Z), = T, pour r assez grand.

(#1) 1l existe un idéal irrelevant J' tel que J =Z(Z)NJ'.

L’applicationT — V(Z) est donc une bijection entre l’ensemble des idéaux gradués de C[ Xy, ..., X,],
sans composante irrelevante dans leur décomposition primaire, et les sous-schémas fermés non vide
de P,,. L’application réciproque associe a Z C P, lidéal gradué de son cone projetant dans P,,.
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Démonstration :

Soit F' un polynoéme homogene. Il est clair que si (Xo, ..., X,,)"F C Z(Z) pour r >> 0, alors
F € I(Z). Ceci signifie précisément que Z(Z) n’a pas de composant irrelevante (i.e. (X, ..., X,)-
primaire).

On a
V(IZ(Z2)=V(T)=V(IZZ)NDXy) =V(T)ND(Xy) pour k=0,..n.
Autrement dit, Iﬁ?}g = jJ((? pour k =0,...,n. Ceci signifie

(Xoy oo, Xn)'Z(Z) = (X0, ..., Xp)" T pour r>>0,

soit Z(Z),=J, pour 1 >>0.

On a montré (i) < (7).
L’équivalence (i7) < (iii) est un exercice élémentaire sur la décomposition primaire.

Exemple :
Dans Py, on a V(Xy) = V(XZ, XoX1). En effet, (X3, XoX1) = (Xo) N (XE, X;) et (X2, X)) est
un idéal irrelevant de C[Xj, X;].

Remarque : Dans la suite de ce texte nous parlerons souvent de I’anneau gradué d’un sous-schéma
fermé Z de P, malgré 'ambiguité de cette expression. Seul est uniquement défini le cone projetant
de Z dans P,,.

24.3 Dimension des schémas.

Définition 24.13 : La dimension d’un schéma est la borne supérieure de la dimension de ses an-
neaux locauzx.

Théoréme 24.14 : Soit X est un schéma.
Il existe un fermé F de X tel que dom(Ox ) = dim(X) < x € F.
1l existe un ouvert U de X tel que U C F et U est dense dans F.

Comme X est réunion finie d’ouverts affines, c¢’est une conséquence immédiate du Théoreme
correspondant pour les schémas affines (Théorémen 23.16).
On en déduit évidemment 1’énoncé suivant.

Théoreme 24.15 : SiV est une variété de corps des fonctions rationnelles K, on a pour tout point
rxeV

dim(Oy.,) = dim(V) = dtrc(K).
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24.4 Composantes irréductibles d’un schéma.

Définition 24.16 : Soient X un sous-schéma fermé de P, et Z(X) C C[Xy, ..., X,,] l'idéal de son
cone projetant.

Soit Z(X) = (NsJs) N (M T]) une décomposition primaire de cet idéal, ou les idéauxr Js sont
primaires pour des idéaux premiers minimauz Py de T(X) et les idéauz J] primaires pour des idéaux
premiers immergés Qy.

On dit que les sous-schémas fermés Xy = V(Js) sont les composantes irréductibles de X et
éventuellement, que X a une composante immergée en V(Qy) (rappelons que J| n'est pas uniquement
déterminé). Si X est sans composante immergée, on écrit X = Uz Xj.

Le sous-schéma fermé V (NsPs) est le réduit X,.q de X.

St X = X,eq, on dit que X est réduit.

Si Z(X) n’a qu'une composante irréductible et n’a pas de composante immergée, on dit que X est
wrréductible.

Une variété projective est un sous-schéma fermé réduit et irréductible d’un espace projectif.

On vérifie facilement ’énoncé suivant :

Proposition 24.17 : Si U est un ouvert affine de X et'Y une composante irréductible de X telle
que UNY # 0, alors UNY est une composante irréductible de U. De plus toutes les composantes
wrréductibles de U sont ainsi obtenues.

Définition 24.18 : Si toutes les composantes irréductibles de X ont la méme dimension, on dit que
X est équidimensionnel.

Définition 24.19 : Soit U un sous-schéma ouvert d’un schéma projectif X .

St X; avec v =1, ...0, sont les composantes irréductibles de X, alors les composantes irréductibles
de U sont les schémas non vides U N X;.

Si X a une composante immergée le long d’une sous-variété V, et si UNV # 0, on dit que U a
une composante immergée le long de U NV

Remarques :

(i) I est clair que si un schéma n’a qu'une composante irréductible, les anneaux locaux de ses
points sont tous de dimension égale a la dimension de X.

(i) La dimension d'un schéma est la borne supérieure des dimensions de ses composantes irréductibles.

Proposition 24.20 : Soit X un schéma sans composante immergée. S’il existe un ouvert dense
connexe U de X dont tous les anneauz locaux sont integres, alors X est une variété.

Démonstration :

On peut évidemment supposer que X est projectif.

Comme U est dense, toute composante irréductible rencontre U. Comme I’anneau local d’un point
de U est integre, ce point est dans une seule composante irréductible. Les composantes irréductibles
de U sont donc aussi ses composantes connexes. Mais U est connexe, donc X est irréductible.

Il en résulte que 'anneau gradué relevant A = C|x, ..., x,] d’un plongement de X dans P, n’a
qu'un idéal premier minimal P. Un élément homogene a de P est nilpotent. Comme pour tout i
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Panneau I'(D(z;), Ox) est intégre (Proposition 23.19), la fonction a/z%"® est nulle. Donc pour tout
i il existe n; tel que x;"a = 0. Comme (0) n’a pas de composante irrelevante dans A, ceci implique
a =0, donc P =0 et X est une variété.

Enoncons enfin dans le cas projectif le premier Théoreme d’intersection. Il se déduit clairement
de I’énoncé affine.

Théoreme 24.21 : Si X etY sont deux sous-schémas fermés équidimensionnels de P,, et si Z est
une composante irréductible de X N'Y, on a

dim(Z) +n > dim(X) + dim(Y").
24.5 Lieu singuler d’un schéma.

Définition 24.22 : un point v d’'un schéma X est non singulier si l’anneau local Ox , est régulier.
L’ensemble des points singuliers de X est le lieu singulier LS(X) de X.

Il est clair qu'un point non singulier est contenu dans une seule composante irréductible de X.
Exercice : Démontrer le résultat qui suit.

Proposition 24.23 : Soient X = Proj(A) un schéma projectif, x un point de X et M, l’idéal
maximal relevant correspondant de A. Alors x est un point non singulier de X si et seulement si
lanneau local Apq, est régulier.

L’énoncé suivant se déduit immédiatement du cas affine.

Théoreme 24.24 : Soit X un schéma équidimensionnel. Le lieu singulier de X est un fermé de X.
S1 X est réduit, 'ouvert des points non singuliers de X est dense dans X .

Remarque : L’énoncé précédent reste vrai sans l'’hypothese d’équidimensionalité. La preuve n’est
pas plus difficile, mais certainement plus ennuyeuse a rédiger, comme a lire.

24.6 Exemples de schémas projectifs.

Points. Si z € P, le sous-schéma V(M) est la variété concentrée au point z. Elle est évidemment
non singuliere de dimension 0.

Hyperplans. Si H est un polynome homogene de degré 1, le sous-schéma V(H) est un hyperplan
de P,,. C’est une variété non singuliere de dimension n — 1.
Sin =1 cet hyperplan est un point, une droite si n = 2 et un plan si n = 3.

Hypersurfaces. Si F' est un polynéme homogene de degré r de C[Xy, ..., X,,], le sous-schéma V (F')
est une hypersurface, de degré r, P,,.
Un hyperplan est une hypersurface de degré 1.
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Siz € V(F) = X, 'anneau local Ox , est un quotient de 'anneau régulier, de dimension n, Op,, ,,
par un élément. Une hypersurface de P, est donc équidimensionnelle, sans composante immergée,
de dimension n — 1.

Exercices :

1) Montrer qu'un sous-schéma équidimensionnel, sans composante immergée et de dimension
n — 1, de P, est une hypersurface de P,,.

2) Montrer que si le lieu singulier d’une hypersurface de P, est de dimension < n — 3, cette
hypersurface est une variété. Utiliser le Théoreme 18.14 et la Proposition 24.23.

Définition 24.25 : Si X =V(Z) C P, et Y =V(J) C P, , on pose
XNY=V(Z+J) eeXUuY=V(INJ).

Remarques : 1l est clair que tout sous-schéma fermé de P,, est intersection d’hypersurfaces.

Exercice : Montrer que si X C P, est I'intersection de r hypersurfaces, alors toutes les composantes
irréductibles de X sont de dimension > n — r.

Définition 24.26 : Si un sous-schéma fermé X, de dimension d, de P,, est l’intersection de n — d
hypersurfaces, on dit que X est une intersection complete d’hypersurfaces de P,,.

Exercice : Montrer que si le lieu singulier d’une intersection complete de dimension d de P,, est de
dimension < d — 2, c’est une variété. Utiliser le Théoreme 18.14 et la Proposition 24.23.

La réunion de deux hypersurfaces est une hypersurface.
Sous-espaces linéaires. Une intersection d’hyperplans est un espace linéaire.

On vérifie immédiatement qu’'un sous-espace linéaire de P,, est un intersection complete d’hyperplans.

Exercices :

1) Montrer que la surface (quadrique) d’équation Xy X3 — X; Xy = 0 de P3 contient une infinité
de droite. En fait elle contient deux ”familles” distinctes de droites, nous reviendrons plus loin sur
cette étude.

Montrer plus précisément qu’étant donnée une droite de cette surface, par exemple L = V (X, X3),
il existe une infinité de droites disjointes de cette droite et une infinité de droite la rencontrant.

2) Trouver 27 droites distinctes sur la surface (cubique) d’équation X3 + X3 + X3 + X3 = 0 de
Ps.

Quel est le nombre de ponts d’incidence (intersection de 2 droites) 7

Combien de droites rencontre une droite donnée de cette configuration ?

Xo X3
3) Soit Z C C[Xy, ..., X5] I'idéal gradué engendré par les 2-mineurs de la matrice | X; X4
Xy X5

(i) Montrer que X = V(Z) est un variété non singuliere de dimension 3.
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(ii) Montrer que X contient une infinité de plans deux a deux disjoints.

(iii) Décrire les composantes irréductibles et le lieu singulier du schéma X NV (X5).

(iv) Montrer que X NV (X4, X5) est la réunion d’un plan et d’une droite qui ne se coupent pas.
(v) Décrire les hyperplans dont I'intersection avec X est une variété.

24.7 Anneaux de fonctions des schémas projectifs.

Comme dans le cas affine, la définition des anneaux de fonctions est peu maniable. L’énoncé qui suit
en donne une autre description.

Proposition 24.27 : Soient X = V(Z) un sous-schéma fermé de P,, et D(F;), pour i = 1,...,n,
des ouverts affines de P,,.
Si U =U(D(F;)NX), on a un isomorphisme naturel

[(U,0x) ~ K = Ker[®(R/T)Y) = &(R/T)})]

ot 1((a;);) = (a; — aj)ij.

Démonstration :
Les homomorphismes de restriction

T(U,0x) — T(D(F;) N X,0x) = (R/T)Y

définissent 'application naturelle I'(U,Ox) — K.
Siz € D(f;) N X, on a un homomorphisme de restriction (R/])%Oi) — Ox -
Si de plus, x € D(F;) N D(F;) N X, les applications

(R/D)Y) — Oxa et (R/D)Y — Ox,

se factorisent a travers (R/[ )Eg)Fj. On en déduit que si (ay), € K, alors a; et a; ont la méme image
dans Ox_,. On définit ainsi une application K — I'(U, Ox) qui est l'inverse de la précédente.

Théoréme 24.28 : Si V' est une variété projective, C = T'(V, Oy ).
Lemme 24.29 : Si X est un schéma projectif, I'(X,Ox) est une C-algebre entiére.

Démonstration du Lemme :

Si s est une fonction partout définie sur X = V(I), pour tout point z de X il existe un élément
homogene G € R tel que G(x) # 0 et que Gs € (R/I)pg. Donc le conducteur J de s dans R/I
n’est pas contenu dans un idéal premier relevant de R/I. Il est alors irrelevant et J, = (R/I), pour
r >> 0. Ceci implique s(R/I), C (R/I), pour r >> 0 ce qui démontre que s est entier sur C (car
(R/I), est un C-espace vectoriel de rang fini).

Démonstration du Théoreme 24.28 :
Si V est une variété, I'(V, Oy ) est contenu dans le corps des fonctions rationnelles de V. Clest
donc une extension algébrique de C et le Théoreme est démontré.
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Théoreme 24.30 : Si X est un schéma projectif, I'(X, Ox) est une C-algébre finie.

Ce Théoreme est un cas particulier du résultat plus général qui suit, dont I'importance apparaitra
dans 1’étude des faisceaux cohérents sur un schéma projectif. Cet énoncé précise et améliore le
Théoreme 16.24, pour les modules gradués de type fini sur un anneau de polynoémes sur C.

Théoréme 24.31 : Soit M un module gradué de type fini sur R = C[Xy, X1, ..., X,,]. Posons

H(M); = Ker[®:M{ - @z‘jM;%)Xj]

ot (%)) = (zi — 25)i;. Alors

(i) Pour tout to, le R-module gradué H(M )i, = @i, H(M), est de type fini.

(i’) Si ce R-module n’est pas nul, il est de profondeur > 1.

(i) Si M ne contient pas de sous-module de dimension 1, on a H(M); = 0 pour t << 0.

(ii’) Si M ne contient pas de sous-module de dimension 1 et si le R-module gradué H(M) =
@ H(M), n'est pas nul, il est de profondeur > 2.

(#i) L application hy : My — @ZM)(? définie par hy(z) = (2); a son image dans H(M);. Le module
@ Ker(he) est le plus grans sous-module gradué de longueur finie de M. On a Coker(ht) = 0 pour
t>>0.

Démonstration du Théoreme 24.31 :

Remarquons d’abord que les foncteurs H(.); et H(.);>¢, sont exacts a gauche. En effet, une suite
exacte 0 - K — M — C — 0 de R-modules gradués, a homomorphismes de degré 0, induit le
diagramme commutatif

0 — @iKgﬁ — @ng(i — @iCEQ — 0
| ! |

t t t
0 — @1]lexj — @'LJMXZXJ — EB@]CXZXJ — 0

ou les lignes sont exactes. En utilisant le diagramme du serpent, on en déduit ’'exactitude a gauche
de H(.);, donc aussi de H(.)¢>¢,-
Rappel : Tout R-module gradué de type fini M admet une filtration finie

OIM()CMlC...CMlIM,

par des modules gradués, telle que, pour ¢ = 1, ..., [, il existe un idéal gradué premier P;, un entier r;
et un isomorphisme M;/M;_ 1 ~ R/P;[r;].

Montons que H(R/P)i>o est une R/P-algebre finie.

Soit s € H(R/P): avec s # 0 et t > 0. Il existe n; tel que sX" € (R/P)t4n,. Donc, si n >> 0 on
a s(R/P)n C (R/P)nse. 1l existe donc ng tel que s(Bp>no(R/P)n) C (Brsng(R/P)n). On en déduit
que s est entier sur R/P. Mais s est contenu dans le corps des fractions de R/P, donc dans la cloture
intégrale de R/P. Finalement, H(R/P);>o est un sous-R/P-module de la cloture intégrale de R/P.
Comme celle-ci est finie sur R/P (Corollaire 12.2), on a bien prouvé que H(R/P);>¢ est fini sur R/P.

Compte tenu du rappel précédent, on a démontré que H (M );>4, est un R-module gradué de type
fini pour ¢ty >> 0, ce qui implique que H (M), est un C-espace vectoriel fini pout tout ¢ >> 0.

Pour prouver (i), il suffit de vérifier que H(M); est un C-espace vectoriel fini pout tout t.
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Il est clair que si N est un R-module de longueur finie on a H(N); = 0 pour tout ¢, soit
H(M); = H(M/N);. On peut donc remplacer M par M/N, autrement dit supposer que M ne
contient pas de sous-module de longueur finie, c’est a dire que l'idéal (Xg, Xq,..., X,,) n’est pas
associé a M. Par un Lemme d’évitement, il existe alors X, un élément homogene de degré 1 de R,
tel que X est M-régulier. L’application injective

M[-1] % M
induit alors un homomorphisme injectif de C-espaces vectoriels
X
H(M)i—1 = H(M),

qui démontre (i).

Pour prouver (i’), remarquons que si € H(M); annule I'idéal irrelevant (Xo, X7, ..., X,,) de R,
I'image de x dans @; M5, est évidemment nulle, donc z = 0.

Pour prouver (ii), supposons H(M); # 0 pour tout ¢. Soit, comme précédemment, X un élément
homogene de degré 1 de R, tel que X est M-régulier. Comme X H (M), C H(M )11, il existe t,
tel que H(M )11 = XH(M)y,, done (Xo, X1, ..., Xp)H(M)y, € XH(M);, Soit alors N le sous-R-
module de H(M);>y, engendré par H(M);,. On a (Xo, X1,..., X,,)N C XN, donc dimN < 1. Il est
clair que N N M # (0), donc M contient un sous-R-module de dimension < 1, ce qui démontre (ii).

Pour (ii’), on prend toujours un élément X, homogene de degré 1 de R, régulier dans M. Il induit

une suite exacte
0— H(M)[-1] % H(M) — ®,H(M/XM),.

Mais d’apres (i), on sait que H(M)/X H(M) est un sous-module d'un module de profondeur > 1,
donc que H(M) est de profondeur > 2.
Pour (iii), il est clair que hy(M;) C H(M);. Comme z € Kerh; si et seulement si X'z = 0 pour
tout ¢ et pour n >> 0, le module @;Ker(h;) est le plus grans sous-module de longueur finie de M.
Enfin si z € H(M)q, il existe, par définition de H(M);, un entier n tel que X'z € hyypn(Miiy).
Donc tout élément du module de type fini @54 Coker(h:) est annulé par un idéal irrelevant. Ce
module est bien de longueur finie.

24.8 Morphismes de schémas.

Définition 24.32 : Soient X C Proj(A) et Y C Proj(B) deux schémas (quasi-projectifs). Un
morphisme m : X — Y est la donnée de recouvrements affines Y = UD(F;), F, € B, X =
UD(Gy;), Gy € A et de morphismes de schémas affines m;; : D(G;;) — D(F;) tels que

WZ](D(G”le)) C D(EF[) et 7TZ']'|D(GUGU€) = Wlk’D(Gilek) pour tout (i,j, l, k)

Sim: X =Y etnw: X —Y sont deur morphismes, et s’il existe un recouvrement de X par des
ouverts Ug tel que w|Us = 7'|Us pour tout s, alors w et @' sont identifiés.

Si 7 est un homéomorphisme d’espaces topologiques et si pour tout x € X I’homomorphisme local
induit Oy rz) — Ox, est un isomorphisme, w est un isomorphisme.

Je laisse le plaisir au Lecteur de montrer que si 7 est un isomorphisme, alors il existe un isomor-
phisme inverse.
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Remarque : Soit 7 : X — Y un morphisme de schémas. Si V est un ouvert de Y et si U = 7=}V,
il y a un homomorphisme naturel de C-algebres induit par 7 :

['(V,0y) — I'(U, Ox)

Ces homomorphismes commutent avec les homomorphismes de restriction.
Le morphisme 7 induit pour tout x € X un homomorphisme local

OY,ﬂ(x) - OX,x .

Définition 24.33 Siw est un homéomorphisme d’espaces topologiques et si pour tout x € X [’homomorphi
local induit Oy r(z) — Ox est un isomorphisme, m est un isomorphisme.

Je laisse le plaisir au Lecteur de montrer que si 7 est un isomorphisme, alors il existe un isomor-
phisme inverse.

On a évidemment 1’énoncé suivant :
Proposition 24.34 : Le composé de deur morphismes est un morphisme.

Définition 24.35 : Si m induit un isomorphisme entre X et un sous-schéma ouvert de Y, on dit
que T est une immersion ouverte.

S’il existe un sous-schéma fermé Z de'Y tel que w se factorise par un isomorphisme X — Z , on
dit que 7 est une immersion fermée.

La preuve de I’énoncé suivant est immédiate.

Proposition 24.36 :

(i) Sim(X) est un owvert deY, si X est homéomorphe a w(X) et si pour tout x € X I’homomorphisme
local Oy r(zy — Ox o est un isomorphisme, alors 7 est une immersion ouverte.

(i) Une immersion ouverte surjective est un isomorphisme.

Par contre la démonstration de celui qui suit est remise a plus tard.

Théoréme 24.37 : Soit 7 : X — Y un morphisme de schémas. Si m(X) est un fermé de 'Y, si X
est homéomorphe a w(X) et si pour tout x € X I’homomorphisme local Oy (zy — Ox o est surjectif,
7 est une immersion fermée.

Définition 24.38 : Si pour tout ouvert affine U de Y limage inverse n=+(U) est un ouvert affine
de X, on dit que le morphisme 7 est affine.

Sim est affine et si pour tout owvert U de Y I’homomorphisme d’anneaux T'(U, Oy) — T'(7~'U, Ox)
est entier (resp.fini), on dit que 7 est entier (resp.fini).

Théoreme 24.39 : S’il existe un recouvrement ouvert (U;); de Y tel que T |1y, est affine
(resp.entier, fini), alors ™ est affine (resp.entier, fini).

Veuillez admettre ce résultat pour lequel je ne trouve pas de preuve simple. Il est possible que je
n’en ai pas besoin dans cette forme.
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24.9 Exemples de morphismes de schémas.

Soient X = Proj(B) et Y = Proj(A) deux schémas projectifs.

Supposons donné un homomorphisme gradué, de degré r, d’anneaux, h : A — B, i.e. tel que les
éléments h(A;) C B;,.

Pour tout élément homogene F' € A, il y a un homomorphisme

(0) (0)
Ap’ — Bh(F)7
donc un homomorphisme de schéma affine

D(h(F)) — D(F).

Comme ces morphismes vérifient évidemment les conditions de recollements de la définition, on a

défini un morphisme (affine) UD(g;) = X — V(h(4;)) = Y.

Les morphismes de Verones et les morphismes de projection sont de cette nature
Morphismes de Veronese.

Commencons par un exemple. Considérons I’homomorphisme, gradué de degré 2, d’anneaux
f: ClYo, Y1, V3] = ClXo, X1],  f(¥i) = X2 X1,

Comme V(X7 'X1);) = 0, i.e. Iidéal (X7 'X}); est irrelevant, il définit un morphisme P; — Ps.
Plus précisément, la factorisation de f par

C[%a Yla }/2]/(}/0}/2 - }/12) - C[X(h Xl]
induit un isomorphisme
P, = Proj(C[Xo, X)) = C = Proj(C[Yp, Y1, Yal/(YoYa — Y7)).

C’est une immersion fermée de P; dans Ps.

Plus généralement, soient FPp,..., Py, avec N + 1 = < n;LH“ ), les monomes de degré r en

Xo, ..., X, rangés par ordre lexicographique. I’lhomomorphisme
f:C[Yy,...Yn] — C[Xo, ... X,], [f(Y;)=PF

définit un morphisme 7 : P,, — Py (l'idéal (Po, ..., Py) de C[Xy,..., X, est évidemment irrele-
vant). Ce morphisme est une immersion fermée, le plongement de Veronese, de P,, dans Py. On a
(20, ooy Tn) = (T, 2h Ty, oy 2T,
Exercices :

1) Soit A = C[Xy, ..., X,)]/Z, ou T est I'idéal gradué engendré par les 2-mineurs de la matrice

X07 Xla Xn—l
Xy, Xy o X,
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Montrer que Proj(A) C P, est le plongement de Veronese de P; dans P,,.

On peut aussi montrer que Z est 'idéal gradué du cone projetant de ce plongement, i.e. que Z
n’a pas de composante irrelevante dans sa décomposition primaire. Ce résultat est plus difficile a
prouver mais plus précis.

2) Soit J l'idéal gradué engendré dans C[Xy, ..., X4] par les 2-mineurs de la matrice

X07 X17 X2
X17 X37 X4
X27 X47 X5

Montrer que Proj(C[Xy, ..., X4]/J) est le plongement de Veronese de Py dans Ps.

Dans ce cas aussion peut montrer que J) n’a pas de composante irrelevante, donc que c’est 'idéal
gradué du du cone projetant de ce plongement.

Décrire I'image dans P4, d'une droite de Py, par ce plongement.

Projections.

Soient m < n deux entiers > 0. L’inclusion
C[Xo, ..., X;n] € C[Xo, ..., X,,]

définit un morphisme de 7 : P,, — V(X,, ..., X,,) dans P,,. C’est le morphisme de projection dont
le centre est I'espace linéaire V (X, ..., X;,). On a évidemment 7((zo, ..., z,)) = (%0, ..., Tm))-
Si X est un sous-schéma fermé de P,, d’anneau gradué Clxy, ..., z,] = C[Xy, ..., X,,]/Z, 'homomorphism
composé C[Xy, ..., X;,] — Clxg, ..., x,] induit un morphisme
X — (X OV(Xy, ., Xpn)) — P,

Si J =1NC[Xy,..., X;n], on a évidement une factorisation par un morphisme

X - (XNV(Xo, .., Xpn)) = V(J) C P,

. On dit que V'(J) est la projection, de centre V (X, ..., X,,,), de X dans P,,,. Si XNV (X,, ..., X,,) = 0,
i.e. X ne rencontre pas le centre de projection, ce morphisme est défini sur X.

Exercices :

(i) Montrer qu’'une projection d’un espace linéaire L est un espace linéaire L'.
Si P est le centre de cette projection, montrer que dim(L') + dim(L N P) = dim(L).

(ii) Soit A = C[X}, X3 X1, Xg X2, X0 X3, X{] le cone projetant du plongement de Veronese de Py
dans Py.

Montrer que la restriction & Proj(A) de la projection de centre (0,0,1,0,0) est une immersion
fermée de Py dans P3. Décrire son idéal gradué dans Pj.

(iii) Plus généralement, montrer que
Proj(Cl[Yp, ..., Ya]/(YoYs — Y1Ya, Y"1 = Y 72Y,, Y3 ! = V1Y 2))
est une projection dans P3 du plongement de Veronese de P; dans P,, (considérer I'anneau gradué
CIXy, X5 ' X1, Xo X771 X7)).
Montrer que c¢’est une immersion fermée de P; dans Ps.
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24.10 Produits de schémas projectifs.

Immersion de Segre. Produits d’espaces projectifs.

Commencons par un exemple.
Considérons 'homomorphisme

f : C[}/Ela 7Y'5] - C[X07Xl] ®C C[T07T1aT2]7

avec f(Y;) = XoT;, pouri <2 etf(Y;) =X T;_3, pour i>3.

Il induit pour ¢ < 2 des homomorphismes d’anneaux surjectifs

O CYy/Ys, .o, Yo/ Vi) — C[X/Xo] ®c C[Ty/T;, Ty /T, T/ T)]

et pour ¢ > 3 des homomorphismes d’anneaux surjectifs
1) ClYo/Yi, ., Y5/ Vi) = C[Xo/ X)) ®c C[To/Tis, Ty /Tis, To/ Ti-s).

Nous avons donc une immersion fermée de D(Xy) x D(T;) dans D(Y;) pour i < 2 et de D(X;) x D(T;)
dans D(Y;;3) pour ¢ > 3.

L’idéal de I'image de 'immersion fermée D(Xy) x D(Ty) € D(Yy) (par exemple) est engendré
par(Yy /Yy — Y1Y3/ Y et Y3/ — YaY3/Y(.

Le noyau de f est l'idéal (Y;Ysy; — Y;Y34:)i j<2 de C[Yy, ..., Y5]. On vérifie immédiatement que ces
immersions fermées se recollent en un homéomorphisme d’espaces topologiques

m: P1xco Py = V((YiYay; — YiYs4:)i5<2)
tel que 7((wo, 1), (to, t1,t2)) = (@oto, Tot1, Tote, T1to, T1t1, T1t2)
Définition 24.40 : La sous-variété fermée V((Y;Ys1; —Y;Y31:)ij<2) de Py est le produit Py x ¢ Ps.

Nous avons recollé ensemble les produits d’espaces affines D(X;) x D(7}).
Nous avons aussi décrit les morphismes de ”projection”

P1: V((Y;‘Y?)Jrj - Y}‘Y:’;Jrz‘)i,jg) — Py et py: V((Yz’YEHj - Y}Y3+z‘)z‘,j§2) — Py

Cette définition est convenable. La propriété universelle du produit est vérifiée: Si X est un
schéma et si g : X — Py et go : X — P, sont des morphismes , il existe un morphisme unique
g: X = V((YiYay; — Y;Y34)ij<2) tel que g1 = piog et go = prog.

Remarque : Nous avons déja étudié ce ”plongement” de P; xc Py dans P5. Son idéal gradué dans
Yo Y3

C[Yo, ..., Y5] est engendré par les mineurs maximaux de la matrice | Y; Y)
Yo Vs

Ce cas particulier étant bien compris, nous procéderons de maniere identique pour définir en
général la variété projective P, xc P,,.
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Soit N = (n+ 1)(m + 1) — 1. On considere ’homomorhisme

f : C[Yb, ...,YN] — C[AXV()7 ,Xn] ®C C[To, ...7Tm],

f(Y;) = PZ avec (P(), Pl, ...,PN> = (XoTo,X0T17 ---aXnTm—laXnTm)-

Il permet de la méme maniere de construire une application continue
m:P, xcP,, — Px.

Son image est une sous-variété V' de Py a laquelle P,, x ¢ P,, est homéomorphe et dont I'idéal gradué
est engendré par des polynomes homogenes de degré 2. On a

W((.l’o, ceey xn), (to, vy tm>> = (il'oto, l'otl, vy l'ntm)

La restriction de cette application a chaque ouvert affine D(X;) x D(T}) est une immersion
ouverte.

Soit I le noyau de f. Cet idéal de C[Yy,...,Yn]| est engendré par les polynomes de degré 2
correspondant aux relations évidentes (X;7})(X1;) — (X;1))(XxT;) = 0.

Définition 24.41 : La sous-variété fermée V(I) de Py est le produit P,, xc P,,.

Bien sur, il faut vérifier que cette définition est convenable, i.e. la solution du probleme universel.
Nous épargnons au Lecteur (comme & I'auteur) cette fastidieuse vérification.

Définition 24.42 : Le plongement de P, Xc P, dans Py est le plongement de Segre.
Exercice : On considére le plongement de Segre
P, xcP; C Py
défini par I’homomorphisme d’anneaux gradués
C[Y()7Y17Y27Y3] - C[X0T07X0T17X1T07X1T1]-

(i) Montrer que son image est la surface (quadrique) d’équation YyY; — Y1Y5 = 0.
(ii) Montrer que si x € Proj(C[Xy, Xi], I'image de '’ensemble de points {(z,y),} est une droite
de P3. Nous reviendrons sur ces droites lorsque nous disposerons des fibres d’un morphisme.

Hypersurfaces de P, xc P,,.
Considérons toujours 'anneau bigradué C[Xy, ..., X,,| ®c C|[Tq, ..., T)n] et 'homomorphisme
f . C[Yb, vesy YN] — C[Xo, ceey Xn] ®C C[T(), ...,Tm],

f(x) = R avec (Po, Pl, ...,PN> = (X()TQ,XQT17 ---aXnTm—laXnTm)-

qui nous ont permis de définir le plongement de Segre de P,, x¢ P,,, dans Py.
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Remarquons d’abord que si F(X;,T;) est un polynéome bihomogene, de bidegré (d,d), en les
variables (X;,T;), il existe un polynome G € ClYy, ..., Yn]| tel que F' = f(G). Donc l'intersection
Z =P, xc P, NV(G) est un sous-schéma fermé de P,, x¢c P,,.

Rappelons que P, x¢ P,, est recouvert par les espaces affines D(X;) x D(7;) d’anneaux de
fonctions C[X()/XZ, ey Xn/Xz] Xc C[To/ﬂ, ,Tm/Tj]

On a Z; = ZN(D(X;) x D(T;)) = V(F/X{T{). Les schémas affines Z;; se "recollent” donc
en un sous-schéma fermé, de dimension n +m — 1 de P,, Xg P,,,. Ce sous-schéma fermé est une
hypersurface, notée V' (F'), de bidegré (d,d) de P,, x¢ Pp,.

Considérons plus généralement un polynome F(X;,T}), bihomogene en les groupes de variables
(Xi) et (T}). Si F est de bidegré (p, q) définissons V(F')N(D(X;) x D(T;)) = V(F/X]T}) et montrons
que ces schémas affines se recollent bien en un sous-schéma fermé de P,, x¢ P,,,.

Supposons par exemple p < ¢ et remarquons que pour tout monéme P(X;) de degré ¢ — p le
polynéme PF est bihomogene de bidegré (q,q). Autrement dit, V(PF) est une hypersurface, de
bidegré (q,q), de P, xc P,,.

On a V(PF) N (D(X:) x D(Ty)) = V((P/X{ ) (F/XIT!) € V(F/XITY).

Il est clair que si E est I’ensemble des monomes homogenes de degré ¢ — p en les X;, on a

V(F/X]T]) = NpepV (PF) N (D(X;) x D(Tj)).

Définition 24.43 : On pose V(F) = NpepV (PF). C’est une hypersurface, de bidegré (p,q), de
Pn Xc Pm

Comme V(F) N (D(X;) x D(T;)) = V(F/X]T}), il est clair que les anneaux locaux des points
d’une hypersurface de P, x¢ P,, sont de dimension (m + n — 1) et que tout sous-schéma fermé
de P, x¢ P,, est intersection d’hypersurfaces. Il est tout aussi clair que F' est irréductible si et
seulement si I'hypersurface V' (F') est une sous-variété (de dimension m +n — 1) de P,, x¢ P,,.
Exercice : Démontrer le résultat suivant :

Proposition 24.44 : Toute sous-variété de dimension m+n—1 de P,, xcP,, est une hypersurface.

Produits de schémas.

Définition 24.45 : Soit F' € C[Xy, ..., X,]q. L hypersurface de P, xc Py, définie par le polynome
bihomogéne, de bidegré (¢,0), en les variables (X;) et (1) est le produit V (F) xcP,, de Uhypersurface
V(F) de P,, avec P,,.

SiY =NV(F) et Z =nNV(G,) sont des sous-schémas fermés de P,, et P,,, on définit Y xc Z
comme le sous-schéma fermé de P, x cP,, intersection des hypersurfaces V (F;)xcPy, et P, xcV(G))
de P, xc Po,.

Si U est un sous-schéma ouvert de Y et U’ un sous-schéma owvert de Z, on définit U xg U’
comme le sous-schéma ouwvert de Y Xc Z complémentaire du fermé (Y —U) xc Z)U(Y xc(Z-=U"))

On a bien sur comme pour les schémas affines les énoncés suivants:
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Proposition 24.46 : Soient X etY deux schémas quasi-projectifs.
Sixe X etyeY, alors dim(Oxxqy,zy) = dim(Ox z) + dim(Oy,y).
On a dim(X xXcY) = dimX + dimY.

Proposition 24.47 : Soient X etY deuz schémas quasi-projectifs et x ety des points non singuliers
de X etY. Alors (x,y) est un point non singulier de X XcY.

24.11 Image d’une variété projective.

Théoréme 24.48 : Soient X une variété projective et w : X — P, un morphisme . Alors il existe
une sous-variété projective Y de P, telle que w se factorise par un morphisme surjectif m: X — Y.
Nous écrirons Y = 7(X).

Démonstration :

Si X c P, soit Clzg, ..., z,] 'anneau gradué integre de ce plongement. Notons CI[Y, ..., Y]
I'anneau gradué de P,,. Considérons des recouvrements affines P,, = UD(F;), X = UD(G,;) et des
morphismes

mi; » D(Gij) — D(F;)  avec T |p(a,;)= mij-

Soient h;; : C[Yp, ...,Ym]g) — Clzg, ..., ) (GOBj les homomorphismes correspondants d’anneaux de
fonctions. On montre sans difficultés que 1’ idéal

[={a€ClYo,...Ys], hi(@fi/ff =0, Vij}

est premier et gradué. Il est clair que le morphisme 7 se factorise par un morphisme 7 de X dans
Y = V(I). Montrons que 7 est surjectif.

D’apres la construction de Y, il existe une application injective h du corps des fonctions K(Y)
de Y dans le corps des fonctions K(X) = C(z;/x;) de X.

Soit y un point de Y, A = h(Oy,) et M l'idéal maximal de A. Siy & 7(X), alors y ¢ w(D(x;))
pour tout i, donc MA[xy/ x4, ..., xn /x| = Alxo/Tis ..., T /x;] pOur tout i. Autrement dit, il existe r; tel
que z." € MA[xy,...x,),,. Finalement, il existe r tel que (zo, ..., z,), C M(xy, ..., z,),. Mais d’apres
le Lemme de Nakayama, ceci implique (zg, ..., Z,), = 0. Or 'anneau gradué de X, C[xy, ..., z,], est
un sous-anneau gradué de Alzo, ..., z,] = A, donc C[zy, ..., z,] = C, ce qui entraine X =@ et Y = (.
Le Théoreme est démontré.

Corollaire 24.49 : Si 7w : X — P,, un morhisme de schémas et si X est un schéma projectif, alors
m(X) est un fermé de P,,.

Démonstration : D’apres le Théoreme précédent, chacune des composantes irréductibles de X a
pour image un fermé. Une réunion finie de fermés est fermée.
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Faisceaux cohérents.

25.1 Faisceaux de Oxy-modules.

Définition 25.1 : §i X est un schéma, un faisceau F de Ox-modules est la donnée suivante :

(1) Pour tout owvert U de X le I'(U,Ox)-module T'(U, F) des sections de F sur U.

(2) Pour tout V- C U, ouverts de X, I’homomorphisme de restriction pyy : T'(U, F) — T'(V,F)
compatible avec I’homomorphisme de restriction I'(U,Ox) — I'(V, Ox)

Les modules de sections et les homomorphismes de restriction dotwent remplir les conditions suiv-
antes :

(1) T(0, F) = (0).

(ii) pvv = Idrw,F) pour tout U.

(ii1) puw = pvwopyy pour tout W C V C U.

(iv) La condition de recollement : Si U; est un recouvrement ouvert de U et si s; € U'(U;, F) sont
des sections telles que py, v,nu, (5i) = pu,vinu, (8;5) pour tout (i, 7), il eviste une section s € I'(U, F),
unique, telle que pyy,(s) = s; pour tout i.

Il est clair que si U est un ouvert de X et F un faisceau de Ox-modules, il définit un faisceau
restreint F|U de Op-modules.

Retenons, une fois pour toutes, I'interpretation suivante de la condition de recollement.

Proposition 25.2 : Soit F un faisceau de Ox-modules. Soient U un ouvert de X et U = U} ,U;
un recouvrement ouvert fini de U. Alors il existe une identification naturelle

I(U,F) = Ker[@I(Us, F % @&, , T(U,NU;, F,
ot @(81, ..., 8n) = pu,uin; (8i) — pu, v, (55)-

Exemples :
Le faisceau structural.
Si X est un schéma, Ox lui méme est un faisceu de Ox-modules. C’est le faisceu structural.

Faisceaux cohérents sur un schéma affine.
Si X est un schéma affine d’anneau I'(X,0x) = A et si N est un A-module de type fini, le
faisceau N associé a M est défini de la facon suivante :

237
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Soit U = UTD(f;) un ouvert de X, alors

D(U,N) = Ker[@M;, % Dij My, ;]

ou ¢($1, ey Zl'n) = (ZIZ’Z — xj)ij
On vérifie immédiatement que pour tout f € A, on a I'(D(f), M) = M.

Le faisceau structural sur un schéma affine est évidemment cohérent.

Définition 25.3 : Un sous-faisceau G de F est la donnée pour tout ouvert U de X d’un sous-
(U, Ox)-module, T'(U,G), de T'(U,F) tel que G est un faisceau de Ox-modules et que tous les ho-
momorphismes de restriction commutent.

Définition 25.4 : Faisceaux d’idéaux.
S1Y est un sous-schéma fermé de X, le faisceau Jy x d’idéaux de'Y dans X (on dira souvent,
par abus de langage, l'idéal de' Y dans X ) est défini par

F(U, jy/X) = Ker[F(U, O)(> — F(U N Y, Oy)]

Le faisceau d’idéaux Jy,x est clairement un sous-faisceau du faisceau structural Ox. On vérifie
facilement qu’on a ainsi défini une bijection entre les sous-schémas fermés de X et les faisceaux
d’idéaux sur X.

Soit X un schéma affine d’anneau I'(X,0x) = A. Si M est un A-module de type fini et N un
sous-A-module de M, le faisceau cohérent N, associé & NN, est un sous-faisceau du faisceau cohérent
M associé a M.

25.2 Faisceaux cohérents.

Définition 25.5 : 51 X est un schéma et F un faisceau de Ox-modules, on dit que F est un faisceau
cohérent s’il existe un recouvrement affine U; de X et pour tout i un I'(U;, Ox)-module de type fini
M; tel que la restriction de F a U; soit M;.

Le lecteur démontrera sans moi les énoncés qui suivent.
Théoréme 25.6 : Si U est un ouvert affine de X et F un faisceau cohérent sur X, alors I'(U, F) est

un I'(U, Ox)-module de type fini et la restriction du faisceau F a U est le faisceau associé a I'(U, F).

Un faisceau cohérent F sur un schéma X est donc déterminé par la donnée d’un recouvrement
ouvert affine (U;) de X et pour tout ¢ du I'(U;, Ox)-module de type fini I'(U;, F).

Proposition 25.7 : Un sous-faisceau d’un faisceau cohérent est cohérent.

En particulier, un faisceau d’idéaux est cohérent.
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Définition 25.8 : Soit F un faisceau cohérent sur le schéma X. Soient x € X, et U un voisinage
affine de x. Si M, est l'idéal mazimal de I'(U, Oy) correspondant au point x, on note

F. le Ox -module de type fini U'(U, F)m, et

F(x) le C-espace vectoriel de rang fini Fo| M F.

Il est clair, d’apres le Théoreme25.6, que cette définition est convenable, i.e. que contrairement
aux apparences J, ne dépend pas du voisinage ouvert affine choisi.

Le Théoreme 7.23 se lit alors

Théoréme 25.9 : Soit F un faisceau cohérent sur le schéma X. La fonction x — rgcF,, définie
sur X et a valeurs entieres, est semi-continue supérieurement.

Définition 25.10 : Un homomorphisme & Lt F ode faisceauz cohérents est la donnée pour tout

ouwvert U de X d’un homomorphisme I'(U,E) "D LU, F) de I'(U,Ox)-modules commutant aux
homomorphismes de restriction.
Si pour tout ouvert affine U I’homomorphisme h(U) est injectif (resp. surjectif), on dit que h est
injectif (resp. surjectif).
Si F 5 G est un homomorphisme de faisceaur cohérents tel que h'(U)oh(U) = 0 pour tout ouvert
U, on dit que
E—-F =G

est un complexe de faisceauz cohérents.
St pour tout ouvert affine U, la suite

rw,e)"Y rw, 7" rw,g)
est exacte, le complexe est exact.

Théoreme 25.11 : Soit U un ouvert du schéma X. Le foncteur I'(U,.), défini dans la catégorie
des faisceauz cohérents sur X et a valeur dans la catégorie des I'(U, Ox)-modules est exact a gauche.
Autrement dit, si h : E—F est un homomorphisme injectif de faisceaux cohérents sur X, I’homomorphisme

h(U) :T(U,E) — T'(U, F) est injectif.

Démonstration :

Si U est un ouvert affine, il n’y a rien a démontrer.

Sinon, soit U = U}, U; un recouvrement affine fini de U. Alors’assertion se déduit immédiatement
du diagramme commutatif suivant.

) — I'U,F)

0
!
(U
!
EB:L:IF(UZ)E:) C EB?:IF(U’MF)

ATTENTION, si U n’est pas un ouvert affine, le foncteur I'(U, .) n’est pas exact dans la catégorie
des faisceaux cohérents. En fait, nous montrerons, éventuellement, plus loin, le résultat suivant.
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Théoreme 25.12 : Un schéma X est affine si et seulement si pour toute suite exacte
0B FE g0

de faisceaux cohérents sur X, la suite de I'(X, Ox)-modules

b (X)

018" rx, /)" rx, g — o

est exacte.

Définition 25.13 : Si F et G sont deux faisceaur cohérents sur X, les faisceauz cohérents Homo, (F,G)
et F o, G, sur X, sont définis par

T(U, Homoy (F,G)) = Homrwox (LU, F),T(U,G)), (1)

(U, F ®ox G) =T(U,F) @rwox I'(U,G), (2)
pour tout ouvert affine U de X.

Il est clair que les foncteurs Homo, (.,G), Homo (F,.) et F Qo ., de la catégorie des faisceaux
cohérents sur X dans elle-méme, ont les variances et les exactitudes a droites ou a gauches qu’on
attend d’eux.

ATTENTION; si U n’est pas un ouvert affine, les relations (1) et (2) ne sont pas toujours vérifiée.

On vérifie immédiatement 1’énoncé suivant :

Proposition 25.14 : S’il existe un recouvrement affine (U;) de X tel que I'(U;, F) est un I'(U;, Ox)-
module libre pour tout i, les foncteurs F Qo . et Homo, (F,.) sont exacts.

Définition 25.15 : Soit F un faisceau cohérent sur X. S’il existe un recouvrement de X par des
ouverts affines U; tels que T'(U;, F) est un I'(U;, Ox)-module libre pour tout i, on dit que F est
localement libre.

Il est clair que F est localement libre si et seulement si F, est un Ox ,-module libre pour tout
reX.
On a alors évidemment :

Proposition 25.16 : 5i F est un faisceau cohérent localement libre sur un schéma connexe X alors
le rang du Ox z-module libre F, ne dépend pas de x.

Définition 25.17 : Soit F un faisceau cohérent localement libre sur un schéma X. S’il existe un
entier r tel que le rang du Ox z-module libre F,, (i.e. le rang du C-espace vectoriel F(x)) soit r pour
tout x, on dit que F est un fibré algébrique de rang r sur X. Si ce rang est 1, on dit que F est un
fibré (parfois un faisceau) inversible sur X.
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25.3 Fonctions de degré r sur P,,.

Définition 25.18 : Le faisceau inversible Op, (r) des fonctions de degré r sur P, est défini par
[(D(X:),0p, (1) = C[Xq, ..., Xl

Il est clair que Op, (r) est un faisceau inversible puisque I'(D(X;), Op, (1)) est un I'(D(X;), Op, )-
module libre de rang 1 de base X[ /1.

Définition 25.19 : Si X = Proj(Clxy, ..., x,]) est un sous-schéma fermé de P,,, on note Ox(r) le
faisceau inversible sur X défini par

I'(D(X; N X),0x(r)) = Clzo, ..., 2, ] 7.

Ty

Si F est un faisceau cohérent sur X, on note F(r) = F ®o, Ox(r).

ATTENTION, cette notation est malheureuse car il n’apparait pas qu’elle est attachée a un
plongement fixé de X dans un espace projectif.

25.4 Faisceau cohérent associé a un module gradué de type
fini.

Définition 25.20 : Soit X = Proj(Clxy, ..., x,]) un sous-schéma fermé de P,,.

Si M est un Clxy, ..., x,]-module gradué de type fini, on note M le faisceau cohérent sur X défini
par I'(D(z;), ]\A/[/) = Ma(;?).

Sih: M — N est un homomorphisme, gradué de de gré 0, de Clzy, ..., x,|-modules gradués de
type fini, on note h : M— N I’homomorphisme de faisceaux cohérents qu’il induit.

Exemple : Le faisceau cohérent associé au module gradué (Clzy, ..., z,])[r] est Ox(r).

Proposition 25.21 : §i K — M — N est une suite exacte, a homomorphismes de degré 0, de
Clzo, ..., x,]-modules gradués de type fini, alors

est une suite exacte faisceaux cohérents sur X.
C’est clair.
Execice : Démontrer la Proposition suivante.

Proposition 25.22 : Soit K un Clx, ..., x,]-module gradué de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) K = (0).
(i1) K,, = (0) pour n >> 0.
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La Proposition qui suit est alors une conséquence immédiate du dernier énoncé.

Proposition 25.23 : Soit f : M — N un homomorphisme homogéne de degré 0 de Clx, ..., |-
modules gradués de type fini. L’homomorphisme de faisceaux associés f : M — N est injectif (resp.
surjectif ) si et seulement si Kerf (resp. Cokerf) est de longueur finie.

Enfin, on vérifie facilement I’énoncé qui suit :

—~ —_~—

Proposition 25.24 : M(r) = M]r|

Le théoreme suivant, fondamental pour la suite de notre propos, demande un peu plus de travail
(que nous repoussons a plus tard).

Théoréme 25.25 : Soit X = Proj(Clxy, ..., x,]) un sous-schéma fermé de P,,. Pour tout faisceau
cohérent F sur X, il ezxiste un Clxy, ..., x,]-module gradué de type fini M tel que F = M.

25.5 Sections d’un faisceau cohérent sur un schéma projec-
tif.

Théoréme 25.26 : Si F est un faisceau cohérent sur un schéma projectif X, le C-espace vectoriel
['(X,F) est de rang fini.

Nous avons voulu dégager cet énoncé mais il fait partie du résultat plus général qui suit :

Théoréme 25.27 :Soit X un sous-schéma fermé de P, et Clzg,...,x,| un anneau gradué de ce
plongement. Si F est un faisceau cohérent non nul sur X et ty un entier, alors

(i) Le Clxg, ..., z,|-module gradué Fi, = @>, (X, F(t)) est de type fini et de profondeur non
nulle. On a F = Pf:t/o

(ii) Si M est un Clxy, ..., x,]-module gradué de type fini tel que F = M, il existe un application
naturelle

D>t My — B>, I'(X, F(2t))

dont le noyau et le conoyau sont de longueurs finies.
(iii) Si de plus F ne contient pas de sous-faisceau dont le support est réduit a un point, le
Clzo, ..., xn]-module gradué F = @&,I'(X, F(t)) est de type fini et de profondeur au moins 2.
(iv) Si M est un Clxg, ..., x,]-module gradué de type fini de profondeur > 2 tel que F = M,
lapplication naturelle
&M, — &, L(X, F(t))

est un isomorphisme.
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Démonstration du Corollaire :
Compte tenu du Théoreme 25.25, (i), (ii) et (iii) sont de simples traductions du Théoreme 24.31.
Il suffit de remarquer que si M est un Clz, ..., z,]-module gradué de type fini tel que F = M, on a

Dzt (X, F(t)) = H(M )i,

en utilisant les notations du Théoreme 24.31.

Enfin pour (iv), nous savons d’apres (ii) que le noyau et le conoyau de 'application naturelle
M — &, I'(X,F(t)) sont de longueurs finies. Comme M est de profondeur > 2, I'application est
injective. Le Lemme 16.17 montre ensuite qu’elle est surjective.

25.6 Faisceau cohérent engendré par ses sections.

Définition 25.28 : On dit qu’un faisceau cohérent F sur un schéma X est engendré par ses sections
si pour tout ouvert U de X l'image de I’homomorphisme de restriction I'(X,F) — I'(U, F) engendre
le I'(U, Ox)-module I'(U, F).

On a alors évidemment

Proposition 25.29 : §i F — G est un homomorphisme surjectif de faisceaux cohérents sur X et si
F est engendré par ses sections, alors G est engendré par ses sections.

On a aussi, d’apres le Théoreme 25.6 :
Théoreme 25.30 : Tout faisceau cohérent sur un schéma affine est engendré par ses sections.

Pour les faisceaux cohérents sur un schéma projectif, on utilisera souvent le résultat suivant :

Théoréme 25.31 : Soient X un schéma projectif d’anneau gradué Clzy, ..., x,] et M un Clzy, ..., x,]-
module gradué de type fini. Si M est engendré par des éléments de degré < r, le faisceau cohérent
M(r), sur X, est engendré par ses sections.

Démonstration :

Soit s € I'(D(x;), M(r)). Alors pour [ >> 0, on a zts € M,,;. Mais si A = Clzy, ..., z,], on a
M,y = A/M,. donc zts = >_ja;my;, avec a; € Aj et m; € M,. Soit s = zj(aj/xli)(mj/l) et comme
m; € M, C T(X, M(r)) le Théoreme est démontré.

Corollaire 25.32 : Si X est un sous-schéma fermé de P,,, le faisceau inversible Ox (1) est engendré
par ses sections pour r > 0.
Si F est un faisceau cohérent sur X, alors F(r) est engendré par ses sections pour r >> 0.
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25.7 Image inverse d’un faisceau cohérent.

Définition 25.33 : Soient m: X — Y un morphisme de schémas affines et F un faisceau cohérent
surY . Le faisceau cohérent sur X associé auI'(X, Ox)-module de type fini I'(X, Ox)®ry,0,) (Y, F)
est l'image inverse de F par m; il est noté 7 F.

Définition 25.34 : Soient 7 : X — Y un morphisme de schémas et F un faisceau. cohérent sur
Y. Soient (U;) est un recouvrement affine de Y et (Vi;) un recouvrement affine de n=1(U;). Si
i« Vij — U; sont les morphismes de schémas affines induits par m, l'image inverse m*F de F par
T est le faisceau cohérent sur X dont, pour tout (i, ), la restriction a Vi est w5:(F /U;).

Exemple : Sii: X — P, est une immersion fermée, le faisceau inversible Ox(r) sur X est I'image
inverse par ¢ du faisceau inversible Op,, (r) sur P,,. On a Ox(r) = i*(Op, (7))

Enfin I’énoncé suivant se passe de démonstration.

Théoreme 25.35 : L’image inverse d’un faisceau cohérent engendré par ses sections est engendré
par ses sections.

25.8 Morphismes dans P,. Faisceaux inversibles trés am-
ples.

Théoreme 25.36 : Un faisceau inversible L sur X est engendré par ses sections si et seulement si
il existe un morphisme w: X — P, tel que L ~ 7m*(Op, (1)).

Démonstration :

La condition est clairement suffisante d’apres le Théoreme 25.35.

Réciproquement, soient s, ..., s, € I'(X, L) des sections engendrant £. Construisons un mor-
phisme X — P,, ayant la propriété requise.

Soit U; I'ouvert des points x de X tels que I’application Ox , 2 L, est un isomorphisme. Soit V un
ouvert affine de U;. Décrivons un morphisme V' — D(X;) C P,. Si A = I'(V,Ox), on a par hypothese
I'(V,L) = As;, donc pour tout j il existe a; € A, unique, tel que s; = a;s;. L’homomorphisme
d’anneaux f : C[Xo/X;, ..., X,/ X;] — A défini par f(X;/X;) = a; définit évidemment un morphisme
V — D(X;). Mais X est recouvert par de tels ouverts affines et ces morphismes se recollent entre
eux en un morphisme 7 : X — P,,. Enfin, on a, toujours pour V C U; un isomorphisme naturel

ch[Xo/X“ ceey Xn/Xz] ®C[X0/Xi,..-,Xn/Xi] A ~ ASi.
Ces isomorphismes se recollent en 'isomorphisme £ ~ 7*(Op, (1)) annoncé.

Définition 25.37 : Soient X un schéma projectif et L un faisceau inversible sur X. S’il existe un
plongement projectif X C P, tel que L ~ Ox (1) on dit que L est trés ample.

Nous reviendrons plus loin sur 1’étude des faisceaux inversibles tres amples.
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Image inverse d’un fermé et fibre d’un
point.

Soit m : X — Y un morphisme de schémas. Si Z est un sous-schéma fermé de Y, nous voulons
donner & 7~!(Z) une structure de sous-schéma fermé de X.

26.1 Extension d’un faisceau d’idéaux par un morphisme.

Si f: A— B est un homomorphisme d’anneaux et I un idéal de A, on dit souvent que l'idéal f(I)B
est l'extension de 'idéal I par f (ou a B). Cette notation nous convient bien et nous l'étendons
naturellement.

Définition 26.1 : Soit 7 : X — Y est un morphisme de schémas. Soient (U;) un recouvrement
affine de' Y, (Vi) un recouvrement affine de 7= *(U;) et fi; : T(U;, Oy) — T'(V;, Ox) les homomor-
phismes d’anneaux définissant .

Si T est un faisceau d’idéaux sur'Y, son extension, notée ZOx, par m (ou a X) est le faisceau
d’idéauz sur X défini sur le recouvrement affine (Vi;) par

['(Vij,IOx) = fi;(T(Ui, T)I'(Viy, Ox).

Il faut bien sur vérifier que le faisceau d’idéaux ainsi défini ne dépend pas des recouvrements
affines choisis. Ceci étant fait, nous pouvons enfin définir I'image inverse d’un fermé.

26.2 Image inverse d’un fermé par un morphisme.

Définition 26.2 : Soient Z un sous-schéma fermé de Y et Jz/y le faisceau d’idéaur de'Y dans X.
L’image inverse 7= (Z) de Z par = (ou dans X ) est le sous-schéma fermé de X dont le faisceau
d’idéauz ( ou l'idéal) est 'extension a X de Jyz/y.

On vérifie alors immédiatement 1’énoncé suivant.
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Proposition 26.3 : Si [image inverse de Z dans X est X, le morphisme w se factorise par un
morphisme X — Z et l'immersion fermée Z C Y.

26.3 Fibre d’un point.

Définition 26.4 Si Z = y est un point de Y, le sous-schéma fermé m='(y) de X est la fibre de y
par .

Nous avons déja défini la fibre d’'un morphisme de schémas affines précédemment, il est clair que
nous retombons sur nos pieds.
Le résultat qui suit est local, c’est la Proposition 23.37 reécrite.

Proposition 26.5 : Soient X et Y deux schémas et m : X — Y un morphisme . Six € X et
y=mn(x), on a
dimOyy + dimOﬂ—l(y)’z > dz’mOXm

Si de plus 7 est surjectif, il existe un ouvert non vide U de X tel que pour x € U on a

dimOy,y + dimOﬂ—l(y)’x = dimOX@.

Les deux énoncés qui suivent s’en déduisent immédiatement.

Corollaire 26.6 : Si7: X — Y est un morphisme de schémas, on a
dimX < dimY + supyerx)(dim(7 7' (y))).
Théoreme 26.7 : Sim: X — Y est un morphisme de variétés projectives, on a
dimX = dim(m(X)) 4+ infye-x)(dim(7 7' (y))).

Nous savons (Théoreme 24.48) que 7(X) est une variété. Tous les anneaux locaux de X sont de
dimension dim(X). On conclut a nouveau par la Proposition 23.37.

Pour terminer ce court chapitre, énoncons le Théoreme de semi-continuité et le "main theorem”

en toute généralité (comme ce sont des assertions de nature locale, elles sont déja démontrées).

Théoreme 26.8 : Le Théoréeme de semi-continuité.
Soit m: X — Y un morphisme de schémas. La fonction dim(Ox—1(x(2))2), définie dans X et a
valeurs dans 7, est semi-continue supérieurement.

Théoreme 26.9 : Le "main theorem”.
Soit m: X — 'Y un morphisme de schémas. Si x € X est un point tel que dim(Ox-1(z(x))) = 0,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X et une factorisation, du morphime composé U — 'Y,

ULZY

telle que i est une tmmersion ouverte et Z — Y un morphisme fini.



Chapter 27

Espace tangent. Variété duale.

Rappelons 'énoncé suivant (Critere Jacobien et Corollaire 3.6) :

Théoréme 27.1 : Soit X = V(f1,...f,) un sous-schéma fermé de A,,. Soient x est un point de X
et d = dimOx . Soit J; Uidéal engendré par les l-mineurs de la matrice jacobienne (df;/dX;).
Alors © € V(Ty—ay1) et x est un point singulier de X si et seulement si x € V(J,—a).
Donc, si X est équidimensionnel de dimension d, le lieu singulier LS(X) de X est X NV (Tn—a).
De plus, si X est réduit, l'ouvert X — LS(X) est dense dans X.

Corollaire 27.2 : Soient Gy, ...,G, des polynomes homogénes de C|Xy,...,X,]. Soient x est un
point de X =V (Gy,...,G,) C P, et d = dimOx,. Soit J, l'idéal engendré par les l-mineurs de la
matrice jacobienne (dG;/dXj;).

Alors © € V(Ty_as1) et x est un point singulier de X si et seulement si x € V(J,—q).

Si X est équidimensionnel de dimension d, le lieu singulier LS(X) de X est X NV (Jn—a). De
plus, si X est réduit, 'ouvert X — LS(X) est dense dans X.

Démonstration du Corollaire :
Plagons nous, par exemple, dans I'ouvert affine D(Xy). Soit G un polynéme homogene de degré
s. Sit>1,0na
(dG/dX;) /X5~ = d(G/X5)/d(Xi) Xo).

D’autre part 1’égalité d’Euler sG = 3 X;dG/dX; entraine

(dG/dXo)/ X5~ = (1/5)G/ X5 — [Z(Xi/XO)d<G/XS)/d(Xi/XO)]'

i>1

I en résulte qu’en un point de V' N D(Xj) les matrices

e US>

ont méme rang, ce qui démontre le corollaire.
On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 27.3 : Soit X = Proj(A) C P,,. Alors X est lisse si et seulement si Ap est un anneau
régilier pour tout idéal premier P distinct de l’idéal irrelevant.
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27.1 Hyperplans tangents. Espace tangent

Définition 27.4 : Soient x un point non-singulier d’un sous-schéma X de P, et H un hyperplan
de P,, passant par x.

On dit que H est transverse a X en x si l'anneau local Oxnp, est régulier de dimension
dim(Ox ) — 1. Sinon, on dit que H est tangent a X en x.

L’espace linéaire intersection des hyperplans tangents a X en x est l’espace tangent a X en x.

Exercice : Soit X = V(F), avec F' € C[Xy, ..., X,,], une hypersurface de P,,. Vérifier que V(>  dF/dX;(z)X
est 'unique hyperplan tangent en un point non-singulier x de X.

Proposition 27.5 : Soit x un point non-singulier de X = Proj(C[Xo, ..., X,,|/(F1, .., F})).
L’espace linéaire tangent & X en x est lintersection des hyperplans V(3 ;o dF;/dX;(z)X;). Il
est de dimension dim(Oyx ).

Démonstration :
Comme x est un point non singulier de X, la matrice (dF;/dX;(x)) a rang (n — dimOx ;).
Soit H = V(apXo + ... + a,X,,), un hyperplan. Alors si H est tangent & X en x la matrice

dF, JdXo(z) ... dF)/dX.(z)

dF,JdXo(z) .. dF,/dX,(z)

Qo Ay

a rang (n — dimOy,,).

Réciproquement si cette matrice a rang (n — dimOx,) la derniere ligne est combinaison des
précédentes. Mais ceci implique que le polynome ) a; X; est combinaison des polynomes »  df;/dX;(x)X;.
Comme ces derniers s’annullent en x, d’apre's I’égalité d’Euler, H passe par x et est donc tangent a
X en z.

Il en résulte que les polynomes homogenes de degré 1 définissant un hyperplan tangent a X
en = forment un espace vectoriel engendré par les polynémes Y.  dF;/dX;(z)X;, donc de rang

(n — dimOx ).

Théoréme 27.6 : Soient x un point non-singulier d’une sous-variété X C P, et d = dim(Ox ).
Soient Fi, ..., F,. des polynomes homogenes de lidéal gradué de X dans P, tels que les conditions
équivalentes suivantes soient réalisées :

(1) L’intersection des (n — d) hyperplans Y dF;/dX;(x)X; est l'espace tangent a X en .

dFy/dXo(z) ... dFy/dX,(x)

(ii) La matrice est de rang (n — d).
dF,./dXo(x) ... dF,/dX,(z)

Alors le sous-schéma fermé V(Fy, ..., F,.) de P, est la réunion de X et d’un sous-schéma fermé
de P, qui ne passe pas par x.

Démonstration :
Soit X' = V(Fy,...,F;). Ona X C X', donc d' > d, avec d' = dim(Ox ).
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Mais le schéma dont 'idéal gradué est engendré par les (n — d)-mineurs de la matrice jacobienne
(dF;/dX;) ne passe pas par x. Le Corollaire 27.2 démontre d’abord que (n — d) < (n — d'), donc
d' <d, soit d' = d, et ensuite que O, est un anneau régulier de dimension d. Comme Ox , est un
quotient de Ox ., le Théoreme est démontré.

Remarques :

(i) On a nécessairement r > n — d.

(i) Si X' = X UY, il est clair que X NY est un fermé de X tel que + ¢ X NY. Donc
U=X—-XNY =X —Y est un voisinage ouvert de = dans X et de = dans X'.

Définition 27.7 : Si Fy, ..., F,. vérifient les conditons du Théoreme précédent, on dit que ces polynomes
définissent X au voisinage de x, ou que X est lintersection des hypersurfaces V (F;) au voisinage de
x.

L’assertion suivante est claire.

Proposition 27.8 : Soient © un point non-singulier d’une sous-variété X C P,, et d = dim(Ox ).
Alors X est lintersection de (n — d) hypersurfaces au voisinage de x.

27.2 Espace dual. Variété d’incidence.

Soient > a; X; et > b;X; deux polynomes homogenes non nuls de degré 1 de C[Xy, ..., X,]. Is
définissent le méme hyperplan si et seulement si (ay, ..., a,) et (bo, ..., b, ) sont proportionnels. Autrement
dit, il y a une bijection entre les hyperplans H = V(> " ,y;X;) et les points (yo, ..., y») d'un espace
projectif de dimension n et d’anneau gradué C[Yp, ..., ¥,]. Nous noterons P} cet espace projectif dual
avec ce systeme de coordonnées homogenes.

Il est bien connu qu’il y a une dualité entre les espaces linéaires de P,, et ceux de P} . Elle associe
a un espace linéaire L de P,, I'espace linéaire dual LY C P} formé par les hyperplans contenant L.
On a dim(LY) + dim(L) =n — 1.

Un point de P} x P, est un couple (H, x) formé d’un hyperplan et d’un point. Remarquons que
x € H si et seulement si le point (H,z) appartient a I'hypersurface F' = V(> Y;X;) de P} x P,,. En
effet, si (yo, ..., Yn) €t (zo, ..., ) sont les coordonnées respectives de H et de z, il est clair que z € H
si et seulement si > y;x; = 0.

Définition 27.9 : Dans P} x P,, la variété d’incidence est Uhypersurface F = V(> Y;X;) formée
par les couples (H, x) tels que x € H.

Remarque : La Variété d’incidence permet une description simple de la dualité entre P, et Py.
Soit L un sous-espace linéaire de P,,. Sip: F — P, et ¢ : FF — P} sont les deux morphismes de
projection, on a

LY = Meerqg(p H(x)) et L =N.crvplqg'(2)).

Lisant a nouveau la Proposition 27.5 et sa preuve, nous obtenons 1’énoncé suivant :
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Proposition 27.10 : Soient X = V(Fy,..., F,) est un schéma de P, et x un point non-singulier
de X. Les hyperplans tangents a X en x forment un sous-espace linéaire de P}, de dimension
(n —dimOx, — 1), dont l'idéal gradué est engendré par les (n — dimOy, + 1)-mineurs de la matrice

df1/dXo(x) ... dfi/dX,(x)

df, fdXo(x) ... dfy/dXu(2)
Yo Y.,

C’est ’espace linéaire dual de 'espace tangent a 'V en x.

27.3 Variété duale.

Considérons maintenant une variété non singuliere V' de P,,, de dimension d.
Les hyperplans tangents a V' forment un sous-ensemble de P). Nous voulons montrer que ce sous-
ensemble est une sous-variété projective D strictement contenue dans PY. Donc qu'un hyperplan
"général” n’est pas tangent a V', autrement dit qu’il est transverse a V.

La méthode est simple : nous allons d’abord montrer qu’il existe une sous-variété non-singuliere
D, de dimension (n — 1), de la variété d’incidence, dont les points sont les couples (H, x), avec = € V
et H tangent & V en x. La variété D sera alors la variété image du morphisme D — Py.

Soitb V' = Proj(C|[Xo, ..., X,|/(Fo, ..., F}.)).

Considérons dans P¥ x P, lintersection D des sous-variétés suivantes :

19-La variété d’incidence.

20-L’image inverse PY x V de V dans P} x P,,.

3-Les hypersurfaces définies par les (n + 1 — d)-mineurs de la matrice (il faut vérifier qu’ils sont
bihomogenes par rapport aux variables X; et Y;) :

dFy/dXy ... dFy/dX,
dF,/dXy ... dF./dX,
Yo Y,
Décrivons ensemblistement D:
Si (H,z) un point de P} x P,,, soient (yo, ..., yn) les coordonnées de H et (o, ..., 7,) celles de x.
Alors (H,x) € D si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
1 z¢cH

20 eV

3%  La matrice arang <n —d

dF,/dXo(x) ... dF,/dX,(x)
Yo Yn
Autrement dit, (H,z) € D si et seulement si 2 € V et H est un hyperplan tangent a V' en z.
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Théoréme 27.11 : D est une variété non-singuliére de dimension (n —1).
La démonstration repose sur le Lemme suivant:

Lemme 27.12 : Soit p: D — V le morphisme de projection. Pour tout x € V, la fibre pHw) est
non-singuliére de dimension (n—d —1), isomorphe & q(p~*(z)). De plus q(p~'(z)) C PY, est l'espace
linéaire dual de [’espace tangent a 'V en x.

Démonstration du Lemme :

Soit x = (zq, ..., ¥,) un point de V C P,,. La fibre p—'(z) est plongée dans P} ~ P} x {x}; son
idéal gradué est engendré par

1°-Le polynéme > z;Y;,

20-Les (n + 1 — d)-mineurs de la matrice dFr/éXO(x) dFr/an(:r)

Yo Y,

D’apres la Proposition 27.10, c’est I’'espace dual de I'espace tangent a V' en z, ce qui démontre le

Lemme.

Démonstration du Théoreme 27.11 :

Le morphisme de projection  : D — V est évidemment surjectif. Ses fibres sont toutes de
dimension (n —d — 1) (c’est le Lemme).

D’apres la Proposition 26.5, on en déduit que dim(D) < (n — 1) et qu'il existe un ouvert non
vide U de D tel que dimOp, =d+n—d—1=n—1,pourz €U.

Soit alors € D un point tel que dimOp, = (n — 1). L’anneau Op . est régulier. Clest la
Proposition 18.8 aplliquée aux anneaux A = bv’ﬁ(‘r) et B = 0Op, et a I'homomorphisme naturel
Ovia) = Op s

Considérons maintenant X une composante irréductible de dimension (n — 1) de D. Comme
pour tout point # € X l'anneau Op , est régulier de dimension (n — 1), il est clair que X est une
composante connexe non-singuliere de D. Mais comme le morphisme composé X — D — V est
surjectif et commme toutes les fibres du morphisme D — V sont connexes, il en résulte que X = D.
Le Théoreme 27.11 est démontré.

Si D est la variété image du morphisme de projection D — P! (Théoreme 24.48), on sait d’apres
la Proposition 23.37 que dimD < n — 1. Il est clair que D est ’ensemble des hyperplans tangents a
V. Nous avons donc démontré :

Théoreme 27.13 : Les hyperplans tangents a une variété non singuliere V' de P,, sont les points
d’une variété de Py de dimension < n — 1. Cette variété est appelée variété duale de V.

Corollaire 27.14 : (Théoréme de Bertini) Soit V' une variété non singuliére de P,. Il existe un
ouwvert dense U de P tel que pour tout hyperplan H € U le sous-schéma H NV est non singulier.

On démontre de maniere identique, mais ¢’est un peu plus pénible, I’énoncé suivant :
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Théoreme 27.15 : Les hyperplans tangents aux points non singuliers d’une variété V- de P,, sont
les points d’un ouvert dense d’une variété de P) de dimension < n — 1. Cette variété est appelée
variété duale de V.

Corollaire 27.16 : (Théoréme de Bertini) Soit V' une variété de P,,. Il existe un ouvert dense U
de P} tel que pour tout hyperplan H € U le lieu singulier de H NV est H N LS(V).

Avant de fermer ce chapitre, il est important de signaler qu’on peut démontrer 1’énoncé suivant,
bien évidemment plus fort que notre dernier Corollaire.

Théoréme 27.17 : (Théoréme de Bertini) Soit X une schéma et m : X — P, un morphisme. Il

existe un ouvert dense U de P} tel que pour tout hyperplan H € U le lieu singulier de 7= (H) est
7 W H)NLS(X).
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Groupes de points. Degré d’un
sous-schéma fermé de P,,.

28.1 Degré d’un groupe de points.

Définition 28.1 : Un schéma de dimension 0 est un groupe de points.
Théoreme 28.2 : Un groupe de points est un schéma fini projectif et affine.

Soient X un groupe de points, z € X et Z = Proj(A) un schéma projectif dont X est un ouvert.

Comme Ox , = Oy, est de dimension 0, le point = est une composante irréductible et connexe
de Z, i.e. I'idéal premier maximal relevant M, de A correspondant a x est un idéal premier minimal
de A. Soit Q, la composante M,-primaire de (0) dans A. SiZ = NyexQ., on a X = Proj(A/Z), ce
qui prouve bien que X est fini et projectif.

Enfin, si X C P, soit F' € C[X),...X,]1 tel que F(z) # 0 pour tout z € X. On a X C D(F),
donc X est affine.

Théoreme 28.3 : Si X est un groupe de points, on a I'(X,Ox) = [[,cx Ox.a-
Comme X est affine, c’est le Théoreme chinois.

Définition 28.4 : Le degré de X est rgc(T'(X,0x)) = 3, cx [(Ox.).
La multiplicité de X en x est [(Ox.y)

Remarque : Le degré d'un groupe de points ne dépend pas d’un plongement projectif, alors que nous
verrons plus loin que le degré d’'un schéma projectif de dimension non nulle n’est défini que pour un
plongement donné de ce schéma.

Théoreme 28.5 : Soit Z un groupe de points de P,,.

(i) Si f est une fonction de degré r sur P, ne s’annulant en aucun point de Z, alors pour tout
entier | le T'(Z,0z)-module T'(Z,0z(rl)) est libre de rang 1, engendré par la fonction f'.

(11) Pour tout entier r, le rang du C-espace vectoriel T'(Z,04(r)) est d°Z.

(iii) Le rang k(r) du conoyau de Uapplication naturelle T'(P,,Op, (1)) — ['(Z,04(r)) décroit
strictement jusqu’a 0 pour r > 0.

(iv) Pourr > 1, on a k(r) < max(d°Z —r —1,0), légalité ayant lieu si et seulement si le groupe
de points est aligné, i.e. sous-schéma d’une droite de P,,.
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Démonstration :

On a évidemment une inclusion I'(Z, 0z) f! C T'(Z,0z(rl)). Mais si g est une fonction de degré rl
sur Z, il est clair que g/ f' est une fonction de degré 0, donc un élément de I'(Z, O), ce qui démontre
(i).

(ii) est une conséquence immédiate de (i).

Pour démontrer (iii), considérons A l’anneau gradué relevant du plongement Z C P, et h un
polynome de degré 1 ne s’annulant en aucun point de Z. On a un diagramme commutatif :

0 0
! |

0 — A, —  I(Z,04(r)) — D, — 0
Lh L h L h

0 — A — I'(Z,0z(r+1)) — D,y — 0
! | |

(A/hA), 41 0 0

!
0

ou D, est pour tout r le conoyau de I'application naturelle. Rappelons que D, = 0 pour r» >> 0.
Comme la multiplication par h définit un isomorphisme entre T'(Z,0z(r)) et T'(Z,0z(r + 1)), le

diagramme du serpent montre que Ker(D, 2, D,y1) ~ (A/hA),.1. Mais les entiers [ tels que
(A/hA); # 0 forment un ensemble connexe, donc pour r > 0, la suite rg(D,) décroit strictement
jusqu’a 0.

Pour (iv), remarquons que k(0) = d — 1, par définition de d = d°Z. 1l est clair d’apres (iii) qu’on
ak(r) <max(d°Z —r—1,0). De plus si I’égalité a lieu pour un r > 0, on a k(1) = d—2. Dans ce cas,
les formes linéaires s’annulant sur Z, i.e. le noyau de l'application I'(P,,Op, (1)) — I'(Z,04(1)),
forment un espace vectoriel de rang n — 1. Elles engendrent donc 1'idéal gradué d’une droite de
P,, contenant Z. Réciproquement, si L est une droite contenant Z, application T'(P,,, Op, (1)) —
['(Z,04(r)) se factorise a travers I'(L, O (r)) et le rang de cet espace vectoriel est r + 1.

Corollaire 28.6 : Soit Z = Proj(Clzo, ..., x,]) C P, un groupe de points d’anneau. Alors
d°(Z) = Py =7rg(4,) pour 7 >>0,
ou Py est le polynome de Hilbert de ’anneau gradué A.

Signalons quelques énoncés simples :

Proposition 28.7 : Soit Z un groupe de points de P,, d’anneau gradué A.
Si pour un entier v Uapplication naturelle A, — T'(Z,04(r)) n'est pas surjective, le groupe de
points Z est contenu dans un sous-espace linéaire de P, de dimension < d—1—r.

Démonstration :

Posons D, = coker(I'(P,,,Op,(t))) — I'(Z,04(t))). D’apres l'assertion (iii) du Théoreme précédent
rg(Dy) est une suite strictement décroissante jusqu’a 0. Donc si D, # 0, on a rg(D;) > r et
rg[(F'(P,,0p,(1)) = I'(Z,04(1))] <d—r, ce qui démontre la Proposition.

Ce résultat peut étre précisé de la maniere suivante :
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Théoreme 28.8 : Soit Z un groupe de points de degré d de P,. On suppose que pour toutl < n—1
il n’y a pas de sous-groupe de points de Z de degré [+2 contenu dans un espace linéaire de dimension
[. Si A est l'anneau gradué de Z, alors le rang de Uapplication A, — T'(Z,04(r)) est, pour tout r,
au moins égal a min(d,nr+1) .

Démonstration :

Faisons une récurrence sur d. D’apres la Proposition précédente le résultat est vérifié sid < n+1.
Sid > n+ 2, soient Z' un sous-groupe de points de degré n de Z et H un hyperplan contenant Z’.
Alors H N Z = Z'. Considérons le diagramme commutatif suivant :

0 — A, — ['(Z,04(r)) ~ C¢

| 7 |7 |7

0 — A — I(Z,04(r+1) ~ C¢
! l l

(A/JHA),11 — I'(Z,0z(r+1)) ~ C"
! ! !
0 0 0

Pour r > 0 le rang de [(A/HA),41 — I'(Z',0z(r + 1))] est n. D’autre part, le noyau de
['(Z,0z(r+1)) = T(Z',0z(r+1)) est C¥" pour tout r. On en déduit un diagramme commutatif :

0 0

| !
0 — (A/(0:H)), — Ccd—r
| H | H

0 — Ar+1 — Cd

! !

(A/JHA),y;, — C"

| !

0 0

II montre que A/(0 : H) est anneau gradué d’'un groupe de points Z” de degré d — n. Mais
A/(0: H) est un quotient de A, donc Z” est un sous-groupe de points de Z et il vérifie évidemment
I'hypothese de position générale. Par hypothese de récurrence le rang de (A/(0 : H)), — C%™ est
au moins min(d — n,rn + 1) et le Théoréme s’en déduit facilement.

28.2 Genre virtuel d’un groupe de points plongé.

Définition 28.9 : Si Z est un groupe de points de P,,, nous appellerons genre virtuel de Z dans P,
et nous noterons g,(Z,P,) Uentier ) - rang[coker(I'(P,,Op, (r + 1)) — T'(Z, Oz(r + 1)))].

Remarque : Le genre virtuel de Z dans P,, n’est pas intrinseque a 7, il est relatif au plongement
de Z dans P,,. Toutefois, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité nous parlerons du genre virtuel de Z et

nous écrirons g,(Z2).

L’énoncé suivant se déduit immédiatement du Théoreme précédent.
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Corollaire 28.10 : Soit Z un groupe de points de degré d de P,,. On suppose que pour tout | < n—1
il n’y a pas de sous-groupe de points de Z de degré [+2 contenu dans un espace linéaire de dimension
I. Alors sit est la partie entiére de (d°(Z) —1)/n, on a

9(Z,P,) <t(d°(Z) —1—n(t+1)/2).

28.3 Degré d’un sous-schéma fermé de P,,.

Définition 28.11 : Soit X = Proj(C[Xo, ..., X,,]/Z) un sous-schéma fermé de P,,.
Soient A = C[Xy, ..., X,]/Z, Pa le polynome de Hilbert de A et d le degré de Py. Le degré du

plongement de X C P, est le nombre entier e tel que e/d! est le coefficient dominant du polynéme
Py.

Remarques :
(i) Bien que Z ne soit pas uniquement défini par X, cette définition est sans ambiguité car si Z' est
un idéal gradué tel que V(Z) = V(Z'), on a Z, = Z pour r assez grand.

(ii) Le degré n’est vraiment significatif que pour les sous-schémas fermés équidimensionnels. En effet,
si Z =Ty NZy ou dim(V(Zy)) < dim(V(Z1)), on a clairement d°(V(Z)) = d°(V(Z,)). L’énoncé qui

suit souligne bien le sens de cette remarque.

Proposition 28.12 : Soient X et X' deux sous-schémas fermés de dimension d de P,,. On suppose
que X' C X et que X est équidimensionnel et sans composante immergée. Alors si d°(X) = d°(X")
onaX =X

Démonstration :

Soient A et A’ les anneaux gradués relevants de V et V/ dans P,,. Si K est le noyau de I'application
surjective naturelle A — A’, le degré du polynoéme de Hilbert de K est strictement plus petit que le
degré du polynome de Hilbert de A, donc dimK < dimA. Mais comme A est équidimensionnel et
sans composante immergée ceci implique K = 0.

Il faut bien sur interpréter géométriquement le degré de V.

Théoreme 28.13 : Soit X C P,, un schéma projectif de dimension d.

(i) Il existe un ouvert dense U C PY tel que pour tout H € U, le schéma HN X C P, est de
dimension (d — 1) et de méme degré que X.

(i) Si de plus louvert des points réquliers de X est dense, l'ouvert des points réguliers de HN X
est dense.
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Démonstration : Soit A = C[Xj, ..., X;;]/Z un anneau gradué du plongement de X dans P,,. Soient
P;, avec i = 1,...,r les idéaux premiers gradués relevants associés a Z. Les hyperplans H = V(P)
tels que P € P; N (Xo, ..., X;)1 forment un fermé stricte V; C P? (stricte car P; est relevant). Les
hyperplans H € P, — U7V, vérifient ’énoncé. En effet, soit P un polynome homogene de degré 1
tel que P ¢ P;, pour tout i et soit K = (0) : P 'idéal de A annulant P. Alors K est un A-module
irrelevant, i.e. K; = (0) pour [ >> 0. Les suites exactes

0— Kl—l —>Al_1 £>Al — (A/PA)Z —0

démontrent alors (i).
(ii) est une conséquence immédiate du Théoreme de Bertini.

Corollaire 28.14 : Soient V' un sous-schéma de dimension d de P, et Hy, ..., Hy des hyperplans de
P, suffisement générauzx. Alors :

(1) Le degré du groupe de points V N P est égal ¢ d°(V).

(11) Si V est un schéma réduit et si les hyperplans H;, le groupe de points VNP consiste de d°(V)
points distincts.

Définition 28.15 : Soient V et V' deux sous-schémas fermés de P,. Nous dirons que V et V' se
coupent (ou s’intersectent) proprement si pour toutes composantes irréductibles V; de Vet V] de V'
on a dim(V; NV]) = dimV; + dimV] —n (le sous-schéma vide a toutes les dimensions).

On a enfin la conséquence immédiate suivante du Théoreme de Bézout.

Théoréme 28.16 : Soient X et X' sont deuxr sous-schémas fermés de P, tels que dim(X) +
dim(X') = n, et d’intersection propre. Si pour tout point x de X N X' les anneauz locaur Ox , et
Ox' sont de Cohen-Macaulay, on a d°(X N X') = d°(X).d°(X").

28.4 Genre virtuel des groupes de points plans.

Théoreme 28.17 : Soit C' une courbe plane réduite et irréductible de degré s. Siv Z est un groupe
de points de degré d contenu dans C, on a

g(Z) <1+ [dd+s(s—4))—r(s—7r)(s—1)]/2s
ot d = st—r avec 0 < r < s. De plus g,(Z) =1+ [d(d+ s(s —4))]/2s si et seulement si Z est

Uintersection compléte de C et d’une courbe de degré t = d/s du plan.

Démonstration :
Soit A = C[Xy, X1, Xo]/(F) = C|xg, 21, 5] 'anneau gradué de C'. On peut supposer que le point
(0,0,1) n’est pas dans C. Nous allons étudier la projection, de centre (0,0,1), de C' sur P;.

Comme F = X5 + a1(Xo, X1)X5 ' + ..., Panneau A est entier sur 'anneau de polynomes & deux

.....

base formée d’éléments homogenes. On a donc A ~ @p<;sS[—1].
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Soit maintenant B ’anneau relevant de Z. C’est un quotient de A et un S-module gradué de type
fini. Comme profs(B) =1, on a dps(B) = 1. Donc le noyau de I’application surjective A — B, i.e.
le quotient de I'idéal relevant I de Z par (F'), est un S-module libre gradué. Il est nécessairement de
rang s (car B est un S-module de dimension 1, donc de torsion), ¢’est a dire de la forme Go<;<sS[—n;].
Finalement, on a une suite exacte :

0— @OSKSS[_?%] — @o§i<85[—i] — B — 0.

Elle démontre rg(B,) = ZOSKS[rg(Sr,Z-) —1g(Sp—n,)] = 20§i<s[(r —i+ 1)y — (r—mn; +1)4], pour
tout  (ou (.)4 est la partie positive).

Comme rg(B,) = d pour r assez grand, on en déduit d = >, (n; —i). Ceci peut s’interpréter de la
maniere suivante : Le déterminant de application de S-modules libres @o<;<sS[—n;] — Bo<icsS[—1]
est 'équation de la projection de Z dans P;.

Lemme 28.18 : Les entiers n; forment un ensemble connexe, i.e. sing < ny < ... < ng_q1 alors
N1 < n;+ 1 pouri > 0.

Démonstration du Lemme :

Notons J = I/(F') 'idéal gradué de Z dans A. Comme J ~ @g<;<sS[—n;], il existe dans J des
éléments o, ..., ys—1 de degrés respectifs ng, ...,ns,_1; engendrant J comme S-module. D’autre part,
comme J est un idéal de A, I’élément x5 opere dans J. Supposons n, > n,_; + 1. On a pour
1=20,...,r — 1 des relations

Toli = Qi oYo + Qi 1Y1 + -+ Qs 1Ys—1

avec a;; € S et d%a; ; +n; = n; + 1, donc d°a; ; < 0 pour j > r, ce qui implique a; ; = 0 pour j > r.
On en déduit que le déterminant de la matrice z2/d, — (a; j)o<ij<r—1, & coeflicients dans A, annule
y; pour 1 = 0,...,r — 1. Comme A est un anneau integre, ce déterminant est nul, donc le polynome
det(Xold, — (a;;)) est un multiple de F. Ceci implique r > s et le Lemme est démontré.

Revenons a la démonstration du Théoreme et introduisons la suite d’entiers m; = t 4+ ¢ pour
i<s—retm;=t+i—1lpouri>s—r. Ona .. (m;—1i)=d Posons

w =Y [(I—i+1)p—(—m+1),].

0<i<s

Nous allons montrer rg(B;) < w; pour [ > 1 et en déduire le Théoréme.

Pour cela, remarquons qu’il existe un entier k, avec 0 < k < s — 1, tel que n; > m; pour ¢ < k et
n; < m; pour j > k. En effet, on a d'une part m;; = m; + 1 sauf pour au plus un 7 et d’autre part
niy1 < n; + 1, donc n; < m; implique n; < m; pour j > i. Ceci démontre bien l'existence d'un tel
k.

On en déduit que (I —n; + 1)y — (I — m; + 1) est négatif pour i < k et positif pour ¢ > k. Ceci
implique que la suite (rg(B;) — w;);>0 est d’abord décroissante et ensuite croissante. Mais comme
pour [ assez grand rg(B;) — w; = Y., ,(m; — n;) = 0, ceci entraine rg(5;) — w; < 0 pour tout /.
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Rappelons que g,(Z) = >,.(d —r9(B;))+. On a donc g,(Z) < >, o(d — w;)4. Il reste a vérifier
que cette somme est 1 + [d(d + s(s —4)) —r(s —r)(s — 1)]/2s, cet exercice est laissé au lecteur.

Enfin, considérons le cas ¢,(Z) = 1+ [d(d + s(s —4))]/2s. Dans ce cas r = 0 et my = d/s. Revenant
a la démonstration, on a rg(B;) = w; pour tout { > 1. On en déduit immédiatement n; = m; pour
tout 7. En particulier ng = d/s. Mais la résolution

00— @Ogi<33[_ni] — EBO§1<SS[_Z] — B — 0

montre qu'il existe un élément non nul >, b;zh de A, de degré d/s, dont I'image dans B est 0.
Autrement dit, le polynome G = 3 _,_. b; X% n’est pas divisible par F et Z est contenu dans le
groupe de points C'N V(G). Mais d’apres le Théoreme de Bezout ce groupe de points a degré d. 11
est donc égal a Z d’apres la Proposition 28.12.
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Chapter 29

Diviseurs. Groupe de Picard.

Diviseurs de Weil.
Dans cette section X sera toujours un schéma connexe et normal (c’est a dire dont tous les
anneaux locaux sont intégralement clos, i.e. normaux).

Définition 29.1 : Une sous-variété de codimension 1 de X est un diviseur de Weil irréductible de
X.

Un diwviseur de Weil de X est une combinaison, a coefficients entiers, de diviseurs irréductibles
de X. Si les coefficients sont tous positifs, on dit que le diviseur est effectif ou positif.

On note Divy (X) le groupe des diviseurs de Weil de X .

Exemples :

(i) Si X est un schéma affine d’anneau de fonctions A, le groupe des diviseurs de Weil de X est
donc le groupe abélien libre engendré par les idéaux premiers de hauteur 1 de I'anneau intégralement
clos A.

(ii) Dans l'espace projectif, il est clair que le groupe des diviseurs de Weil est le groupe libre
engendré par les hypersurfaces irréductibles. Si Y; = V/(F;) sont des hypersurfaces irréductibles et
si D=3, ;nY;est un diviseur positif, on lui associe 'hypersurface V(F{"...F}"). Ceci définit
évidemment une bijection entre les diviseurs positifs et les hypersurfaces de I'espace projectif.

Définition 29.2 : Soit Z un sous-schéma fermé de X. Soit Y un diviseur de Weil irréductible de
X. 81 U; est un ouvert affine de X tel que U; NY; est dense dans Y;, soit P; l’idéal premier de
A; = T'(U;, Ox) vérifiant V(P;) = U; NY;. Soit alors T l'idéal de A; tel que Z NU; = V(I). On
appelle multiplicité de Z le long de Y, et on note ey (Z), la longueur [((A;/Z)p,).

Le Lecteur doit bien sur vérifier que la multiplicité ey (Z) ne dépend que de Z et Y.

Théoreme 29.3 : Si Z est un sous-schéma fermé strict de X, les diviseur de Weil irréductible Y
de X tels que ey (Z) # 0 sont en nombre fini.

C’est la décomposition primaire bien comprise puisque ey (Z) # 0 si et seulement si Y C Z.

Définition 29.4 : Un sous-schéma fermé Z de X est de pure codimension 1 si pour tout ouvert
affine U de X les idéaux premiers associés au quotient I'(UN Z,0y) de U'anneau I'(U, Ox) sont tous
de hauteur 1.
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Remarque : Il suffit, comme toujours, de considérer un recouvrement affine de X.

Théoreme 29.5 : L'application Z — ) v ey(Z)Y, ot la somme est prise sur l'ensemble des di-
viseurs irréductibles de X, entre les sous-schémas de pure codimension 1 de X et [’ensemble des
diviseurs de Weil positifs est bijective.

Démonstration :

L’application est évidemment surjective. Pour montrer qu’elle est injective, comme Z est déterminé
par les ouverts Z N U pour tout ouvert affine U, il suffit de le vérifier lorsque X est affine. Mais si
A est un anneau normal et Z un idéal de A ne contenant que des idéaux premiers de hauteur 1 dans
sa décomposition primaire, on a Z = N(ANZAp), pour ht(P) = 1.

Comme ht(P) = 1, 'anneau Ap est un anneau de valuation discrete. Il est clair que ZAp = P Ap
ou lp =I(Ap/ZAp). Donc

IT=n(ANPPAp) ,pour ht(P)=1,

et le Théoreme est démontré.

Dans la suite de ce texte nous confondrons souvent, par abus de langage, un diviseur effectif de
Weil avec le sous-schéma fermé (de pure codimension 1) qui lui correspond.

Soit Y est un diviseur irréductible de X. Si U est un ouvert affine d’anneau de fonctions A, tel
que U NY est dense dans Y et si P est I'idéal premier de Y NU dans A, nous avons vu que ’anneau
de valuation discrete Ap ne dépendait que de Y.

Définition 29.6 : vy est la valuation discréte associée au diviseur de Weil irréductible Y de X.

Proposition 29.7 : Si f est une fonction rationnelle non nulle sur X, l’ensemble des diviseurs
irréductibles Y tels que vy (f) # 0 est fini.

L’énoncé est en fait local et presque évident :

Proposition 29.8 : Soient A un anneau normal et f un élément non nul du corps des fractions de
A. L’ensemble des idéaux premiers P de hauteur 1 de A tels que f n’est pas une unité de Ap est

fini.

En effet, si f = a/b, ou a,b € A, cet ensemble est contenu dans ’ensemble des idéaux premiers
de hauteur 1 contenant a ou b.

Nous pouvons donc donner la définition suivante :

Définition 29.9 : Si f est une fonction rationnelle sur X, on appelle diviseur de f, et on note
div(f), la somme =Y v vy (f)Y ( prise sur Uensemble des diviseurs irréductibles de X ).

Si K(X) est le corps des fonctions rationnelles sur X, on a évidemment la propriété suivante :

Proposition 29.10 : L’application div(.) : K(X)* — Divy (X) est un homomorphisme de groupes.
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Définition 29.11 : Un élément de div(K(X)*) est un diviseur principal. Deux diviseurs D et D’
tels que D — D" € div(K(X)*) sont linéairement équivalents. Le groupe Divy (X)/div(K(X)*) est
le groupe Cly (X) des classes de diviseurs de Weil de X .

Théoréme 29.12 : Si X est un schéma affine d’anneau de fonctions A, le groupe des classes de
diviseurs de Weil de X est nul si et seulement si A est factoriel.

Démonstration :
Soient P un idéal premier de hauteur 1 de A et f un élément du corps des fractions de A. On a
P = fAsi et seulement si vy (f) =1 pour Y = V(P) et vy (f) =0 pour Y # V(P).

Diviseurs de P,,.

Nous savons que tout diviseur irréductible Y sur P,, est de la forme Y = V(F) ou F est un
polynome irréductible homogene en n + 1 variables. Posons d°Y = d°F.

Définition 29.13 : Si D =, ;Y; est un diviseur de P, on pose d°D =Y, 1;d°(Y;).

Théoréme 29.14 : Lapplication d°(.) : Divy (P,) — Z est un homomorphisme surjectif de groupes
dont le noyau est le sous-groupe des diviseurs principau.

Démonstration :

Un diviseur D est de degré 0 si et seulement si D = D' — D" ou D’ et D” sont deux diviseurs
effectifs de méme degré.

Si D' =Y,1Y; et D" =Y. m;Z; avec Y; = V(F) et Z; = V(G;), on a d°([[ F)') = d°([]G}").
Alors f = ([TF" /(1 G;nj ) est une fonctions rationnelle sur P, telle que div(f) = D.

Réciproquement si f est une fonction sur P, il existe des polynomes homogenes, de méme degré,
F et G tels que f = F/G, donc d°(div(f)) = 0.

Corollaire 29.15 : L’application d°(.) induit un isomorphisme Cly (P,,) ~ Z.

Diviseurs de Weil d’une courbe projective.

Rappelons qu'une courbe est normale si et seulement si elle est lisse. Un diviseur de Weil
irréductible sur une courbe C' est un point P de cette courbe. Si D = ) .[;F, est un diviseur
de C nous poserons d"D =Y. 1;. Un point est donc un diviseur de degré 1.

Théoréme 29.16 : L application d° : Divy (C) — Z se factorise a travers Cly (C).

Démonstration :

Considérons un plongement projectif C' C P,. Si f est une fonction rationnelle sur C, il existe
des polynémes P et (), de méme degré, tels que f = p/q, ot p et ¢ sont les fonctions de méme degré
induitent sur C'. Les groupes de points D = V(P)NC et D' = V(Q) N C sont alors des diviseurs
effectifs de C' et on a div(f) = D — D’. Comme d’apres le Théoreme de Bézout les groupes de points
D et D’ ont méme degré, on a d°(div(f)) = 0.

L’énoncé suivant montre que le noyau de cette application peut étre beaucoup plus grand que le
sous-groupe des diviseurs principaux.
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Théoreme 29.17 : Si deux points distincts x et y d’une courbe lisse projective sont linéairement
équivalents cette courbe est isomorphe a Py. Réciproquement, deux points de P sont équivalents.

Démonstration (rédaction remise a plus tard):

Diviseurs de Cartier.

Définition 29.18 : Soit D un diviseur de Weil d’un schéma normal X. On dit que D est un
diviseur de Cartier de X s’il existe un recouvrement ouvert affine U; de X tel que pour tout i le
diviseur D NU; de U; est principal.

Autrement dit, un diviseur de Cartier est un diviseur de Weil localement principal. En fait il est
naturel de définir les diviseurs de Cartier en toute généralité, c’est a dire sur tous schémas.

Définition 29.19 : Un représentant d’un diviseur de Cartier sur un schéma X est la donnée d’un
recouvrement affine U; de X et pour tout v d’un élément régulier f; de I’anneau total des fractions de
lanneav des fonctions de U; tels que pour tous i,j et pour tout ouvert affine V- C U; N U; ’élément
fi/ f; soit une unité de l'anneau des fonctions définies sur V.

Deuz représentants (U, f;) et (U], f]) représentent le méme diviseur de Cartier si pour tous i, et
pour tout ouvert affine V-.C U; N U] lélément f;/f] est une unité de l'anneau des fonctions définies
sur V.

Définition 29.20 : Un diviseur de Cartier représenté par (Us, f; ') avec f; € T'(Uy, Ox) pour tout i
est effectif.

Il est clair que tout représentant d’un diviseur de Cartier effectif a alors cette propriété car-
actéristique. Dans le cas ou X est normal, un diviseur de Cartier est effectif si et seulement si le
diviseur de Weil qu’il définit est effectif.

Remarques :

(i) Par abus de langage nous confondrons souvent le diviseur de Cartier effectif D représenté par
(Us, f;71) ot fi € I'(U;, Ox) avec le sous-schéma fermé (noté D aussi) de X de pure codimension 1
dont le faisceau d’idéaux Ip,x est défini par I'(U;, Ip,x) = f;I'(U;, Ox). Nous écrirons, toujours par
abus de langage, Op pour le faisceau structural de ce sous-schéma. On a alors

(ii) Attention, on n’obtient pas ainsi tous les sous-schémas de pure codimension 1, mais seulement
ceux dont le faisceau d’idéaux est localement libre (nécessairement de rang 1).

Comme les diviseurs de Weil, les diviseurs de Cartier sont munis d’une structure de groupe
commutatif. Bien stur, dans le cas d'un schéma normal X le groupe Divc(X) des diviseurs de
Cartier est un sous-groupe de Divy (X).

Soient D et D’ deux diviseurs de Cartier. On peut clairement trouver un recouvrement affine (U;)
de X et des représentants (U, f;) et (Ui, g;) de D et D'. Le diviseur de Cartier D + D’ est alors le
diviseur représenté par (U;, fig;). L’élément unité pour cette opération (commutative) est représenté
par (X, 1). Un diviseur de Cartier ayant un représentant de la forme (X, f) sera encore un diviseur
principal (de Cartier comme de Weil).
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Théoreme 29.21 :

(i) Les diviseurs de Cartier de X forment un groupe. Si X est normal c¢’est un sous-groupe du
groupe des diviseurs de Weil de X contenant le sous-groupe des diviseurs principaut.

(ii) Le groupe des diviseurs de Cartier de X est égal au groupe des diviseurs de Weil si et seulement
si les anneaux locaux des points de X sont factoriels.

Démonstration :

(i) est essentiellement clair.

Pour (ii), supposons d’abord que tout diviseur de Weil est de Cartier.

Soient x un point de X et P un idéal premier de hauteur 1 de Ox,. Si Y est le diviseur
irréductible correspondant a P, il existe un voisinage ouvert affine U de x et une fonction f sur U
tels que div(f) =Y NU. Mais si si A est 'anneau des fonctions définies sur U et Q l'idéal premier
de A dont le localisé est P, ceci exprime que I'élément f du corps des fractions de A est contenu
dans A et vérifie Q = fA. A fortiori f € Ox, et fOx, = P. Donc tout idéal premier de hauteur 1
de Ox, est principal et cet anneau est factoriel.

Réciproquement, supposons que Ox , est factoriel pour tout z € X.

Soit Y un diviseur irréductible de Weil de X. Montrons que pour tout point x € X il existe un
voisinage ouvert affine U de x tel que Y N U est un diviseur principal de U. Si x ¢ Y, il existe un
voisinage ouvert affine U de z tel que Y NU =0 et on a div(l) =Y NU. Siz €Y, soient P, I'idéal
premier de hauteur 1 de Ox , correspondant a Y et f, € Ox, un élément tel que P, = f,Ox,. Mais
f= est une fonction rationnelle sur X. Il existe des diviseurs irréductibles (Y;);=1 ., distincts de Y et
voisinage ouvert affine U de x tel que U N Y, = () pour i = 1,...,7 et il est clair que dans le groupe
des diviseur s de U on a div(f,) =Y NU. Le Théoréme est démontré.

Définition 29.22 : Le groupe quotient du groupe Div(X) des diviseurs de Cartier par le sous-groupe
des diviseurs principauz est le groupe Clo(X) des classes de diviseurs de Cartier.

Exemples :
(i) Soit Z une sous-variété fermée de P,,. Si S est une hypersurface de P,, ne contenant pas Z,
le sous-schéma fermé S N Z de Z est un diviseur de Cartier effectif de Z.
En effet, si S = V(F), ou F(Xo, ..., X,) est un polynéme homogene de degré r, le faisceau d’idéaux
I(sz)/z vérifie
D(D(Xi) N 2, Lisnz)/z) = (F/X)T(D(Xi) N Z, Oz),

ou (F/XT) est la fonction sur Z induite par (F/X7). Comme Z est une variété, il est clair que

(F/XT) est, pour tout ¢, un élément régulier de 'anneau I'(D(X;) N Z, O), donc SN Z est le diviseur
de Cartier effectif représenté par (D(X;) N Z, (X! /F)).

Si S” = V(F’) est une autre hypersurface de degré r de P, ne contenant pas Z, le diviseur
de Cartier (SN Z) — (S'NZ) de Z est représenté par (Z,(F'/F)), donc est principal. Autrement
dit, les diviseurs effectifs (SN Z) et (SN Z) sont linéairement équivalents. Comme, pour r > 0, il
existe toujours une hypersurface de degré r coupant proprement Z, nous avons décrit une application
Cle(P,,) — Clo(Z) qui est évidemment un homomorphisme de groupes.

(ii) Plus généralement, soit Z un sous-schéma fermé de P, (que nous ne supposons ni réduit ni

irréductible). Si S = V(F) est une hypersurface de P,, ne contenant aucune composante irréductible
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(éventuellement immergée) de Z, le sous-schéma fermé SN Z de Z est un diviseur de Cartier effectif
de Z. En effet, le faisceau d’idéaux I(gnz)/z vérifie

T(D(X;) N Z, Lisnzyz) = (F/XDT(D(X;) N Z,0y).

Comme (F'/X]) est encore, pour tout 4, un élément régulier de 'annecau I'(D(X;)NZ, Oz), le sous-
schéma SNZ de Z est le diviseur de Cartier représenté par (D(X;)NZ), (X[ /F)). Il est tout aussi clair
que dans le cas précédent qu’'on a ainsi défini un homomorphisme de groupes Cla(P,,) — Clo(Z2).

Soulignons enfin le Corollaire évident suivant du Théoreme 29.21 :

Corollaire 29.23 : Si X est une variété lisse, on a Dive(X) = Divy (X) et Clo(X) = Clw(X).
On notera le premier Div(X) et le second Cl(X).

Diviseurs de Cartier d’une courbe projective.

Dans ce chapitre, comme dans la suite, nous dirons courbe projective pour un sous-schéma fermé,
équidimensionnel de dimension 1 et sans composante immergée, d’'un espace projectif (cette termi-
nologie semblera abusive a beaucoup, mais je ne vois rien de mieux!).

Tout diviseur sur une courbe projective lisse a un degré qui comme nous l’avons vu ne dépend
que de sa classe d’équivalence linéaire. Sur une courbe projective non lisse, il n’y a plus de diviseurs
de Weil mais uniquement des diviseurs de Cartier. Remarquons d’abord qu’on peut encore définir le
degré d’un tel diviseur (bien entendu d’'une maniere compatible avec le cas ou C est lisse).

Définition 29.24 : St D est un diviseur de Cartier effectif d’une courbe projective C', on appelle
degré de D et on note d°D le degré du sous-schéma D, de dimension 0, de C.
Si Dy et Dy sont deux diviseurs de Cartier effectifs de C, on pose d°(Dy — Dy) = d°Dy — d°Ds.

On vérifie, comme dans le cas des diviseurs de Weil, que deux diviseurs de Cartier linéairement
équivalents ont mémes degrés. On a donc 1’énoncé suivant :

Théoréme 29.25 : L ’homomorphisme de groupes d°(.) : Dive(C) — Z se factorise par Cla(C).

Groupe de Picard.

Théoreme 29.26 : Les classes d’isomorphismes de faisceaux inversibles sur un schéma X, munis
de l'opération produit tensoriel, forment un groupe commutatif appelé groupe de Picard de X et noté

Pic(X).

Il est clair que si £ et £’ sont deux faisceaux inversibles sur X, alors £ ® L’ est aussi un faisceau

inversible sur X et il existe un isomorphisme naturel £L® L' ~ £'® L. D’autre part, Homo, (£, Ox)

est aussi un faisceau inversible sur X et il existe un isomorphisme naturel £L& Homo, (£, 0x) ~ Ox.
On a alors la remarque évidente suivante :
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Théoréme 29.27 : Sinw: Z — X est un morphisme de schémas, lapplication L — 7L de Pic(X)
dans Pic(Z) est un homomorphisme de groupes.

Montrons maintenant que pour les schémas que nous étudions il y a une identification naturelle
entre le groupe des classes de diviseurs de cartier et le groupe de Picard.

Théoréme 29.28 : [l existe un homomorphisme injectif naturel du groupe Clc(X) des classes de
diviseurs de Cartier de X dans le groupe de Picard de X. Si X est projectif ou si X est une variété
cet homomorphisme est surjectif.

Démonstration :

Soit (U;, f;) un représentant d'un diviseur de Cartier D de X. Associons lui le faisceau inversible,
noté Ox (D) ou O(D), défini par T'(U;, O(D)) = f; 1(T'(U;, Ox)). Tl est clair que ce faisceau inversible
ne dépend pas du représentant de D choisi, ce qui justifie la notation O(D), et que I'application
Dive(X) — Pic(X) ainsi définie est un homomorphisme de groupes. Il est tout aussi clair que si

D = (X, f) est un diviseur principal, on a un isomorphisme O(D) L Ox, donc 'homomorphisme se
factorise a travers C'Lo(X). De plus si b : Ox ~ O(D), le diviseur D est représenté par (X, h(1)™1),
donc il est principal.

Montrons que cet homomorphisme est surjectif lorsque X est projectif et repoussons a plus tard
le cas (sans difficultés) ou X est une variété. Choisissons un plongement projectif de X, donc un
faisceau inversible tres ample Ox(1). Si £ est un faisceau inversible sur X, nous savons que pour
n >> 0, les faisceaux inversibles £(n) et Ox(n) sont engendrés par leurs sections. Il suffit donc de
prouver que si £ est engendré par ses sections il est dans I'image de Clo(X).

Définition 29.29 : Une section s € I'(X, L) d’un faisceau inversible L sur un schéma X est dite
régulicre si ’homomorphisme induit Ox = L de faisceauz inversibles est injectif.

Deuzx sections réguliéres s et s’ de L sont équivalentes s’il existe une unité u € I'(X,Ox) telle
que §'(1) = s(u).

Remarque : Sur une variété, toute section non nulle d'un faisceau inversible est évidemment réguliere.

Un lemme d’évitement élémentaire démontre la Proposition qui suit :

Proposition 29.30 : Si sg, ..., s, € ['(X, L) engendrent L, il existe un ouvert dense U de P, tel que
pour tout (ag, ..,a,) € U la section Y a;s; € I'(X, L) est réguliére.

Le Théoreme 29.28 est alors une conséquence immédiate du résultat plus précis suivant :

Théoréme 29.31 : Soient L un faisceau inversible et s € I'(X, L) une section réguliere .

(i) L’application Homo, (L, Ox) L Ox transposée de Uapplication Ox > L est injective.

(i1) Si (U;) est un recouvrement affine de X tel que T'(U;, L) est un I'(U;, Ox)-module libre de
rang 1 pour tout i. Si f; € I'(U;, Ox) est un générateur (nécessairement réqulier) de l’idéal principal
mmage de

D(U;, Homo, (£, 0x)) = T(U;, Ox),

alors le diviseur de Cartier effectif D représenté par (Ui, fi1) vérifie L ~ Ox (D).
(i11) La correspondance ainsi définie entre les classes d’équivalence de sections régquliéres de L et
les diviseurs de Cartier effectifs D tels que L ~ Ox (D) est bijective.



268 CHAPTER 29. DIVISEURS. GROUPE DE PICARD.

Démonstration :
Pour (i), soit U un ouvert affine tel que L = I'(U, £) est un module libre de rang 1 sur I'anneau
A =T(U,Ox). Alors la transposée d’une application injective A — L ~ A est évidemment injective.
Pour (ii), les isomorphismes I'(U;, Homo, (L, Ox)) ~ f;I'(U;, Ox) induisent I'isomorphisme

Pour (iii), il reste a prouver que Iapplication est surjective. Mais si L ~ Ox(D) ou D est
un diviseur de Cartier effectif, considérons un représentant (U;, f;) de D. Comme f; € I'(U;, Ox)
les applications injectives naturelles I'(U;, Ox) — f; 'T'(Us;, Ox) induisent une application injective
Ox — Ox(D) ~ L et I'image s € I'(X, £) de 1 est la section réguliere de £ cherchée.

Définition 29.32 : Le diviseur effectif associé a une section réquliére de L est appelé schéma (ou
diviseur) des zéros de cette section.

Définition 29.33 : On notera Ox (D) le faisceau inversible associé a un diviseur de Cartier D sur
un schéma X.

Résumons un certain nombre d’informations dans ’énoncé suivant :

Théoreme 29.34 : Si X est un schéma lisse, on a des isomorphismes naturels de groupes
Clw(X) ~ Cle(X) ~ Pic(X).

St D est un sous-schéma de pure codimension 1 de X, i.e. un diviseur effectif de X, il y a une corre-
spondance bijective entre l’ensemble des diviseurs effectifs équivalents a D et les classes d’équivalence
de sections de Ox (D).

Systemes linéaires.

Définition 29.35 : Un systéme linéaire sur un schéma X est la donnée d’un faisceau inversible L
et d’un C-espace vectoriel de rang fini V C I'(X, L£).

SiV =T(X, L), on dit que le systéme linéaire est complet.

On dit que le systeme linéaire est sans point base s’il existe un morphisme w: X C P, tel que

L=7"0p, (1) et V=Im[(P,,Op, (1) — (X, L).

St de plus le morphisme m est un plongement de X dans P, on dit que le systeme linéaire est
trés ample.

Lorsque X est une variété, nous avons vu que si (sq,...,s,) est une base de V nous pouvons
associé a tout point (ay, ..., a,) € P, le diviseur des zéros de la section ) a;s;. On dit que ce diviseur
appartient au systeme linéaire.

Si de plus le systéme linéaire V' est tres ample, le diviseur des zéros de la section ) a;s; est la
section de X par ’hyperplan de P,, d’équation > a;X;. Les diviseurs du systéme linéaire sont donc
les sections hyperplanes de X.
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Lorsque X n’est pas une variété, une section peut ne pas étre réguliere, donc seul les points
d’un ouvert (éventuellement vide) de P, définissent un diviseur des zéros appartenant au systeme
linéaire. Si le systeme linéaire est tres ample, c’est 'ouvert des hyperplans qui coupent proprement
X (un hyperplan peut contenir une composante irréductible ou le réduit d’une telle composante).
Les diviseurs du systeme linéaire sont les sections de X par les hyperplans qui coupent proprement

X.

Théoréme 29.36 : Soit V C I'(X, L) un systéme linéaire sur X.

(i) Pour qu’il soit engendré par ses sections, il faut et il suffit que pour tout point x de X,
Uapplication naturelle V- — T'(X, O, ® L) soit de rang 1

(ii) Pour qu’il soit trés ample, il faut et il suffit que pour tout groupe Z de points de X, de degré
2, Uapplication naturelle V. — T'(X,0, ® L) soit de rang 2 (autrement dit, que le systeme linéaire
sépare les points, éventuellement non distincts).

Démonstration :

L’application V' — I'(X,0, ® L) est de rang 1 si et seulement si il existe une section de L
engendrant £ en x, ce qui démontre (i).

Pour (ii), supposons d’abord que V' C I'(X, L) est tres ample. Posons £ = Ox(1). On peut
supposer que V = I'(P,,Op_(1)). 1l est clair que I'espace vectoriel des polynomes de degré 1 qui
s’annulent sur un sous-schéma de dimension 0 et de degré 2 de P, est de codimension 2 dans
(P, Op,(1)).

La démonstration de la réciproque est remise a plus tard.

Définition 29.37 : Un diviseur de Cartier D d’un schéma X est dit trés ample si le faisceau
inversible Ox (D) est trés ample.

Autrement dit, D est un diviseur (nécessairement effectif) trés ample de X s’il existe un plonge-
ment projectif X C P,, et un hyperplan H C P,, tel que H N X = D.

Théoréme 29.38 : Soient X un schéma projectif, V. C I'(X,L) et L et V' C I'(X, L") deux
systemes linéaires sur X .
Si V' est sans point base et si V' est trés ample, alors le systeme linéaire

Im[V®@cV') = T'(X,L®o, L) CT(X, Lo, L)
est tres ample.

Démonstration :
Soit m: X — P, (resp. i : X C P,,,) le morphisme (resp. le plongement) tel que

L=7"0p,(1)) et V=Im[[(P,,0p, (1) —T(X,L)]

(resp. L' =i*(Op, (1)) et V' = Im[[(P,,O0p, (1)) — T(X,L]).

SiS:P,®cPn — Puninim_1 est le plongement de Segre, considérons le morphisme composé

¢ = So(m,1) : X = Prminim-1-
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Il est clair que

Im[(V ®@c V') — T(X, L @0, L£)] = Im|[(Op ) = (X, £ @0, L)]-

nm+n+m—1

Il rest a démontrer que ¢ est un plongement de X dans P, 4 n1m—1, mais ceci est une conséquence
immédiate du Lemme évident suivant :

Lemme 29.39 : Soient A et B deux C-algébres de type fini. Si f : A — B/I est un homomorphisme
de A dans un quotient de B, [’homomorphisme composé

BocA"™) BesB/I - Bop B/l =B/I

est surjectif.

Corollaire 29.40 : Soit X un schéma projectif. St L est un faisceau inversible engendré par ses
sections et L' est un faisceau inversible trés ample, le faisceau inversible L ®o, L' est rés ample

C’est, évident.

Corollaire 29.41 : Soit X un schéma projectif. Soit D est un diviseur de Cartier de X. Si C est
un diwviseur de Cartier trés ample de X, alors pour n assez grand le diviseur D +nC' est trés ample.

Démonstration :

Posons L = Ox(D) et Ox(C) = Ox(1).

Si L est engendré par ses sections, on applique le Théoreme précédent aux systemes linéaires
complets I'(X, £) et I'(X, Ox(1)). Le premier est sans point base et le second tres ample.

Sis € I'(X, L) est la section dont D est le diviseur des zéros et t € I'(X, Ox(1)) est la section dont
C' est le diviseur des zéros, alors st est une section du faisceau inversible tres ample £ ®¢, Ox(1)
dont le diviseur des zéros est D + C.

Si L n’est pas engendré par ses sections, rappelons que d’apres le Corollaire 25.32 le faisceau
inversible £L®0, Ox(r) est engendré par ses sections pour » >> 0. Compte-tenu du cas précédent, on
sait que L&o, Ox(r+1) est treés ample. Le diviseur des zéros de la section st M I'(X, L&o, Ox (r+1))
est D+ (r+1)C. Le Corollaire est démontré.

Le "Moving Lemma” suivant est une conséquence immédiate mais importante de ce dernier
résultat.

Théoréme 29.42 : Soient D et D' deux diviseurs de Cartier sur un schéma projectif X. Il existe
des diviseurs effectifs E; et E} tels que E; et E; n'ont pas de composantes communes pour tout (,7)
et que D (resp. D') soit linéairement équivalent a une combinaison des E; (resp. E})

Démonstration :

Soit £ un faisceau inversible tres ample. Soient E; et E| deux diviseurs effectifs sans composantes
communes et sections de £. Soient n et n’ des entiers tels que les diviseurs D +nFE; et D'+ n'E} sont
tres amples. 1l existe Ey et EY des diviseurs effectifs sans composantes communes et respectivement
équivalents a D + nE) et D' + n'EY, ce qui démontre le Théoreme.
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Définition 29.43 : Soient E, ..., E, (resp. C, ..., Cy,) des diviseurs effectifs sur un schéma projectif
X, tels que pour tout (i,j) les sous-schemas E; et C; n’ont pas de composantes communes. Sily, ..., 1,
(resp. T1,...,7m) sont des entiers, on dit que les diviseurs D =Y . n;E; et D' = Zj m;C; sont sans
composantes communes.

Nous avons donc démontré (Théoreme 29.42) que si D et D’ sont des diviseurs de Cartier sur un
schéma projectif , il existe des diviseurs C' et C’ respectivement (linéairement) équivalents a D et D’
tels que C' et €’ sont sans composantes communes.
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Chapter 30

Genre d’une courbe projective.

Dans ce chapitre, comme toujours, nous utiliserons l’expression courbe projective pour un sous-
schéma fermé, équidimensionnel de dimension 1 et sans composante immergée, d’un espace projectif.
Si £ est un faisceau inversible sur une telle courbe, nous noterons d°(£) son degré, i.e. le degré d’un
diviseur de Cartier D tel que £ = O¢(D).

Remarque : Si C' une courbe de P,,, nous pouvons associer a ce plongement deux anneaux gradués.
D’une part 'anneau A = Clzy, ..., z,] du plongement, d’autre part 'anneau B = &,I'(C, O¢(r)).
D’apres le Corollaire 25.27, 'homomorphisme (homogene de degré 0) naturel A — B est injectif et
a son conoyau de longueur finie. Il en résulte clairement que ces deux anneaux gradués ont le méme
polynome de Hilbert.

Définition 30.1 : Ce polynome est le polynome de Hilbert du plongement de C' dans P,,.

Proposition 30.2 : Soient C' une courbe de P, et B = &,I'(C,0c(r)). Si L est un faisceau
inversible sur C' le B-module M = @®,I'(C, L(r)) est de type fini, et on a entre les polynomes de
Hilbert de M et de A la relation

Py = Pg+d°(L).

Démonstration de la Proposition :

M est un B-module gradué de type fini d’apres le Corollaire 25.27.

Considérons le faisceau inversible £ = Homo, (L, O¢). Nous savons que £7!(r) est engendré
par ses sections pour r >> 0. Une section réguliere s € T'(C, £7!(r)) induit une suite exacte

0— L(-r)— Oc — Op —0 (%)
ol D est le diviseur effectif des zéros de la section s. On a O(D) = L!(r), donc
d°D = rd°O¢(1) — d°(L) = rd°C — d°(L).
Mais la suite exacte (x) montre Pa(l) — Py(1) = d°D pour [ >> 0. Finalement on trouve
Py = Pap) — rd’C + d°(L) = Py + d°(L),
ce que nous voulions démontrer.

273
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Corollaire 30.3 : Il existe un faisceau cohérent we sur C' tel que

(Z) OC = Homoc(wc,wc),

(ii) rgc(T(C, L)) — rgc(T(C, Homo (L, we)) = d°L + Pp(0), pour tout faisceau inversible L sur
C
De plus, pour r >> 0 on a

(iii) rgc(T(C, L(r))) = d°(L(r)) + Pp(0).

Démonstration du Corollaire :

Comme C est de dimension 1, 'anneau B et le B-module M sont de dimension 2, donc de
Cohen-Macaulay d’apres le Corollaire 25.27. Nous savons qu’il existe un B-module gradué dualisant
DB' ~

Posons we = Dp. Comme B = Homp(Dg, D), on a en passant aux faisceaux cohérents associés

OC = HOmOC (wo,wc).
D’apres le Théoréme 22.23, on a Py (0) = {(My) — I(Homp(M, Dg)y), donc
Py (0) = rge(I'(C, £)) — rgc(I(C, Homo (£, w))),

ce qui démontre la premiere partie de notre énoncé compte tenu de la Proposition précédente.
Pour la deuxieme, il suffit de rappeler qu’on a I'(C, Homo.(L(r),wc)) = (0), pour r >> 0,
toujours d’apres le Corollaire 25.27.

Corollaire 30.4 : Soient C une courbe de P, et B = ®,I'(C,Oc(r)). Alors le terme constant
Pg(0) du polynome de Hilbert Pg du plongement de C' dans P, ne dépend que de C (et pas de ce
plongement).

Démonstration du Corollaire :
Considérons un autre plongement et B’ 'anneau gradué relevant associé. D’apres le Corollaire
précédent (ii), on a
rgc(D(C, Oc(r))) > d°(Oc(r)) + Ppi(0)

pour tout r. Mais d’apres le méme Corollaire (ii), on a
rgo(L(C, Oc(r))) = d*(Oc(r)) + Pp(0)

pour 7 >> 0. On en déduit Pg(0) > Pg/(0).
Inversant les roles, on démontre I'inégalité opposée Pp/(0) > Pg(0), donc 'égalité annoncée.
Nous pouvons donc donner maintenant la définition suivante :

Définition 30.5 : Si C' est une courbe projective, nous appellerons genre de C' le nombre g tel que
1 — g est le terme constant du polynome de Hilbert d’un plongement de C' dans un espace projectif.

Corollaire 30.6 : (Théoréme de Riemann-Roch) Soit C' une courbe projective de genre g.
(i) Il existe un faisceau cohérent we sur C, unique & isomorphisme pres, tel que

Oc¢ = Homo, (we,we)
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et que pour tout faisceau inversible L sur C, on a
rgc(T(C, L)) — rgc(T(C, Homo. (L,we))) = d°L+ 1 — g.

(i) Si we est un faisceau inversible, on a d’wo = 2g — 2.

(1ii) Si C est une variété, on a rgc(I'(C,we)) = g.

(iv) Si C est lisse et connexe, le faisceau we sur C' est inversible et dans ce cas :
a) Si L est un faisceau inversible sur C' tel que d°L > 2g —2 on a

rgc(T(C, L)) =d°L+1—g.
b) Si L est un faisceau inversible de degré 2g — 2 et non isomorphe 4 we, on a

rgc(T(C, L) =d°L+1—g=g—1.

Définition 30.7 : Un faisceau we vérifiant le Théoréme est appelé faisceau dualisant sur C.

Démonstration du Théoreme de Riemann-Roch :

L’existence d'un faisceau cohérent we sur C vérifiant (i) a déja été démontrée plus haut (Corollaire
30.3).

Nous ne démontrerons, pour 'instant, I'unicité que dans le cas ot C' est lisse et connexe.

Si we est inversible, on a en appliquant (i)

g—1=rgc(I'(C,we)) — rgc(I'(C, Homo,. (we,we))) = do(wo) +1—g.

On en déduit d°(we) = 29 — 2, ce qui démontre (ii).

Rappelons que si C' est une variété, on arge(I'(C, O¢)) = 1. Comme rgc(I'(C, O¢))—rgc(I'(Ciwe)) =
1 — g, (iii) est démontré.

Si C' est lisse et connexe, les anneaux locaux de C' sont réguliers de dimension 1, donc tout faisceau
cohérent sans torsion de rang 1 est inversible. Mais O¢c = Homg,. (we, we) montre que we est sans
torsion de rang 1, donc qu’il est inversible. .

Montrons maintenant I'unicité, a isomorphisme pres, de we. Soit wy, un autre faisceau inversible
dualisant.

Alors rgc(I'(C,wy)) = g implique rgc(Gamma(C, Home(wy,we))) = 1, compte tenu de (i).
Comme d°(w},) = 2g — 2, on a d°(Hom(w},wc)) = 0.

Enfin, d’apres le Théoreme 29.31, un faisceau inversible de degré 0 ayant une section non nulle
(nécessairement réguliere car C' est une variété) est le faisceau inversible associé au diviseur effectif
vide, donc Home(wg, we) =~ Oc, soit wi >~ we.

Si £ est un faisceau inversible sur C' tel que d°L > 2g —2, on a d°(Hom(L,w¢)) < 0. 1l en résulte
que Hom(L,we) n’a pas de section non nulle, d’apres le Théoreme 29.31, ce qui démontre (iv) a).

Mais si £ est un faisceau inversible sur C' tel que d°L = 2g — 2, on a d°(Hom(L,w¢)) = 0. Alors
si Hom(L,w¢) a une section non nulle (nécessairement réguliere), on a £ ~ we, ce qui démontre (iv)

b).
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Théoréme 30.8 : (Formule d’adjonction dans P3) Si C est une courbe tracée sur une surface
lisse S, de degré s, de P3, on a

wo =~ Os(C) ®Os 05(8 — 4) ®OS OC-

Démonstration :

Soit R = C[Xy, ..., X3] 'anneau gradué de P3. Si F' est une équation de la surface S, considérons
aussi V = R/(F) l'anneau gradué du plongement de S dans Ps.

Si B = ¢,I'(C,0¢(r)), rappelons que D = Ext%(B, R[—4]) est un B-module dualisant. Mais
Dy = Exth(V, R[—4]) ~ V[s—4] est un V-module dualisant. On en déduit que Ext{,(B,V[s—4]) est
un B-module dualisant. D’apres le Théoréme 22.24, on a un isomorphisme Dp ~ Ezti,(B, Vs —4]).
Il reste & démontrer que le faisceau cohérent associé au module gradué de type fini Exti, (B, V[s—4])
est 05(0) ®OS Oc(S - 4)

Pour cela considérons I l'idéal gradué de C' dans V. La suite exacte

0—-I—-V—-A—0
induit, en passant aux faisceaux cohérents associés, la suite exacte
0 — Og(—C) — Og — O¢ — 0. (%)
Appliquant le foncteur Homy (., V']s — 4]) & la premiere de ces suites, on trouve
0 — Homy(V,V[s —4]) — Homy (I, V[s — 4]) — Ext{,(A,V]s — 4]) — 0.
La suite exacte de faisceaux cohérents associés est
0 — Os(s — 4) — Homo, (Os(—C), Os(s — 4)) — Eat'(A, Vs — 4]) — 0,
soit

0— 05(—0) ®Os 05(0) ®Os OS(S — 4) — 05(0) ®OS 05(8 — 4) — E?L’t%/(B, V[S — 4]) — 0.

Il est clair que cette suite exacte est obtenue en appliquant le foncteur . ®p, Os(C) ®04 Os(s —4)
a la suite exacte (x). On a donc démontré

—_——

Exti, (A, Vs —4]) ~ O5(C) ®0, Oc(s — 4).
Pour conclure, il suffit de prouver
Exty,(B,V[s — 4]) ~ Exty, (A, Vs — 4]).
Pour cela rappelons que 'homomorphisme naturel, de degré 0,
A— @, I'(C,0c(r)) =B

est injective a conoyau K de longueurs finie (Corollaire 25.27 (ii)).
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Mais si N est un V-module de longeur finie, on a Exti,(N,V[s —4]) = 0 pour i < 3, d’apr$ le
Corollaire 21.16 car V est un anneau de Cohen-Macaulay de dimension 3 et V[s — 4] un V-module
libre. On a donc Ezti,(K,V[s —4]) = 0 pour i < 3.

On en déduit facilement Iisomorphisme annoncé Exzti,(B,V[s — 4]) ~ Exti,(A,V[s — 4]). La
formule d’adjonction pour les surfaces lisses de P3 est démontrée.

Exemples :
(i) Comme rgc(I'(P1,0p,(r))) = r + 1, le genre de Py est 0.

(ii) Soit Py ~ C C P, le plongement de P; dans P,, par le morphisme de Veronese. On vérifie
que rgc(L(C,Oc(r))) = rn+1, donc le degré de C' est n et son genre est bien 1 (comme nous venons
de le vérifier).

(iii) Si C' est une courbe plane de degré d, i.e. de la forme V(F) ou F(Xy, X7, Xs) est de degré
d, le genre de C est (d —1)(d —2)/2. Si R = C[Xj, X1, X5] cela se déduit de la suite exacte

0— R[-d| & R— R/(F) =0

qui démontre rgc(R/(F)),) =rd+1— (d —1)(d —2)/2 pour r > d — 3.

(iv) Si C est une courbe de Pj3 intersection complete de surfaces de degrés respectifs f et g, i.e. si
C =V(F,G)ou F et G sont des polynomes homogenes de C[Xy, ..., X3]| de degrés respectifs f et g, le
genre de C est 1+ fg(f+g—4)/2. Cela se déduit de la suite exacte suivante (ou R = C[Xj, ..., X3]) :

(%)

0—R—f—g] * — ' Rl-fleRl—g] ™ R— R/(F,G) 0.

qui démontre rgc((R/(F)),) =rfg— fg(f+g—4)/2 pour r > f+ g — 4.

Théoreme 30.9 : Si C est une courbe réduite et irréductible, i.e. une variété, alors le genre de C'
est positif.

Démonstration :
On a
rgc(I'(C, O¢)) —rge(I(Ciwe)) =1—9g

Rappelons que rgc(I'(C, O¢)) = 1, ce qui démontre 1’énoncé.

Théoreme 30.10 : Si C' est une courbe lisse et connexe de genre g, tout faisceau inversible de degré
> 29+ 1 est tres ample.

Démonstration :
C’est un conséquence du Théoreme 29.36 et de Riemann-Roch.
Soient £ un faisceau inversible et Z un groupe de points de degré 2 de C'. La suite exacte

0—>Oc(—Z)—>OC—>OZ—>O
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induit une nouvelle suite exacte
0— OC(—Z) ®0q L — Oc ®oe L— Oy R0c L —0.

Si d°(L) > 2g, on a d°(Oc(—Z) ®o. L) = d°(L) —2 > 29 — 2. Donc d’aprés le Théoréme de
Riemann-Roch
rgc(T'(C, £)) = rge((C, Oc(=2) ®o. L)) = 2.

La suite exacte
0—T(C,0c(—2) ®0. L) = T(C, L) = T(C,0z7 @0, L)

montre alors que l'application I'(C, £) — I'(C, Oz ®o,. L) est de rang 2. On en déduit que L est tres
ample par le Théoreme 29.36.

Corollaire 30.11 : Une courbe lisse et connexe de genre 0 est isomorphe a Pj.

Démonstration :
Soit L est un faisceau inversible de degré 1. Il est trés ample, d’apres le Théoreme précédent, et

on argc(l(C, L)) =2, d’apres le Théoreme de Riemann-Roch, donc il définit un isomorphisme avec
P,.

Corollaire 30.12 : Une courbe lisse et connexe de genre 1 est une cubique plane.

Démonstration :

Soit L est un faisceau inversible de degré 3. Il est trés ample, d’apres le Théoreme précédent, et
on a rgc(I'(C, £)) = 3, d’apres le Théoreme de Riemann-Roch, donc il définit un plongement dans
P,, évidemment de degré 3.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Corollaire 30.13 : Une courbe lisse et connexe de genre g se plonge dans Py avec le degré 2g+1.

Théoréme 30.14 (Théoréme de Castelnuovo) : Si C' est une courbe réduite et irréductible de
P, qui n’est pas contenue dans un hyperplan, alors

g(C) <t(d’(C) —1—(n—1)(t+1)/2)

ou t est la partie entiére de (d°(C) —1)/(n —1).

Comme nous allons le voir, cet énoncé est une conséquence directe du Corollaire 28.10 et du
résultat suivant, que nous admettrons pour I'instant, dia a Bertini (au moins en dimension 3) :

Lemme 30.15 (Lemme des trisécantes généralisé) : Soit C' une courbe réduite irréductible de
P, non contenue dans un hyperplan. Si H est un hyperplan général, le groupe de points C N H ne
contient pas, pourl < (n—1), de sous-groupe de points de degré 42 contenu dans un espace linéaire
de dimension .
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Démonstration du Théoreme :
Compte tenu de ce Lemme et du Corollaire 28.10, il suffit bien sur de prouver la majoration
suivante :

Proposition 30.16 : Soit C' une courbe de P,. Si H est un hyperplan coupant proprement C', le
genre de C' est magjoré par le genre virtuel du groupe de points C N H. De plus, si g(C) = g,(C N H)
lapplication

I'(P,,Op,(r)) — I'(C,Oc(r)) est surjective pour tout r, i.e. toute fonction de degré r définie sur C
est polynomiale.

Démonstration de la Proposition :
Considérons le diagramme commutatif suivant (ou K, E, et D, sont les conoyaux des fléches
naturelles) :

0 — I'(P,,0Op (r—1) & TP, 0p, (r) — T'(H,Ox(r)) = 0

! ! !
0 — D(CO0c(r—1) & T 0c(r) — TCNH Ocnpur) — K. — 0
! ! !
ET—I i ET - DT
! ! !
0 0 0

I1 démontre que pour tout 7 il y a une application surjective D, — K,.. On a donc rgc(K,) < rgc(D,).
De plus, comme rgc(I'(C' N H,Ocnp(r))) = d pour tout r, la seconde ligne de ce diagramme
prouve

rgc(I'(C, Oc(r))) = rge(I(C, Oc(r — 1)) = d — rgc (k).
Comme rgc(I'(C,O¢(r))) =rd+ 1 — g, pour r >> 0, on a

1 —g(C) =rgc(T(C,0c)) = ) rgc(K),

r>0

donc
9(C) =Y rgo(K,) +1—rge(T(C,Oc)).

Ceci implique évidemment

9(C) < rge(Dy) = g,(C N H).

En cas d’égalité, on a nécessairement rgc(I'(C, O¢)) = 1, donc Ey = 0, et rgc(K,) = rgc(D,) pour

tout r. L’application F,_ LR E, est alors un isomorphisme pour tout » > 1 ce qui démontre F, = 0
pour tout r > 0. D’autre part, il est facile de vérifier que I'(C, O¢) = C entraine I'(C, O¢(—1i)) = 0
pour 7 > 0.

Genre des courbes de Ps.
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Théoreme 30.17 : Si C est une courbe de degré d de Ps, contenue dans une surface réduite et
wrréductible S de degré s, on a

g(C) <1+ d(d+s(s—4)) —r(s—r)(s—1)]/2s,

ou 0<r<setd+r=0 modulo s.
De plus, g(C) =1+ [d(d + s(s — 4))]/2s si et seulement si C' est l'intersection compléte de S et
d’une surface de degré d/s.

Démonstration du Théoreme :
La majoration g(C) < 1+4[d(d+s(s—4))—r(s—7)(s—1)]/2s se déduit bien sir immédiatement du
Théoreme 28.17 et de la Proposition 30.16 si I'on veut bien admettre le résultat (classique) suivant.

Théoréme 30.18 (2°"¢ Théoréme de Bertini) : 5i S est une surface réduite et irréductible de
P, et H un hyperplan général, la courbe S N H est réduite et irréductible.

Remarque : Pour n = 3, cas dans lequel nous travaillons, si la surface est supposée normale c’est une
conséquence élémentaire du 1 Théoreme de Bertini. En effet, comme S est Ry, son lieu singulier
est fini, donc S N H est une courbe plane non-singuliere. Mais une telle courbe est nécessairement
une variété car si son équation homogene est décomposée, par exemple F'G, il est clair que les points
de V(F)NV(G) sont singuliers dans la courbe.

Revenons a la démonstration du Théoreme 30.17 et supposons maintenant
g(C) =1+ [d(d+ s(s —4))]/2s.

D’apres la Proposition 30.16, on a un diagramme commutatif :

0 0 0
} } l
0 — I,y i I, — J,
} } !
0 — T(P3,0p,(r—1) % I(Ps,0p,(r) —  D(HOx(r) — 0
} l !
0 — TI(C,0c(r—1)) & I 0c(r) — T(CNH Ocnu(r) — K, — 0
! ! !
0 0 — DT
l
0

ou [ (resp.J) est 'idéal gradué de C' (resp.C' N H) dans 'anneau gradué de P3 (resp.H).

L’application I, — J, est alors surjective pour tout r d’apres le diagramme du serpent. Mais nous
savons (Théoreme 28.17) que C'N H est l'intersection complete de S N H et d’une courbe plane de
degré t = d/s. L’élément correspondant de J; est la restriction d’un élément de I; qui est I’équation
d’une surface T' de degré t de P3. Comme SN H et T'N H se coupent proprement dans H, il est
clair que S et T se coupent proprement. Leur intersection est une courbe de degré st = d. Comme
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les polynomes définissant S et T' forment une suite réguliere dans C[Xj, ..., X3], cette courbe est
équidimensionelle et sans composante immergée. Elle contient C' et a méme degré que C. C’est donc
C d’apres la Proposition 28.12. Le Théoreme est démontré.

Genre d’une courbe réductible.

Théoreme 30.19 : Si C et Cy sont deux courbes de P,, sans composantes irréductibles communes,

alors g(Cy U Cy) = g(Cy) + g(Cy) — 1+ d°(Cy N Cy).
Démonstration :

Si I (resp. Iy) est unidéal gradué de C (resp.Cy) dans 'anneau de polynomes R = C[ Xy, ..., X,,],
cela se déduit de la suite exacte

0= R/(LNL)— R/ ®R/I, — R/(I, + I,) — 0

en rappelant que (I; N Iy) (resp.(I; + 1)) est un idéal gradué de Cy U Cy (resp.Cy N Cy).
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Chapter 31

Groupe numérique d’une surface non
singuliere. Le Théoreme de
Halphen-Noether-Lefschetz pour les
surfaces de Ps.

Dans cette section, S sera toujours une surface projective non singuliére et connexe (donc une variété).
Le groupe des classes de diviseurs de Cartier (ou de Weil) de S est donc naturellement isomorphe
a PicS. Si D est un diviseur, rappelons que nous notons Og(D) le faisceau inversible associé. Les
diviseurs effectifs de S sont les courbes de S. Si £ est un faisceau inversible sur S et si C' est une
courbe de S, il est clair que £ ®o4 O¢ est un faisceau inversible sur C' et qu’il a donc un degré que
nous noterons comme précédemment d°(L ®o, O¢).

Théoréme 31.1 : Si C et C' sont deux courbes de S sans composantes communes, on a
dO(C N Cl) = dO(OS(C/) Rog Oc) = dO(OS(C) RKog O/C)

Démonstration :
Considérons la suite exacte :

0— Os(—C) — Og — O¢ — 0.

Soit x € S. 1l existe f,, 0, € Og, tels que Oc, = Og,/f2O0s4 et Oy = Og4/9:05,. Si
x € CNC’, comme C et C' n’ont pas de composantes communes, ( f, g,) est une suite Og ,-réguliere,
done Tory**(O¢.s, Ocr ) = 0 pour tout z € S.

On en déduit une suite exacte :

0— Os(—C) Rog Oc' — Ocr — O¢ Rog Oc — 0.

Comme O¢ ®o, Ocr =~ Ocner, on a démontré que C'N C’ est le schéma des zéros d’une section
régulicre de O5(C) ®o4 Ocr, ce qui implique d°(C'NC") = d°(Os(C) ®o4 OF).
On démontre évidemment de maniére identique que d°(C'NC") = d°(Os(C") ®o4 Oc).

Forme bilinéaire d’intersection sur Pic(S)

283
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Définition 31.2 : Si E et E' sont deux diviseurs irréductibles de S, on appelle produit d’intersection
de E et E' et on note

E.E' = d°(0s(E) ®o, Ow) = d"(Os(E') @0, Op).

Remarques :

(i) Le Théoreme précédent autorise cette définition.

(i) SiE#FE,ona E.E' =d(ENFE).

(iii) E.E" ne dépend que des classes [E] et [E'] de E et E' dans Cla(S) = PicS. On peut donc
aussi écrire [E].[E'].

Définition 31.3 : Si D =), n;E; et D' =), m; L sont deuzr diviseurs de S, on pose
D.D' = nm;(E;.E}).
,J
Remarque : Il est clair que D.D’ ne dépend que des classes [D] et [D'] de D et D’ dans Cl¢(S) = PicS.

On peut donc aussi écrire [D].[D'].

On a bien évidemment 1’énoncé suivant :

Théoreme 31.4 : La forme d’intersection [D|x[D'] — [D].[D'] sur PicS est bilinéaire et symétrique.

Définition 31.5 : Deux diviseurs D et D' sont numériquement équivalents si [D — D'] est dans le
noyau de la forme d’intersection.

Le groupe des classes de diviseurs pour l’équivalence numérique est le groupe numérique de S,
noté Num.S.

Nous espérons démontrer plus loin le résultat suivant :
Théoréme 31.6 (Théoréme de Severi) : Le groupe numérique d’une surface non-singuliére est
de type fini.
Equivalences linéaires et numériques pour les surfaces de Pj.

Nous pouvons maintenant interpréter le Théoreme 30.17.
Théoréme 31.7 (Théoréme de Halphen-Noether-Lefschetz) : Soit S une surface non-singuliére
de P3. Soient E une section plane de S et [E]* lorthogonal a [E] dans PicS.

(i) La restriction de la forme d’intersection a [E]* est définie négative.

(ii) La forme d’intersection sur PicS est non-dégénérée.

(7ii) L’élément [E] n’est pas divisible dans PicS.

Montrons d’abord 1’énoncé suivant qui est une conséquence immédiate du Théoreme 30.8 :
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Théoréme 31.8 (La formule d’adjonction numérique dans P3) : Si C' est une courbe de degré
d tracée sur une surface non-singuliere S de degré s de P3 et si E est une section plane de S, on a

29(C) — 2 = [C.[C + (s — 4)E].

Démonstration :
D’apres la formule d’adjonction, on a

wo =~ OS(C) RKog Os(S - 4) RKog Oc¢c.

On en déduit d’une part que we est un faisceau inversible sur C' et d’autre part que ce faisceau
est de degré [C].[C + (s — 4)E]. Mais on sait ( Théoréme de Riemann-Roch) que lorsque we est un
faisceau inversible, il est de degré 2¢g(C') — 2, ce qui démontre ’adjonction numérique dans P3.

Démonstration du Théoreme de (H-N-L) :

Soit D un diviseur tel que [D] € [E]*. Nous savons que pour n assez grand le diviseur D +nFE est
tres ample. Donc il est linéairement équivalent a une courbe C'. Appliquant la formule d’adjonction
numérique, nous avons

29(0)—2 = [C].[C+(s—4)E] = [D+nE].[D4nE-+(s—4)E] = [D)*+(2n+s—4)[D][E]+n(n+s—4)[E]%.
Mais [D].[E] = 0 par hypothese. Utilisant le Théoréme 30.17 nous obtenons
[D? + n(n+s—4)[E]* < d(0)(d°(C) + s(s — 4))/s.
De plus [E]? = 5 et d°(C) = [E].[D 4+ nE] = n|E]* = ns, donc nous trouvons
[DP +n(n+s—4)s < ns(ns+ s(s —4))/s = ns(n + s — 4).

Ceci démontre [D]? < 0. La forme est négative.

D’apres la deuxieme partie du Théoreme 30.17, ’égalité a lieu si et seulement si C' est intersection
compléete de S et d'une surface de degré n, i.e. si [C] = n[E]. Nous avons donc prouvé que [D]* = 0
si et seulement si [D] 4+ n|[E] = n[E], soit [D] = 0 ce qui démontre (i).

Il est clair que (ii) est une conséquence de (i) puisque si D est dans le noyau de la forme
d’intersection alors [D] € [E]*.

Pour prouver (iii), supposons [E] = I[E’]. Soient m un entier tel que E' + mE est tres ample et
C une courbe telle que [C] = [E' +mE]. On a

d°(C) = [E' + mE).[E] = s(m + (1/1)).

D’apres la formule d’adjonction numérique, nous avons
29(C) =2 =[C).[C+ (s —4)E] = [E'+ mE].[E'+ (m+s—4)E] = (1/1) + m)((1/1) + m + s — 4)[E]?

= ((1/D) +m)((1/1) +m + s — 4)s = d°(C)(d°(C) + s(s — 4))/2s.

Il en résulte comme nous le savons que C' est intersection complete de S et d'une surface de degré
d°(C)/s, donc que [E' +mE] = (d°(C)/s)[E]. Ceci prouve que [E’] est un multiple de [E], donc que
[ = 1. Le Théoreme est démontré.



