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TD 1

Ce TD étudie les conditions de finitude en algébre commutative, et leur application en géométrie al-
gébrique. Nous faisons aussi quelques rappels sur la localisation.
Tous les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires, et les morphismes d’anneaux envoient 1 sur 1.

Anneaux ncethériens, espaces topologiques ncethériens

On rappelle qu'un anneau A est dit nethérien si toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire, ou
si tout idéal est engendré par un nombre fini d’éléments. Voici le théoréme de la base de Hilbert :

Théoréme 1 Soit A un anneau neethérien, alors l'anneau de polynéomes A[X| est neethérien.

Corollaire 2 Soit A neethérien, alors toute A-algébre de type fini est nethérienne.

On rappelle que dans un anneau A, le nilradical de A, noté nil(A) ou V0, est ’ensemble des éléments
nilpotents. C’est un idéal, et on montre qu’il est aussi égal a U'intersection des idéaux premiers de A (faites-le).
Si nil(A) = 0 on dit que A est réduit. L’anneau A,gq = A/ nil(A) est toujours réduit.

Exercice 3 On dit qu’un espace topologique est irréductible ssi il n’est pas réunion de deux fermés stricts.
Montrez que X = Spec(A) est irréductible ssi Aygq est intégre.

Exercice 4 On dit qu'un espace topologique X est nethérien ssi toute suite décroissante de fermés de X
est stationnaire.

(1) Montrez que si A est ncethérien, alors X = Spec(A) est ncethérien.

(2) Montrez que dans un espace topologique ncethérien, tout fermé non vide Y peut s’écrire de maniére
unique comme un réunion finie Y = Y3 U---UY,, ol les Y; sont des fermés irréductibles tels que Y; ¢ Y;
pour tous i # j. Les Y; sont appelés les composantes irréductibles de Y. (Indication : considérer l’ensemble
des Y qui n’ont pas de telle décomposition.)

Exercice 5 Soit k un corps, on considére le fermé Y C A} donné par y* = zz, 2% = y.

(1) Décrire les composantes irréductibles de Y.

(2) Soit f = y/x vu comme fonction reguliére sur 'ouvert de Y donné par x # 0. Montrer que f ne se
prolonge pas en une fonction reguliére sur Y.

Exercice 6 Montrez les faits suivants. Si X est un espace topologique (non vide) séparé et irréductible,
alors X est un point. Dans un espace topologique irréductible, les ouverts non vides sont denses (et en
particulier se coupent). Un ouvert non vide d’un espace topologique irréductible est lui aussi irréductible. Si
X est un espace topologique et Y C X est une partie irréductible alors Y est aussi irréductible.

Exercice 7 Soit A un anneau et X = Spec(A). Montrez que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est connexe.
(ii) A n’est pas un anneau produit A; x Ay avec A1 # 0, Ag # 0.

(iii) A ne posséde pas d’autres idempotents (e € A tel que 2 =e) quee=0et e = 1.

(Indication : (i) = (ii) = (iii) = (i).)

Exercice 8 Soit Y C Ai le schéma donné par des équations 22 — yz = 0 et zz — = 0. Montrer que Y
admet trois composantes irréductibles, trouver les idéaux premiers correspondants de O(Y). Montrer que Y
est connexe.



Rappels sur la localisation

Théoréme 9  Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative, c’est-a-dire telle que 1 € S et
r,y €S = ay € S. Alors il existe un anneau noté S~*A (ou parfois As) et un morphisme f: A — S71A,
vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout morphisme d’annequz g: A — B tel que g(s) est
inversible pour tout s € S, il existe un unique morphisme §: S~'A — B tel que g = gf.

L’anneau S~'A est appelé localisé de A par rapport ¢ S, ou I'anneau de fractions 4 dénominateurs dans S.

Exercice 10 (1) Démontrez ce théoréme, en vous inspirant de la construction du corps de fractions d’un
anneau intégre. Décrivez le noyau de A — S~1A.

(2) Décrivez les idéaux de S™1A a l'aide de ceux de A. Déduisez-en que si A est ncethérien, S™1A est
ncethérien.

(3) Montrez que Spec(S™1A) = {p € Spec(A4), pN S = 0}.
Exercice 11 Donnez des exemples de parties multiplicatives et d’anneaux localisés, ainsi que leur interpré-
tation géométrique.
Lemme de Nakayama et applications
Le théoréme suivant et son corollaire portent le nom de lemme de Nakayama.
Théoréme 12  Soit A un anneau et I C A un idéal. Soit M un A-module fini(*). Si M = IM, alors il
existe a € A avec a =1 mod I, tel que aM = 0.
Corollaire 13 Soit A local d’idéal mazimal m. Soit M un A-module fini. Si M = mM, alors M = 0.
Soit k = A/m, la condition M = mM s’écrit aussi M ®4 k = 0.

Exercice 14 Soit A un anneau et M un A-module fini. L’objet de cet exercice est de montrer que la fonction
d: Spec(A) — N définie pour tout idéal premier p C A par d(p) = dimy,) (M ®a k(p)), est semi-continue
supérieurement (?).

Soit p € Spec(A) et n = d(p). On va produire un ouvert

A X M)
U = D(f) C Spec(A) contenant p et tel que dy < n. On 7 7
fixe un isomorphisme ¢: k(p)" — M, ®4, k(p) et un élément N N
f & p, quelconque pour linstant. Soit A, l'anneau local en p p
et M, = M ®4 A,. On considére le diagramme ci-contre, dans (Ap)T v > M,
lequel a, 3,7, sont les morphismes canoniques. iﬁ lé
(1) Utilisez le lemme de Nakayama pour relever ¢ en une surjection ®

kE(p)" —> Mk
de A,-modules 9: (Ap)" — M,,. () @ kip)
(2) Choisissez f pour que 1 se reléve a son tour en un morphisme y: A[%]” — M[%]
(3) Au besoin, modifiez f pour que x soit surjectif. Concluez.
Exercice 15 Soit k un corps. Soit A; le localisé de k[X1,...,X,] en l'idéal premier engendré par un

polynome irréductible f € k[Xi,...,X,] (anneau local d’une hypersurface irréductible de A}). Soit Ay =
Ek[[x]] 'anneau de séries formelles (voisinage analytique d’un point lisse dans une courbe). Soit Az le localisé
de Z en l’idéal premier engendré par un nombre premier p.

Montrez que Aj, Ag, As sont des anneauz de valuation discréte (un a.v.d. est un anneau local, noethérien,
integre, et dont I'idéal maximal est principal). Quels sont les idéaux d’un a.v.d. ?

Exercice 16 Soit A un anneau de valuation discréte de corps des fractions K et de corps résiduel k.
Construisez un A-module M qui n’est pas fini, et qui viole la conclusion du lemme de Nakayama. Dans votre
exemple, a-t-on M ® 4 K =0 7 Peut-on avoir M @4 K =07

'Pour les modules, on dit indifféremment fini ou de type fini ; ceci signifie que M peut étre engendré par un nombre fini
d’éléments.
20On rappelle que cela signifie que pour tout n € N, Pensemble {p € Spec(A); d(p) > n} est fermeé.



