Master Maths, Education et Formation 2011-2012 Matthieu Romagny

Devoir a la maison

A rendre pour le 25 octobre

Les copies faites a plusieurs ne seront pas acceptées.

On note C le corps des nombres complexes. On considére un C-espace vectoriel F, un entier
n > 2, et une application linéaire o : F — F telle que ¢™ = Id. On note ( la racine primitive
n-iéme de l'unité exp(2im/n).

n—1
1. Soient 4, j deux entiers compris entre 0 et n — 1. Calculez la valeur de la somme > (**¢ =%,
k=0

Sm%y,onazwc ik = Z(c = — 0, Sm—y,onazc“fc it = Zl—n

En résumé, la somme de I’ enonce vaut no; ;.

2. On note A la matrice carrée de taille n dont le coefficient a; ; est égal a (™%, pour 0 <7 < n—1
et 0 < 7 <n—1. Montrez que A est inversible en calculant son inverse.

En préliminaire, notons qu’indicer les matrices par les entiers de 1 an ou les entiers de 0 a n—1
ne change rien. Passons a la question proprement dite. Notons B la matrice dont le coefficient
b, ; est égal a %C” Le coefficient d’indice (i, j) du produit BA est (1/n) Z;é Ck¢=ki. D’apres
le résultat de la question 1, on a donc BA =1d. Ainsi A est inversible d’inverse B.

3. Proposez une autre maniére de montrer que A est inversible en utilisant un calcul de
déterminant classique.

Etant donnés n nombres complezes x1, . .., T,, on sait que la matrice de Vandermonde dont le
coefficient d’indice (i,7) est (x;)7 a pour determmant [1;s: (x; —2i). En appliquant ce fait auz
nombres complexes tous distincts 1,7, ¢72,...,¢" ™V on voit que la matrice A est un cas
particulier de matrice de Vandermonde et que son déterminant est le produit des (=7 — (™% pour
7 > 1, qui est non nul, ce qui montre qu’elle est inversible.

Commentaire : l’expression du déterminant de Vandermonde ne peut pas étre exigée de vous
au concours du Capes, mais ict elle était supposée connue puisqu’elle a été traitée en cours. Ceci
étant dit, il est toujours bon d’avoir une idée sur cette expression et/ou de savoir la retrouver.

e
4. Pour k € {0,...,n—1}, on note py = % S (ol Justifiez que c’est une application linéaire
i=0

de FE dans E.



C’est une combinaison linéaire d’applications linéaires de E dans F.

5. Soit Ej, le sous-espace propre de o relatif & la valeur propre (*. Montrez que I'image de pj,

est incluse dans FE}.

Pour tout vecteur x € E/, on a :

n—1
1 o
o(pr(x)) = — o™ par linéarité de o,
n/z:o
e .
=( —ZC gl en posant ] =1+ 1,
ne
1 n—1
= (k= Z (%67 compte tenu du fait que o = Idg,
ni
= (*pi(a).

Ceci signifie bien que pp(z) € E},.

6. Soient k,[ deux entiers compris entre 0 et n — 1. Calculez py o p;.

Soit x € E. Comme pi(x) € E; d’apres la question précédente, on a o(pi(x)) = ('pi(z), et par
récurrence o'(p)(x)) = Clp/(z) pour tout i > 1. On en déduit que

n—1 n—1
(prop)(x) = %; CHFCpi(z) = <% ; CikCil> ().

D’apres la question 1, ceci vaut 0 si k # 1 et py(x) si k = 1. En conclusion pyop, =0 si k # 1

et (pp)?* = pr.-

7. Montrez que pg+p1+---+pn_1 = Id. Déduisez-en que E est somme directe des sous-espaces
propres E}, puis que py est le projecteur sur £} associé a la décomposition de E en sous-espaces

propres.

Pour tout x € E/, on a :

po(x) +pi(x) + -+ poa(z) = %
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Ceci montre que pg + p1 + « -+ + pp_1 = Id. On sait que les E) sont en somme directe, comme
toute famille de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes. De plus, par
ce qui précéde, si x € E on ax = po(z) +p1(z) + -+ pui(x) € Eg® EL @ ... E,y. Ceci
montre que la somme directe des Ey est égale a E. Enfin, le fait que py est le projecteur sur
By associé a la décomposition de E en sous-espaces propres est exactement ce que dit [’écriture

r=npo(z)+pr(x) + -+ pp_1(x).

8. Pour chaque k, on choisit des vecteurs e, ; formant une base de Ey, avec i € {1,...,dim(Fy)}.
La famille B = {e;} avec k et i variables forme une base de E. Rappelez la définition de
Iapplication duale o* : E* — E*, de la base duale B* = {e} ;}, et montrez que e} ; est un
vecteur propre pour o* relatif a la valeur propre ¢*.

L’application duale o* est définie par o*(p) = ¢ o o, pour toute forme ¢ € E*. La base duale
B* = {e};} de B = {eri} est l'unique base de E* telle que e ;(e;;) = 1 si (k,i) = (I,7),
et ef;(e;) = 0 sinon. Nous devons ensuite vérifier qu’on a l'égalité o*(e} ;) = (te;,; entre
formes linéaires sur E. Soit x € E un vecteur ; on peut l’écrire sur la base B sous la forme
r =Y Nje, avec \j € C. On trouve :

o*(ep)(w) = ey (o(w)) par définition de o,

= €L (Z Al,ja(el,j))

= e};i ( g )\l,jclel’j) car e j est vecteur propre pour o associé a ¢
o k . .. *
= A" par définition de e}, ,,

= ("e;(x) par définition de ey encore.

Ceci démontre I’égalité annoncée.

9. Montrez que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) dim¢(E) = n et le polynéme minimal de o est X™ — 1,
b) les espaces propres Ej, sont des droites.

b) = a). Siles Ey sont des droites, comme leur somme directe est E, on a dim¢(E) =
S dime(Ey) = n. De plus, comme Ey, # 0, chaque puissance C* est valeur propre, done X —CF
divise le polynome minimal p, de o. Comme pour k variable ces polynémes sont premiers entre
eux, alors leur produit, qui est X" — 1, divise u,. Mais par ailleurs p, divise X™ — 1 puisque
o =1d. Finalement p, = X™ — 1.

a) = b). Montrons d’abord que Ey # 0. En effet, si Ex, = 0 alors le projecteur py, sur Ej est
nul, ce qui fournit 31— ("%o' = 0. Dans ce cas, le polynome P(X) = S0 ¢~* X' est un
polynome de degré n — 1 qui annule o. Ceci est contradictoire avec I’hypothése que le polyndome
minimal de o est X" — 1, donc Ey, # 0. Il en découle que dim(Ey) > 1. Comme la somme de
ces n sous-espaces, c’est-a-dire E, est de dimension n, alors ces sous-espaces sont en fait de
dimension 1, i.e. des droites.



10. On considére maintenant ’exemple ou E est le C-espace vectoriel des polyomes a coefficients
complexes de degré < n — 1, et ou o est 'endomorphisme qui envoie un polynéme P(X) sur le
polynéme P((X). Vérifiez que 0™ = Id, que le polynome minimal de o est X™ — 1, et trouvez
une base de vecteurs propres pour o.

Pour tout i > 1, ’endomorphisme o' envoie P(X) sur P(('X), ce qui pour i = n monlre que
o = Id. On peut maintenant observer que pour 0 < k < n — 1, le polynome e, = X* est un
vecteur propre pour C* puisque o(e) = ((X)* = (*X* = (Fe,. Comme ces polynémes sont en
nombre n, ils forment une base de vecteurs propres. Ceci montre que [’espace propre Ey est
réduit & la droite engendrée par ej,. D’aprés Uimplication b) = a) de la question 9, le polynome
minimal de o est X™ — 1.



