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Algébre Linéaire

Exercice 1 Soient k un corps, E un espace vectoriel de dimension finie sur k. Soit f un
endomorphisme linéaire de E et p son polynéome minimal. Soient Fi, ..., F, les sous-espaces
caractéristiques de f, f; la restriction de f & F; et p; son polyndme minimal. On suppose que
1 est scindé.

(1) Montrez que p; est scindé, pour tout i.

(2) Montrez que f; et p; sont premiers entre eux si ¢ # j.

(3) Montrez que g = i .. . iy

Exercice 2 Soient F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k et f : E — E un
endomorphisme. On note xy et jf les polynomes caractéristique et minimal de f.

(1) Montrez que pour tout u € GL(E), on a fiyfy-1 = ft5 €t Xyufu-1 = XJ-
(2) Soient a € ket g = f — ald. Montrez que x4(X) = x (X + @) et py(X) = pp(X + ).

Exercice 3 Soient a,b, ¢, d des éléments d’un corps k et M = (g s) € My(k).
(1) Calculez les polynémes caractéristique xj; et minimal gy, de M.

(2) Dites & quelles conditions sur a, b, ¢, d cette matrice est nilpotente ; diagonalisable ; trigo-
nalisable ; une matrice de projecteur.

(3) On suppose que k = R et on munit My(R) ~ R* et Ry[X] ~ R? de leurs topologies usuelles.
Montrez que la fonction x : Ma(R) — Ry[X] est continue et que la fonction p : My(R) — Ry[X]
ne l’est pas.

Exercice 4 Soit k un corps et (a,b,c,d,e) € k*. On considére la matrice

oS OO
o O = Q
O N QL
DD DO

Calculez son polynoéme caractéristique et son polyndéme minimal. Donnez ses sous-espaces
caractéristiques et la diagonalisation par blocs associée. Dites quand elle est diagonalisable.

Exercice 5 Soit A € M,,(R) telle que A% = A + Id. Montrer que det(A) > 0.



