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Réduction des endomorphismes
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La plupart des notions définies dans ce cours pour des endomorphismes a un analogue pour les
matrices; cet analogue sera souvent sous-entendu.

1 Sous-espaces stables et polynémes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k, et f : £ — E un endomorphisme
linéaire de E. Réduire f, c’est chercher une base de E dans laquelle la matrice de f est la plus
simple possible. Une telle base posséde un intérét calculatoire évident et également une signification
géométrique ou physique importante. La situation idéale est celle ou l'espace E est somme directe
de droites stables sous f; en général, on essaie de se rapprocher le plus possible de cette situation
en décomposant F en somme directe de sous-espaces stables les plus petits possibles. Introduisons
maintenant formellement ces diverses notions.

1.1 Définitions. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F.

(1) Un sous-espace vectoriel F' C E est stable sous f ou f-stable si on a f(F) C F.
(2) Un wvecteur propre est un vecteur non nul z € E qui engendre une droite f-stable.

(3) Une waleur propre est un scalaire A € k tel que f — AId n’est pas injective, c’est-a-dire tel qu’il
existe z € E'\ {0} avec f(z) = Az.

(4) Le spectre de f noté Sp(f) est I'ensemble des valeurs propres de f.

(5) Si A € Sp(f), on appelle sous-espace propre de f associé a la valeur propre A le sous-espace
ker(f — A1d), souvent noté Ej.

SiA€ketaxe E\{0}, cest donc la méme chose de dire que A est une valeur propre de vecteur
propre z, ou que x est un vecteur propre associé a la valeur propre A. Observons que ’endomorphisme
f — AId est un exemple de polynoéme en f puisqu’il est égal a P(f) avec P(X) = X — A. Plus
généralement, les noyaux de polynoémes en f donneront des exemples de sous-espaces stables :

1.2 Définition. Soit P = ag + a1 X + - + agX¢ un polynéme a coefficients dans k. On note P(f)
I'endomorphisme de F égal a agId+aif + --- + f¢, ot f* désigne 'endomorphisme f itéré i fois,
c’est-a-dire fo fo---o f. On appelle polynéme en f tout endomorphisme de la forme P(f).

1.3 Proposition. Soit f un endomorphisme de E et P,Q deux polynémes a coefficients dans k.



(1) P(f)+Q(f) = (P+Q)(f).
(2) P(f)eQ(f) =Q(f) o P(f) = (PQ)(f).
(3) ker P(f) et im P(f) sont des sous-espaces f-stables de E.

Preuve : Notons P =ag + a1 X + -+ + X% et Q=by+06 X+ --+bXc Ona:
P(f)+Q(f) = aold +ar f+-- -+ f4+boId +by f+- - -+bed® = (ao+bo) Id +(a1+b1) f+- - = (P+Q)(f)

ce qui démontre le point (1). Maintenant, rappelons-nous que d’apres les régles de multiplication des
polynomes, le coefficient de X dans le produit PQ est égal a Zi+j:l a;b;. Par conséquent,

P(f)oQ(f) = (zd: aifi> o (Z% bjfj> :Zd: ai<fio <ZO bjfj>> par définition de Y _ a; f’,
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Comme (PQ)(f) = (QP)(f), on obtient ainsi le point (2). Pour (3), on note tout d’abord que ker(P(f))
et im(P(f)) sont des sous-espaces vectoriels, comme tout noyau et image d’un endomorphisme. Le fait
que ces sous-espaces soient f-stables est une conséquence du point (2). En effet, si P(f)(z) = 0, alors
P(f)(f(z)) = f(P(f)(z)) = f(0) = 0 donc ker P(f) est stable, et si x = P(f)(y), alors f(z) =
F(P()()) = P()(F(y)) done im P(f) est stable. O

Les propriétés (1) et (2) de la proposition 1.3 disent que I'application linéaire evy : k[X] — L(F)
qui envoie P sur P(f) est un morphisme d’anneaux unitaires. Nous allons voir maintenant qu’a cause
de ceci, arithmétique de I'anneau k[X] (et plus précisément le fait que ce soit un anneau principal) a
des conséquences fortes dans L(F).

Dans la suite, on notera le plus souvent P(f)Q(f) au lieu de P(f) o Q(f).

1.4 Lemme. Soient deuzr polynémes P et Q tels que P divise Q. Alors ker P(f) C kerQ(f) et
im Q(f) C im P(f).

Preuve : Ceci est laissé en exercice. Attention au sens de l'inclusion dans chaque cas! (I

1.5 Proposition (Lemme des noyaux). Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie, f un
endomorphisme de E, et Py, ..., Ps des polynémes premiers entre euz. Soit P le produit des P;. Alors,

on a ker(P(f)) =ker(Pi(f)) @ --- ®ker(Ps(f)).

Preuve : Pour simplifier, nous donnons la démonstration lorsque s = 2. On doit donc montrer que
ker P(f) = ker P1(f) @ ker P5(f). Notons d’abord que ker P;(f) C ker P(f) pour i = 1,2 d’aprés le
lemme. Comme P; et P, sont premiers entre eux par hypotheése, d’apres le théoréme de Bézout (voir
le cours sur les anneaux) il existe deux polynomes Uj et Us tels que U1 P; + Us P» = 1. En évaluant
cette égalité sur I'endomorphisme f, on trouve

U(f)Pi(f) + U2(f)Pe(f) =1d. (1)



Si & € ker P(f), posons #1 = (Ua(f) Pa(f))(x) et w2 = (U1(f)Pi(f)) (). Comme Pi(f)Pa(f) = P(f),
on a z1 € ker Pi(f) et o € ker Po(f). D’aprés (1), on a z = 1 + x2 ce qui montre que ker Py(f) et

ker Py(f) engendrent ker P(f). Par ailleurs, si « € ker P1(f) Nker Py(f) on a x1 = z9 = 0 d’apres leur
définition, donc x = 0. Ainsi ker P;(f) et ker Po(f) sont en somme directe. O

1.6 Corollaire. Soit f € L(E) et A1,...,\s des valeurs propres distinctes. Alors,

(1) les sous-espaces propres Ey, sont en somme directe. En particulier s < n = dim(E).

(2) Sis=mn, les espaces propres Ey, sont des droites et E en est la somme directe.

Preuve : (1) C’est le cas particulier du lemme des noyaux dans lequel P; = X — \;. Le fait que s < n
provient du fait que chaque sous-espace propre est de dimension au moins 1, donc leur somme directe
est de dimension au moins s.

(2) On an < dim(E)y,) +---+dim(E),) < n donc chaque dimension est égale a 1 et la somme directe
des E), est E. td

2 Polynéme minimal et polynéme caractéristique

Nous avons vu qu’il existe une application linéaire evy : k[X] — L(E) telle que ev(P) = P(f).
Comme k[X] est de dimension infinie alors que L(F) est de dimension finie, ce morphisme n’est pas
injectif, donc ker(evy) # {0}.

2.1 Définition. On apppelle polynéme annulateur de f un polynoéme P tel que P(f) = 0, c’est-a-dire
un élément de ker(evy).

Cette partie est consacrée a deux polynémes annulateurs importants. Pour définir le premier, il
faut noter que evy est aussi un morphisme d’anneaux. Ainsi son noyau ker(evy) est un idéal de k[X],
et comme k[X] est principal cet idéal peut étre engendré par un seul élément (voir le cours sur les
anneaux pour plus de détails).

2.2 Définition. Soit f € L(F) un endomorphisme. On appelle polyndéme minimal de f et on note iy
le générateur unitaire de I'idéal des polynémes annulateurs de f. C’est aussi le polynéme annulateur
de f unitaire et de plus petit degré.

2.3 Exemple. Un endomorphisme est nilpotent si et seulement si son polynéme minimal est de la
forme X%, pour un certain entier d appelé l'indice de nilpotence. Un endomorphisme distinct de 0 et
de I'identité est un projecteur si et seulement si son polynéme minimal est X2 — X.

Il y a un autre polynéme naturellement associé & f, et crucial & cause du lemme 2.6 ci-dessous :
2.4 Définition. Le polynome caractéristique de f est le polynome x; défini par
Xf(X) =det(XId—f).

Dans cette définition, on doit voir X comme un scalaire. Ceci signifie que si on choisit une base de
E et que l'on note A la matrice de f dans cette base, alors x¢(X) est le déterminant de la matrice
X Id —A qui est une matrice a coefficients dans le corps de fractions rationnelles k' = k(X).



2.5 Remarque. Soit n = dim(F). Le polynéme caractéristique est de degré n. Plus précisément,
son terme de plus haut degré est X™ et il est en particulier unitaire. Certains auteurs définissent le
polynéme caractéristique par x s(X) = det(f — X Id), mais alors son coefficient dominant est (—1)" ce
qui est un peu moins agréable.

2.6 Lemme. Les racines de xy sont les valeurs propres de f.

Preuve : Un scalaire A € k est racine de xy si et seulement si det(AId —f) = 0, c’est-a-dire si et
seulement si AId —f n’est pas injective. Ceci est la définit d’une valeur propre. O

2.7 Lemme. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On considére un sous-
espace vectoriel f-stable F' et on note f|p la restriction de f 4 ce sous-espace. Alors,

(1) py), divise py,
(2) x| divise xy-

Preuve : (1) Notons que pour tout polynome P, on a P(f)|r = P(f|r). En particulier us(f|r) =
py(f)lF = 0. Or par définition de py),., tout polynéme qui annule f|r est un multiple de pg, . On
obtient donc que py|, divise py.

(2) Maintenant, soit {ej,...,en} une base de F', G un supplémentaire de F, {en+1,...,en} une
base de G, de sorte que la réunion {ej,...,e,} est une base de E. Dans cette base, la matrice de
f est triangulaire par blocs, de la forme A = (‘?)” f‘g) ot Aj; est la matrice de f|p. Le polynome
caractéristique de f est le déterminant de la matrice

X1d *AH *A12 )

XId_A:( 0 X 1d — A

Comme le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est produit des déterminants des blocs
diagonaux, on trouve xy(X) = det(X Id —Aj1) det(X Id —Azg) = x ), (X) det(X Id —A2z) ce qui dé-
montre que x|, divise x. ([

2.8 Théoréme (Cayley-Hamilton). Pour tout endomorphisme f € L(E) de polynéme caractéris-
tique noté x, on a x(f) = 0.

Ce théoréeme dit que x est un polynéome annulateur pour f (ce qui n’était pas évident du tout a
priori), ou encore, que p divise x.

Preuve : Montrer que x(f) = 0 revient & montrer que (x(f))(z) = 0 pour tout vecteur x. Fixons x et
notons m le plus petit entier tel qu’il existe une combinaison linéaire

F™(@) + am-1 f™H @) + - + a1 f(2) + apz = 0. (2)

Par ce choix de m, la famille B = {xz, f(z),..., f™ !(z)} est libre de sorte que le sous-espace F' =
Vect(B) est f-stable, de dimension m, de base B. Dans cette base, la matrice de f|r est

0 —a
1 - —aq
0
1 —am-1



Notons ' = x f|p- On sait calculer le polynome caractéristique de la matrice ci-dessus (c’est un exercice
classique), c’est X' (X) = X™ + apm 1 X" '+ + a1 X + ag. L’équation (2) nous dit précisément que
X' (f)(x) = 0. Or d’apres le lemme 2.7, il existe un polynome P tel que x = P/, donc x(f) = P(f)x'(f)
et

comme on voulait démontrer. O

2.9 Corollaire. On a deg(ps) < n.

Preuve : uy divise xy d’apreés le théoréme Cayley-Hamilton, donc deg(us) < deg(xy) = n. (I

3 Endomorphismes trigonalisables et diagonalisables

3.1 Définition. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). On dit que f est trig-
onalisable (resp. diagonalisable), 'l existe une base de E' dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure (resp. diagonale).

Soit B une base de F et A la matrice de f dans cette base. Compte tenu du fait que la matrice
de f dans une base B’ est P~ AP, oil P est la matrice de passage de B a B', dire que f (ou A) est
trigonalisable (resp. diagonalisable) signifie qu’il existe une matrice inversible P telle que P~1AP est
triangulaire supérieure (resp. diagonale).

3.2 Théoréme. Soit f un endomorphisme d’un k-espace vectoriel de dimension finie. Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est trigonalisable,
(2) le polynome caractéristique x de [ est scindé.

On rappelle qu’un polynome est scindé s’il est produit de polynémes de degré 1.

Preuve : (1) = (2). Le polynome caractéristique de f est le polynome caractéristique de la matrice de
f dans une base quelconque. Si f est trigonalisable, on peut choisir une base dans laquelle la matrice
de f est triangulaire supérieure. On a alors

ajp  k * X —ayp  * *
0 Ann 0 X — apy,

c’est-a-dire x(X) = (X —a11) ... (X — apy) qui est scindé.

(2) = (1). Montrons par récurrence sur n que si x est scindé, f est trigonalisable. Pour n = 1, il
n’y a rien & démontrer. Supposons la propriété vraie au rang n — 1 et notons Aq,..., A, les racines
non nécessairement distinctes de x. Soit e; un vecteur propre de f relatif & la valeur propre Aq et
complétons-le en une base {e1,€,..., e, } de E. La matrice de f dans cette base est de la forme

(M B
1=(v6)



Un calcul direct montre que x4(X) = (X — A1)xc(X) et donc x¢ est scindé, de degré n — 1. D’aprés
I'hypothése de récurrence, il existe une matrice Q € GL,_1(k) telle que Q7'CQ est une matrice
triangulaire supérieure T'. Introduisons la matrice diagonale par blocs P = (S g) On voit que

— . )\1 BQ o )\1 BQ
rar=(5 Nt )= (5 7))

qui est bien une matrice triangulaire supérieure. [l

3.3 Corollaire. Si k est un corps algébriquement clos, par exemple le corps C des nombres complexes,
alors tout endomorphisme est trigonalisable.

Preuve : Rappelons qu'un corps k est dit algébriguement clos lorsque tout polynome & coefficients
dans k est scindé. Ce corollaire est donc une application directe du théoréme précédent. Dans le cas
de C, il faut invoquer le théoréme fondamental de 1’Algebre (ou théoréme de d’Alembert-Gauss) qui
dit que C est algébriquement clos. O

3.4 Théoréme. Soit f un endomorphisme d’un k-espace vectoriel de dimension finie. Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est diagonalisable,
(2) le polynome minimal p de f est scindé a racines simples,

(3) il existe un polynome scindé a racines simples P qui annule f.

Preuve : (1) = (2). Si f est diagonalisable, il existe une base {ey, ..., e,} de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale, avec pour coeflicients diagonaux les valeurs propres Ai,...,As; apparaissant avec
des multiplicités «;. D’aprés le lemme des noyaux 1.5, 'espace E est somme directe des sous-espaces
propres E),, et il est alors clair que le polynome P = (X — A;)...(X — XAs) annule f. Le polynome
minimal g est un diviseur de P, donc il est scindé a racines simples. En fait on peut montrer que
p = P : il suffit de noter que si @ est un diviseur strict de P, 'une des valeurs propres \; n’est pas
racine de @ et on voit que la restriction de Q(f) a E\, n'est pas nulle.

(2) = (3) est évident.

(3) = (1). Soit P un polynéme scindé & racines simples tel que P(f) = 0. Ecrivons P = (X —
A1) ... (X — Xs). D’aprés le lemme des noyaux, on a E = ker P(f) = E\, & --- & E),. Pour chaque 1,
notons B; une base de E), puis B = B; U--- U B,. On obtient ainsi une base de E dans laquelle la
matrice de f est diagonale. O

3.5 Corollaire. Soit f un endomorphisme d’un k-espace vectoriel de dimension finie E, et soit F C E
un sous-espace f-stable. Si f est diagonalisable, la restriction f|p est diagonalisable.

Preuve : D’aprés le théoréme, le polyndme minimal de f est scindé & racines simples. Par ailleurs p
annule f, donc il annule f|r. Par une nouvelle application du théoréme, précisément I'implication (3)
= (1), la restriction f|r est diagonalisable. O



