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Réduction des endomorphismes
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La plupart des notions dé�nies dans ce cours pour des endomorphismes a un analogue pour les
matrices ; cet analogue sera souvent sous-entendu.

1 Sous-espaces stables et polynômes d'endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps k, et f : E → E un endomorphisme
linéaire de E. Réduire f , c'est chercher une base de E dans laquelle la matrice de f est la plus
simple possible. Une telle base possède un intérêt calculatoire évident et également une signi�cation
géométrique ou physique importante. La situation idéale est celle où l'espace E est somme directe
de droites stables sous f ; en général, on essaie de se rapprocher le plus possible de cette situation
en décomposant E en somme directe de sous-espaces stables les plus petits possibles. Introduisons
maintenant formellement ces diverses notions.

1.1 Dé�nitions. Soient E un k-espace vectoriel de dimension �nie et f un endomorphisme de E.

(1) Un sous-espace vectoriel F ⊂ E est stable sous f ou f -stable si on a f(F ) ⊂ F .
(2) Un vecteur propre est un vecteur non nul x ∈ E qui engendre une droite f -stable.

(3) Une valeur propre est un scalaire λ ∈ k tel que f − λ Id n'est pas injective, c'est-à-dire tel qu'il
existe x ∈ E \ {0} avec f(x) = λx.

(4) Le spectre de f noté Sp(f) est l'ensemble des valeurs propres de f .

(5) Si λ ∈ Sp(f), on appelle sous-espace propre de f associé à la valeur propre λ le sous-espace
ker(f − λ Id), souvent noté Eλ.

Si λ ∈ k et x ∈ E \ {0}, c'est donc la même chose de dire que λ est une valeur propre de vecteur
propre x, ou que x est un vecteur propre associé à la valeur propre λ. Observons que l'endomorphisme
f − λ Id est un exemple de polynôme en f puisqu'il est égal à P (f) avec P (X) = X − λ. Plus
généralement, les noyaux de polynômes en f donneront des exemples de sous-espaces stables :

1.2 Dé�nition. Soit P = a0 + a1X + · · · + adX
d un polynôme à coe�cients dans k. On note P (f)

l'endomorphisme de E égal à a0 Id+a1f + · · · + fd, où f i désigne l'endomorphisme f itéré i fois,
c'est-à-dire f ◦ f ◦ · · · ◦ f . On appelle polynôme en f tout endomorphisme de la forme P (f).

1.3 Proposition. Soit f un endomorphisme de E et P,Q deux polynômes à coe�cients dans k.
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(1) P (f) +Q(f) = (P +Q)(f).

(2) P (f) ◦Q(f) = Q(f) ◦ P (f) = (PQ)(f).

(3) kerP (f) et imP (f) sont des sous-espaces f -stables de E.

Preuve : Notons P = a0 + a1X + · · ·+Xd et Q = b0 + b1X + · · ·+ beX
e. On a :

P (f)+Q(f) = a0 Id+a1f+· · ·+fd+b0 Id+b1f+· · ·+bede = (a0+b0) Id+(a1+b1)f+· · · = (P+Q)(f)

ce qui démontre le point (1). Maintenant, rappelons-nous que d'après les règles de multiplication des
polynômes, le coe�cient de X l dans le produit PQ est égal à

∑
i+j=l aibj . Par conséquent,

P (f) ◦Q(f) =

( d∑
i=0

aif
i

)
◦
( e∑
j=0

bjf
j

)
=

d∑
i=0

ai

(
f i ◦

( e∑
j=0

bjf
j

))
par dé�nition de

∑
aif

i,

=
d∑
i=0

ai

e∑
j=0

bj(f
i ◦ f j) car f i est linéaire,

=

max(d,e)∑
l=0

( ∑
i+j=l

aibj

)
fk = (PQ)(f).

Comme (PQ)(f) = (QP )(f), on obtient ainsi le point (2). Pour (3), on note tout d'abord que ker(P (f))
et im(P (f)) sont des sous-espaces vectoriels, comme tout noyau et image d'un endomorphisme. Le fait
que ces sous-espaces soient f -stables est une conséquence du point (2). En e�et, si P (f)(x) = 0, alors
P (f)(f(x)) = f(P (f)(x)) = f(0) = 0 donc kerP (f) est stable, et si x = P (f)(y), alors f(x) =
f(P (f)(y)) = P (f)(f(y)) donc imP (f) est stable. �

Les propriétés (1) et (2) de la proposition 1.3 disent que l'application linéaire evf : k[X] → L(E)
qui envoie P sur P (f) est un morphisme d'anneaux unitaires. Nous allons voir maintenant qu'à cause
de ceci, l'arithmétique de l'anneau k[X] (et plus précisément le fait que ce soit un anneau principal) a
des conséquences fortes dans L(E).

Dans la suite, on notera le plus souvent P (f)Q(f) au lieu de P (f) ◦Q(f).

1.4 Lemme. Soient deux polynômes P et Q tels que P divise Q. Alors kerP (f) ⊂ kerQ(f) et

imQ(f) ⊂ imP (f).

Preuve : Ceci est laissé en exercice. Attention au sens de l'inclusion dans chaque cas ! �

1.5 Proposition (Lemme des noyaux). Soient E un k-espace vectoriel de dimension �nie, f un

endomorphisme de E, et P1, . . . , Ps des polynômes premiers entre eux. Soit P le produit des Pi. Alors,
on a ker(P (f)) = ker(P1(f))⊕ · · · ⊕ ker(Ps(f)).

Preuve : Pour simpli�er, nous donnons la démonstration lorsque s = 2. On doit donc montrer que
kerP (f) = kerP1(f) ⊕ kerP2(f). Notons d'abord que kerPi(f) ⊂ kerP (f) pour i = 1, 2 d'après le
lemme. Comme P1 et P2 sont premiers entre eux par hypothèse, d'après le théorème de Bézout (voir
le cours sur les anneaux) il existe deux polynômes U1 et U2 tels que U1P1 + U2P2 = 1. En évaluant
cette égalité sur l'endomorphisme f , on trouve

U1(f)P1(f) + U2(f)P2(f) = Id . (1)
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Si x ∈ kerP (f), posons x1 = (U2(f)P2(f))(x) et x2 = (U1(f)P1(f))(x). Comme P1(f)P2(f) = P (f),
on a x1 ∈ kerP1(f) et x2 ∈ kerP2(f). D'après (1), on a x = x1 + x2 ce qui montre que kerP1(f) et
kerP2(f) engendrent kerP (f). Par ailleurs, si x ∈ kerP1(f) ∩ kerP2(f) on a x1 = x2 = 0 d'après leur
dé�nition, donc x = 0. Ainsi kerP1(f) et kerP2(f) sont en somme directe. �

1.6 Corollaire. Soit f ∈ L(E) et λ1, . . . , λs des valeurs propres distinctes. Alors,

(1) les sous-espaces propres Eλi sont en somme directe. En particulier s 6 n = dim(E).

(2) Si s = n, les espaces propres Eλi sont des droites et E en est la somme directe.

Preuve : (1) C'est le cas particulier du lemme des noyaux dans lequel Pi = X − λi. Le fait que s 6 n
provient du fait que chaque sous-espace propre est de dimension au moins 1, donc leur somme directe
est de dimension au moins s.

(2) On a n 6 dim(Eλ1)+ · · ·+dim(Eλn) 6 n donc chaque dimension est égale à 1 et la somme directe
des Eλi est E. �

2 Polynôme minimal et polynôme caractéristique

Nous avons vu qu'il existe une application linéaire evf : k[X] → L(E) telle que evf (P ) = P (f).
Comme k[X] est de dimension in�nie alors que L(E) est de dimension �nie, ce morphisme n'est pas
injectif, donc ker(evf ) 6= {0}.

2.1 Dé�nition. On apppelle polynôme annulateur de f un polynôme P tel que P (f) = 0, c'est-à-dire
un élément de ker(evf ).

Cette partie est consacrée à deux polynômes annulateurs importants. Pour dé�nir le premier, il
faut noter que evf est aussi un morphisme d'anneaux. Ainsi son noyau ker(evf ) est un idéal de k[X],
et comme k[X] est principal cet idéal peut être engendré par un seul élément (voir le cours sur les
anneaux pour plus de détails).

2.2 Dé�nition. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme. On appelle polynôme minimal de f et on note µf
le générateur unitaire de l'idéal des polynômes annulateurs de f . C'est aussi le polynôme annulateur
de f unitaire et de plus petit degré.

2.3 Exemple. Un endomorphisme est nilpotent si et seulement si son polynôme minimal est de la
forme Xd, pour un certain entier d appelé l'indice de nilpotence. Un endomorphisme distinct de 0 et
de l'identité est un projecteur si et seulement si son polynôme minimal est X2 −X.

Il y a un autre polynôme naturellement associé à f , et crucial à cause du lemme 2.6 ci-dessous :

2.4 Dé�nition. Le polynôme caractéristique de f est le polynôme χf dé�ni par

χf (X) = det(X Id−f).

Dans cette dé�nition, on doit voir X comme un scalaire. Ceci signi�e que si on choisit une base de
E et que l'on note A la matrice de f dans cette base, alors χf (X) est le déterminant de la matrice
X Id−A qui est une matrice à coe�cients dans le corps de fractions rationnelles k′ = k(X).
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2.5 Remarque. Soit n = dim(E). Le polynôme caractéristique est de degré n. Plus précisément,
son terme de plus haut degré est Xn et il est en particulier unitaire. Certains auteurs dé�nissent le
polynôme caractéristique par χf (X) = det(f −X Id), mais alors son coe�cient dominant est (−1)n ce
qui est un peu moins agréable.

2.6 Lemme. Les racines de χf sont les valeurs propres de f .

Preuve : Un scalaire λ ∈ k est racine de χf si et seulement si det(λ Id−f) = 0, c'est-à-dire si et
seulement si λ Id−f n'est pas injective. Ceci est la dé�nit d'une valeur propre. �

2.7 Lemme. Soient E un k-espace vectoriel de dimension �nie et f ∈ L(E). On considère un sous-

espace vectoriel f -stable F et on note f |F la restriction de f à ce sous-espace. Alors,

(1) µf |F divise µf ,

(2) χf |F divise χf .

Preuve : (1) Notons que pour tout polynôme P , on a P (f)|F = P (f |F ). En particulier µf (f |F ) =
µf (f)|F = 0. Or par dé�nition de µf |F , tout polynôme qui annule f |F est un multiple de µf |F . On
obtient donc que µf |F divise µf .

(2) Maintenant, soit {e1, . . . , em} une base de F , G un supplémentaire de F , {em+1, . . . , en} une
base de G, de sorte que la réunion {e1, . . . , en} est une base de E. Dans cette base, la matrice de
f est triangulaire par blocs, de la forme A =

(
A11 A12

0 A22

)
où A11 est la matrice de f |F . Le polynôme

caractéristique de f est le déterminant de la matrice

X Id−A =

(
X Id−A11 −A12

0 X Id−A22

)
.

Comme le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est produit des déterminants des blocs
diagonaux, on trouve χf (X) = det(X Id−A11) det(X Id−A22) = χf |F (X) det(X Id−A22) ce qui dé-
montre que χf |F divise χf . �

2.8 Théorème (Cayley-Hamilton). Pour tout endomorphisme f ∈ L(E) de polynôme caractéris-

tique noté χ, on a χ(f) = 0.

Ce théorème dit que χ est un polynôme annulateur pour f (ce qui n'était pas évident du tout a
priori), ou encore, que µ divise χ.

Preuve : Montrer que χ(f) = 0 revient à montrer que (χ(f))(x) = 0 pour tout vecteur x. Fixons x et
notons m le plus petit entier tel qu'il existe une combinaison linéaire

fm(x) + am−1f
m−1(x) + · · ·+ a1f(x) + a0x = 0. (2)

Par ce choix de m, la famille B = {x, f(x), . . . , fm−1(x)} est libre de sorte que le sous-espace F =
Vect(B) est f -stable, de dimension m, de base B. Dans cette base, la matrice de f |F est

0 −a0
1

. . . −a1

. . . 0
...

1 −am−1

 .

4



Notons χ′ = χf |F . On sait calculer le polynôme caractéristique de la matrice ci-dessus (c'est un exercice
classique), c'est χ′(X) = Xm + am−1X

m−1 + · · ·+ a1X + a0. L'équation (2) nous dit précisément que
χ′(f)(x) = 0. Or d'après le lemme 2.7, il existe un polynôme P tel que χ = Pχ′, donc χ(f) = P (f)χ′(f)
et

(χ(f))(x) = P (f)(χ′(f)(x)) = P (f)(0) = 0,

comme on voulait démontrer. �

2.9 Corollaire. On a deg(µf ) 6 n.

Preuve : µf divise χf d'après le théorème Cayley-Hamilton, donc deg(µf ) 6 deg(χf ) = n. �

3 Endomorphismes trigonalisables et diagonalisables

3.1 Dé�nition. Soient E un k-espace vectoriel de dimension �nie et f ∈ L(E). On dit que f est trig-
onalisable (resp. diagonalisable), s'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure (resp. diagonale).

Soit B une base de E et A la matrice de f dans cette base. Compte tenu du fait que la matrice
de f dans une base B′ est P−1AP , où P est la matrice de passage de B à B′, dire que f (ou A) est
trigonalisable (resp. diagonalisable) signi�e qu'il existe une matrice inversible P telle que P−1AP est
triangulaire supérieure (resp. diagonale).

3.2 Théorème. Soit f un endomorphisme d'un k-espace vectoriel de dimension �nie. Alors les con-

ditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est trigonalisable,

(2) le polynôme caractéristique χ de f est scindé.

On rappelle qu'un polynôme est scindé s'il est produit de polynômes de degré 1.

Preuve : (1)⇒ (2). Le polynôme caractéristique de f est le polynôme caractéristique de la matrice de
f dans une base quelconque. Si f est trigonalisable, on peut choisir une base dans laquelle la matrice
de f est triangulaire supérieure. On a alors

χ(X) = det

X Id−

 a11 ∗ ∗
. . . ∗

0 ann


 = det

 X − a11 ∗ ∗
. . . ∗

0 X − ann

 ,

c'est-à-dire χ(X) = (X − a11) . . . (X − ann) qui est scindé.

(2) ⇒ (1). Montrons par récurrence sur n que si χ est scindé, f est trigonalisable. Pour n = 1, il
n'y a rien à démontrer. Supposons la propriété vraie au rang n − 1 et notons λ1, . . . , λn les racines
non nécessairement distinctes de χ. Soit e1 un vecteur propre de f relatif à la valeur propre λ1 et
complétons-le en une base {e1, e′2, . . . , e′n} de E. La matrice de f dans cette base est de la forme

A =

(
λ1 B
0 C

)
.
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Un calcul direct montre que χA(X) = (X − λ1)χC(X) et donc χC est scindé, de degré n− 1. D'après
l'hypothèse de récurrence, il existe une matrice Q ∈ GLn−1(k) telle que Q−1CQ est une matrice
triangulaire supérieure T . Introduisons la matrice diagonale par blocs P =

(
1 0
0 Q

)
. On voit que

P−1AP =

(
λ1 BQ
0 Q−1CQ

)
=

(
λ1 BQ
0 T

)
,

qui est bien une matrice triangulaire supérieure. �

3.3 Corollaire. Si k est un corps algébriquement clos, par exemple le corps C des nombres complexes,

alors tout endomorphisme est trigonalisable.

Preuve : Rappelons qu'un corps k est dit algébriquement clos lorsque tout polynôme à coe�cients
dans k est scindé. Ce corollaire est donc une application directe du théorème précédent. Dans le cas
de C, il faut invoquer le théorème fondamental de l'Algèbre (ou théorème de d'Alembert-Gauss) qui
dit que C est algébriquement clos. �

3.4 Théorème. Soit f un endomorphisme d'un k-espace vectoriel de dimension �nie. Alors les con-

ditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est diagonalisable,

(2) le polynôme minimal µ de f est scindé à racines simples,

(3) il existe un polynôme scindé à racines simples P qui annule f .

Preuve : (1)⇒ (2). Si f est diagonalisable, il existe une base {e1, . . . , en} de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale, avec pour coe�cients diagonaux les valeurs propres λ1, . . . , λs apparaissant avec
des multiplicités αi. D'après le lemme des noyaux 1.5, l'espace E est somme directe des sous-espaces
propres Eλi , et il est alors clair que le polynôme P = (X − λ1) . . . (X − λs) annule f . Le polynôme
minimal µ est un diviseur de P , donc il est scindé à racines simples. En fait on peut montrer que
µ = P : il su�t de noter que si Q est un diviseur strict de P , l'une des valeurs propres λi n'est pas
racine de Q et on voit que la restriction de Q(f) à Eλi n'est pas nulle.

(2) ⇒ (3) est évident.

(3) ⇒ (1). Soit P un polynôme scindé à racines simples tel que P (f) = 0. Écrivons P = (X −
λ1) . . . (X − λs). D'après le lemme des noyaux, on a E = kerP (f) = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλs . Pour chaque i,
notons Bi une base de Eλi puis B = B1 ∪ · · · ∪ Bs. On obtient ainsi une base de E dans laquelle la
matrice de f est diagonale. �

3.5 Corollaire. Soit f un endomorphisme d'un k-espace vectoriel de dimension �nie E, et soit F ⊂ E
un sous-espace f -stable. Si f est diagonalisable, la restriction f |F est diagonalisable.

Preuve : D'après le théorème, le polynôme minimal de f est scindé à racines simples. Par ailleurs µ
annule f , donc il annule f |F . Par une nouvelle application du théorème, précisément l'implication (3)
⇒ (1), la restriction f |F est diagonalisable. �
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