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1 Le volume des parallélépipédes

1.1 Déterminant de n vecteurs. Le déterminant de n vecteurs z1,...,z, de l'espace R" est la
quantité qui formalise la notion de volume du parallélépipéde P(x1,...,x,) engendré par les x;, que
I'on peut définir précisément par

n
P(‘Tlaw-;.xn)d:ef {.T:Z)\Z.TZER”,Og)\Zgn}
=1

Cette fonction volume posséde des propriétés remarquables, qui vont nous mener vers la définition
mathématique précise, et que nous allons donc rappeler. Fixons un parallélépipéde Py qui sert d’unité
de mesure, c’est-a-dire que son volume est par définition égal & 1. Placons-nous en dimension n = 2
pour simplifier, auquel cas le volume est plutét appelé ’aire, et faisons trois remarques au sujet de la
fonction (z,y) — Aire(P(z,y)) définies sur les paires (z,y) de vecteurs.

(a) Parallélogramme étiré selon 'un des cotés : si x ou y est multiplié par un scalaire X\ > 0, alors aire
est multipliée par A.

(b) Parallélogrammes concaténés : si x1, o,y sont en « position favorable », on a Aire(P(z1+x2,y)) =
Aire(P(z1,y)) + Aire(P(x2,y)), et on dipose d’une propriété identique lorsque y = y; + ya2. Ceci se
voit en utilisant le fait que l'aire d’un parallélogramme ne dépend que des longueurs de la base et de
la hauteur.

(¢) Parallélogramme aplati : si x et y définissent la méme droite, c’est-a-dire sont linéairement dépen-
dants, alors l'aire s’annule.

Dans le point (b), on doit vraiment faire attention a la position relative des vecteurs, car il pourrait
par exemple se produire que z1 + z2 = 0. Mais un moment de réflexion nous rappelle que nous connais-
sons bien ce phénomeéne, pour la mesure des longueurs en dimension n = 1, ot la solution algébrique
au probléme est donnée par la notion de mesure algébriqgue d’un segment. La mesure algébrique est la
longueur affublée d’un signe, ce qui en fait une quantité plus facile & ajouter et & retrancher. De méme,
le déterminant est le volume affublé d’un signe.



1.2 Déterminant d’applications linéaires. Nous étudierons aussi le déterminant d’une application
linéaire f, qui formalise le coefficient de dilatation des parallélépipédes par f, c’est-a-dire le rapport
vol(f(P))/ vol(P) lorsque vol(P) # 0. Notons que du point de vue physique, le volume vol(P) a une
unité alors que le coefficient de dilatation n’en a pas. En algébre linéaire, les deux quantités portent le
méme nom de déterminant, ce qui est un peu facheux, mais on doit faire avec.

1.3 Formes multilinéaires alternées. On fait maintenant un pas vers la définition du déterminant
en transcrivant en langage mathématique les propriétés fondamentales (a)-(b)-(c) ci-dessus.

1.4 Définition. Soit k£ un corps et F un k-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On appelle forme
n-linéaire alternée toute fonction v : E™ — k telle que :

(1) v est n-linéaire : pour tout indice i, lorsque les vecteurs x1,...,Ti—1,Tit+1,..., Ty sont fixés, la
fonction x; — v(x1,...,x,) est linéaire,
(2) v est alternée : pour toute paire d’indices i # j, si ; = xj on a v(x1,...,2,) = 0.

Le point (1) est l’équivalent des propriétés (a) et (b), et le point (2) est ’équivalent de la pro-
priété (c).

Si v est une forme n-linéaire alternée, pour des indices ¢ # j on peut considérer la quantité
v(x1, ..., 2 +4,..., 2+ x,...,2,) qui est nulle, et la développer par n-linéarité pour trouver

V(T Ty Ty ) F0(Z, X, Ty ) = 0.

Ceci montre que si on échange x; et x;, la valeur de v est multipliée par —1. On peut permuter
les vecteurs x; de maniére plus compliquée, par exemple en appliquant successivement des échanges
d’indices i <> 7, appelés transpositions. Pour une permutation ¢ qui est composée de k transpositions,
on voit alors par récurrence que la valeur de v est multipliée par (—1). A ce stade, il est utile d’avoir en
téte quelques notions sur les permutations, que nous étudierons plus en détail lorsque nous aborderons
la théorie des groupes.

2 Quelques faits sur le groupe symétrique
Soit n > 1 un entier.

2.1 Définition. On appelle groupe symétrique Sy le groupe des bijections de l’ensemble {1,...,n},
aussi appelées permutations. On appelle transposition une permutation qui échange deux chiffres dis-
tincts ¢ et j et fixe tous les autres. La permutation identique est notée Id ou simplement 1.

2.2 Ecriture des permutations. Une facon de représenter une permutation o est d’indiquer sur
une ligne tous les entiers de 1 & n, et en-dessous de chaque entier son image par o. Par exemple, la
permutation o € Sg définie par o(1) = 3, 0(2) =6, 0(3) =4, 0(4) =1, o(5) =5, 0(6) = 2 peut étre

représentée ainsi :
1 2 3 45 6
o= .
3 6 41 5 2
Une autre fagon de représenter o est d’écrire sur une méme ligne, les unes a la suite des autres, les
images successives par o. Lorsqu’on revient sur nos pieds, en un sens qui doit étre évident sur ’exemple

ci-dessous, on ferme la parenthése, puis on ouvre une nouvelle parenthése en commencant par le premier
chiffre non encore évoqué. On trouve ainsi :

o = (134)(26)(5),



ou l'on peut lire en particulier que l'image de 3 est 4, celle de 4 est 1 (revenir au début du cycle). On
voit aussi que I'image de 5 est lui-méme ; on dit que 5 est un point fize et en général on ne le représente
pas. Ainsi, on note plutot :

o = (134)(26),

et chaque chiffre qui n’apparait pas est par convention un point fixe. Cette derniére écriture est plus
compacte, plus pratique, et c’est celle qui est utilisée le plus souvent.

2.3 Composition des permutations. Comme pour toutes les bijections d’un ensemble fixé, les
permutations peuvent se composer ; on note oy o g ou plus simplement o901 la permutation composée

{1,...,n} 25 {1,....,n} 2 {1,...,n}.
A titre d’exercice, la lectrice peut vérifier les calculs suivants avec o = (145) et o9 = (134)(26) :
oa01 = (134)(26)(145) = (26)(345) et op00 = (145)(134)(26) = (135)(26).

(Dans ce cours, on suit la régle inoxerable de I'alternance des sexes des lecteurs.) On voit en particulier
que 0901 # 0109, car 1 est fixe pour la premiére mais pas pour la seconde.

2.4 Théoréme. Soit n > 1. Dans le groupe Sy, toute permutation peut s’écrire comme une composée
d’au plus n — 1 transpositions.

La preuve du théoréme repose sur un fait extrémement important : pour chaque ¢ fixé, I’ensemble
des permutations o € S, qui fixent ¢ est un sous-groupe, naturellement isomorphe au groupe des
bijections de {1,...,i—1,i+1,...,n}, c’est-a-dire & S,,_1.

Preuve : Montrons ’énoncé par récurrence sur n. Sin = 1, on a S; = {Id} ~ {1} et il n’y a
rien & démontrer. Supposons maintenant que dans S,_1, toute permutation peut s’écrire comme une
composée d’au plus n — 2 transpositions. Soit o € S,, et notons i = o(n). Si i = n, c’est-a-dire si o
fixe n, alors elle s’identifie & une permutation de {1,...,n — 1} et peut s’écrire comme une composée
d’au plus n — 2 transpositions, par ’hypothése de récurrence. Si ¢ # n, introduisons la transposition
7 = (in). On voit immédiatement que la permutation ¢’ := 70 fixe n, donc est composée d’au plus
n — 2 transpositions, par 'hypothése de récurrence. Comme 72 = 1, en multipliant & gauche par 7 on
trouve o = 70’ qui est donc composée d’au plus n — 1 transpositions. [l

La maniére d’écrire une permutation comme composée de transpositions n’est pas du tout unique;
par exemple on a (134) = (13)(34) et (134) = (24)(14)(23)(12) sont deux décompositions différentes.
Cependant, il y a tout de méme un invariant dans ces décompositions, qui est 'objet du théoréme
fondamental suivant :

2.5 Théoréme. Soit o € S,, une permutation. Alors la parité du nombre k de transpositions qui appa-
raissent dans les décompositions de o en produit de transpositions est invariante. De plus, ["application
€: S, — {1} définie par e(c) = (—1)* est un morphisme surjectif de groupes.

Le morphisme € est appelé la signature. Par exemple, la signature d’une transposition vaut —1. Ce
théoréme sera démontré dans le cours de théorie des groupes...



3 Déterminant d’une famille de vecteurs

.. mais nous allons l'utiliser dés & présent. Aprés la définition 1.4, nous avons vu que pour toute
forme n-linéaire alternée v sur un espace vectoriel E de dimension n, si on permute des vecteurs
T1,...,T, successivement avec k transpositions, la valeur v(x1,...,x,) devient (—1)Fv(x1,...,z,).
Compte tenu du fait que toute permutation est composée de k < n — 1 transpositions (th. 2.4) et que
(—1)* est la signature (th. 2.5), on obtient V(T(1), -+ To(n)) = €(@)0(T1, ..., Tn).

3.1 Théoréme. Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Alors, l’ensem-
ble FLA,,(E) des formes n-linéaires alternées sur E est un k-espace vectoriel de dimension 1.

Preuve : 1l est trés facile de vérifier que si v, w sont deux formes n-linéaires alternées sur F, toute
combinaison linéaire A\v + pw en est encore une. Ainsi l’ensemble FLA, (E) est un espace vectoriel,
et il reste & calculer sa dimension. Fixons une base ordonnée (eq,...,e,) de E. Soit v € FLA,(E) et
(x1,...,xy) un uplet de vecteurs. On écrit x; = ijl Aije;j pour certains scalaires A; j. On a alors :

n n
v(T1,. .., Ty) =0 Z A j1€jps - - s Z Anjn€in | = Z Mjr e Anjn V(€105 €5,)
J1=1 Jn=1 J1yeensiin
par multilinéarité. Dans la somme, si deux indices j, et j; sont égaux, on a v(ej,,...,e;,) = 0 puisque v
est alternée. Il s’ensuit que n’apparaissent que les multiindices (j1,...,J,) tels que l'application o
telle que o(i) = j; est une bijection de {1,...,n}. On peut donc réécrire la somme en utilisant les
permutations comme indices, et on obtient :

U(l’l, ey Z‘n) = Z )\170(1) oo )\n,g(n)v(eg(l), ceey eg(n)) = Z 6(0’))\170(1) e /\np(n)v(el, ey en).

o€Sn o€Sn
Notons w la fonction définie par w(z1,...,2n) = > ,cq. €(0)A1501) - Ano(n), Pour tout uplet de
vecteurs x; = Yy y Aijej- On peut montrer que w est une forme n-linéaire alternée et nous I’admettrons
(ce n'est pas trés difficile). Cette forme est non nulle, car w(ey,...,e,) = 1. On a montré que pour
toute forme n-linéaire alternée v, on a v = aw ou « est la constante v(eq,...,e,). Il s’ensuit que
Pespace FLA,,(E) est de dimension 1 et que w en est une base. O

3.2 Définition. Soient k un corps et F un k-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Pour toute

base ordonnée B = (ey,...,e,) de E, on note dety l'unique forme n-linéaire alternée de E telle que
detg(er,...,en) =1 et on Vappelle le déterminant dans la base B.
3.3 Remarque. Notons ej,..., e’ la base duale de la base (e1,...,e,). Alors, le déterminant dans

la base B est la fonction w qui apparait dans la preuve du théoréme 3.1 et que l'on peut définir par
dety(1,...,Tn) = D 5es, 6(0)6;(1)($1) R (zn)-

3.4 Proposition (Changement de base dans le déterminant). Soient B et C deux bases ordon-
nées de . Alors, on a la formule :

dete = dete(B) dets.
En particulier, on a dete(B) det(C) = 1.

Preuve : Comme l'espace FLA,, (F) est de dimension 1 engendré par dets, il existe un scalaire A € k

tel que dete = Adetg. En évaluant cette égalité de fonctions sur (eq,...,e,) = B, compte tenu du fait
que detg(B) = 1, on trouve A\ = dete(B) d’ou dete = dete(B) dets. En évaluant cette égalité sur C,
on trouve la derniére formule annoncée. O



3.5 Proposition. Soient x1,...,z, des vecteurs de E. Alors, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) les vecteurs x1, ..., Ty sont liés,

(2) il existe une base ordonnée B telle que detg(x1,...,z,) =0,
(3) pour toute base ordonnée B, on a detg(x1,...,x,) =0.

Preuve : L’équivalence entre (2) et (3) est une conséquence immédiate de la formule de changement
de base de la proposition 3.4. Maintenant, soit B une base ordonnée. Si les x; sont liés, il existe une
combinaison linéaire A\jx1 + - -+ + Az, = 0 avec 'un des A; non nul. On peut supposer que c’est Aj.
Comme detg est n-linéaire et alternée, on a

0 =detg(0,x2,...,2,) = detg(A1x1 + -+ + Apn, T2, ..., Ty) = Midetg(z1, ..., Tp).

On en déduit que detg(x1,...,z,) = 0, ce qui montre que (1) implique (3). Si les x; sont libres, ils
constituent une base ordonnée B et dans cette base on a detg(z1,...,z,) = 1. Ceci montre que (1)
implique (2). O

4 Déterminant d’un endomorphisme
Nous passons a la définition du déterminant d’un endomorphisme.

4.1 Proposition. Soit f : E — E une application linéaire. Alors il existe un unique scalaire det(f) € k
tel que pour toute base ordonnée B et tout uplet (r1,...,z,) € E™, on a :

detg(f(z1),..., f(x,)) = det(f) detg(z1, ..., zy).

Preuve : Fixons une base ordonnée B. Une vérification rapide montre que la fonction ¢ : E" —
k définie par ¢(x1,...,x,) = detg(f(x1),..., f(zy)) est une forme n-linéaire alternée. D’apreés le
théoréme 3.1, il s’ensuit qu’il existe un unique scalaire dg € k tel que ¢ = dp dets, et en évaluant cette
égalité de fonctions sur B on trouve dg = detg(f(B)). Finalement

dets(f(z1),..., f(x,)) = dpdetg(z1,...,x,). (1)
Mais étant données deux bases ordonnées B et B’ on a :
T 0
Sgr = dety/ (f(B)) i detg/ (B) dets (f(B)) i detg (B) 6 dets (B') i 0p

ce qui montre que dz ne dépend pas de B. On pose det(f) := ds. O

4.2 Définition. On appelle déterminant de f le scalaire det(f) de la proposition précédente.
Notons B = (ey,...,ey,). En nous rappelant nos propos introductifs de 1, la formule

deta(f(@1)..... f(zn)) = det(f) dets (a1, . .. 2n)

doit étre lue ainsi : si I'on fixe un parallélépipeéde de référence Py = P(eq, ..., e, ), tout parallélépipede
P = P(x1,...,xy,) voit son volume multiplié par le coefficient de dilatation det(f) lorsqu’on lui applique

f.



4.3 Proposition. Soient f,g: E — E deuz applications linéaires. Alors det(fg) = det(f) det(g).

Preuve : Soient B une base ordonnée et (z1,...,x,) € E"™. Par définition de det(fg), on a :

dets ((f9) (1), ..., (fg)(xn)) = det(fg) detp(z1, ..., 2p).
Par ailleurs, par définition de det(f) puis de det(g) :

dets((fg)(x1),...,(fg)(zyn)) = det(f) detg(g(z1),...,9(x,)) = det(f) det(g) detg(z1,...,zy).
Par la propriété d’unicité dans la proposition 4.1, on en déduit que det(fg) = det(f) det(g). O

4.4 Corollaire. Soit f : E — E une application linéaire. Alors, f € GL(E) si et seulement si
det(f) € k*.

Preuve : Soit B = (eq,...,e,) une base ordonnée de E. Si f ¢ GL(FE), elle n’est pas injective donc
les vecteurs f(e1),..., f(e,) sont liés. Utilisant la propriété fondamentale de la proposition 4.1 et la
proposition 3.5, on trouve

det(f) = det(f) detg(ey,...,e,) = detg(f(e1),..., f(en)) =0.

Reéciproquement si f € GL(E), il existe g : E — E telle que f o g = Idg. D’aprés la proposition
précédente on a det(f)det(g) = det(f o g) = det(Idg) = 1 donc det(f) # 0. O

4.5 Corollaire. Le déterminant induit un morphisme de groupes det : GL(E) — k*.

Preuve : Ceci provient des deux précédents résultats. O

5 Déterminant d’une matrice

On note M, (k), resp. My (k), I'ensemble des matrices de taille (n,m), resp. de taille (n,n), &
coefficients dans k.

5.1 Définition. Soit A € M,,(k). On définit le déterminant de A noté det(A) comme le déterminant
de I'endomorphisme de k™ défini par A, ou encore, comme le déterminant de la famille des vecteurs
colonnes de A dans la base canonique de k™.

5.2 Proposition. Soit A une matrice de taille (n,n) a coefficients dans k et 'A sa transposée. On a
alors det('A) = det(A).

Preuve : Le coefficient d’indice (i, 7) de la matrice ‘A est a;j = aj;. Comme lapplication o + o1

est une bijection de S, et que e(c) = e(c~!), on peut réordonner la sommation dans I'expression du
déterminant selon cette bijection. On trouve

det(A) = Z (o) a1,5-1(1) - - - Oy g—1(n)-
o€Sh
Pour une permutation o fixée, en posant j = o~ '(i) on obtient ], @i o-1(5) = |]; ao(j),; et finalement

det(A) = Z €(0) (1)1 -+ Ag(n)n = Z (o) a'lp(l) e a;hw(n) = det(*A).
oS, €Sy



5.3 Remarques. (1) Si A = (a;;), on a donc les formules :

det(A) = Z (o) a1,5(1) - - - An,o(n) = Z (o) As(1),1 - - - Qo (n),n-

aESn Uesn

Le fait que la somme porte sur les permutations montre que le déterminant est une somme de monémes
de la forme a,(1)1 - - Gg(n)n, dans lesquels chaque indice entre 1 et n apparait une fois et une seule
comme indice de ligne et comme indice de colonne dans un a;;. Dit autrement, pour former un monéme
qui apparait dans det(A), il faut multiplier n coefficients de A en en prenant un seul dans chaque ligne
et dans chaque colonne.

(2) On voit que det(A) est une fonction polynomiale des coefficients de A. Précisément, choisissons
une paire d’indices (i, 7). On voit que si dans 'expression du déterminant on fixe toutes les variables
sauf a;;, alors la fonction a;; — det(A) est polynomiale. En particulier, si k& = R, cette fonction est
continue et méme de classe C°.

5.4 Proposition. Soit A une matrice de taille (n,n) a coefficients dans k. Alors, on ne change pas le
déterminant de A en ajoutant & une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, ou en ajoutant &
une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes. En particulier, s’il existe une combinaison
linéaire non nulle entre les lignes de A ou entre ses colonnes, alors det(A) = 0. Par ailleurs, le
déterminant est multiplié par A si on multiplie une ligne, ou une colonne, par .

Preuve : Ces propriétés sont des reformulations du fait que le déterminant est multilinéaire et alterné.
O

Maintenant, pour tout indice (4, j) nous notons A;; la matrice obtenue en effagant la i-iéme ligne
et la j-iéme colonne de A. On définit :

(i) myj = det(A;;) : le mineur relatif au coefficient a;j,

(i) @i; := (—=1)"7 det(A;j) : le cofacteur relatif au coefficient a;j,

(i) A= (ai;) la comatrice, ou matrice des cofacteurs, de A.

5.5 Proposition (Développement selon une ligne ou une colonne). Pour toute matrice carrée A
de taille (n,n) & coefficients dans k, on a :

(1) Formule de la comatrice : L
A'A="AA = det(A)1d, .

(2) Développement du déterminant par rapport a la i-iéme ligne :
n .
det(A) =) ag(—1)"" det(A).
k=1
2) Développement du déterminant par rapport & la i-ieme colonne :
( PP par rapp
n
det(A) =) agi(—1)"" det(Ap).
k=1

Preuve : Pour la formule (2), nous nous contenterons de renvoyer a un ouvrage d’algébre linéaire, par
exemple Mathématiques L1 de J.-P. Marco et L. Lazzarini, Ed. Pearson. La formule (3) s’en déduit
par transposition. Passons & la formule (1). La formule de développement par rapport & une ligne
nous dit exactement que les coefficients d’indice (4,4) des matrices A'A et det(A)Id, sont égaux. Par



ailleurs, pour un indice j # ¢, considérons la matrice A’ obtenue en remplacant la j-iéme ligne de A
par sa i-iéme. Ainsi sur la j-iéme ligne les coefficients de A’ sont les a;k = ay) et ses cofacteurs sont les
Zi;.k = @, Ainsi la formule de développement du déterminant par rapport & la j-iéme ligne donne

n

det(A) =Y ag(—1)7 det(Ay).
k=1

Or A’ posséde donc deux lignes égales donc son déterminant est nul. On obtient ainsi 'égalité des
coefficients d’indice (4, j) des matrices A'A et det(A)Id,. Ceci prouve que A'A = det(A)Id,.

De méme, la formule de développement du déterminant par rapport & une ligne implique I’égalité
A A = det(A)Id,,. 0

Nous terminons ces rappels de cours avec le calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par
blocs.

5.6 Proposition. Soit A € M,,(k) une matrice triangulaire par blocs :

(A | Ap
A= ( 0 Aoo )
avec A1 € My, (k), Aze € My_i(k), A1z € My n—m(k). Alors on a det(A) = det(A11) det(Azz).

Preuve : Par hypothese, si ¢ > m+ 1 et j < m on a a;; = 0. Donc si a,(5),; 7 0 pour un certain
indice s € {1,...,n} et pour une certaine permutation o € S,, alors o(s) < m ou s > m + 1.
Dit autrement, pour une telle paire (s,0) on a : s < m = o(s) < m. Ceci signifie que seules les
permutations o qui stabilisent I’ensemble {1,...,m} donnent éventuellement lieu & un terme non nul
dans le développement det(A) = > s €(0) ag(1),1 - - - Go(n),n- Si o stabilise 'ensemble {1,...,m}, elle
stabilise aussi ’ensemble {m+1,...,n} donc elle est déterminée par des deux restrictions o1 = 0]{17.”77,1}
et 02 = 0|{m+1,...n}- Si on concaténe deux décompositions de o1 et o2 en produits de transpositions,
on obtient une décomposition de o en produit de transpositions, ce qui montre que €(o) = €(o1)e(02).
Finalement

det(A) = Z 6(01)6(02) (aol(l),l <o Qgy (m),m)(a02(m+1),m+1 s aag(n),n)
(0'130-2)

= Z 6(01) (am(l),l s aal(m),m) 6(02) (aag(m+1),m+1 s aoz(n),n)
(01,02)

= (Z E(O-l) Agy(1),1 - - - a(n(m),m) (Z 6(02) Aoy (m+1),m-+1 - - - aag(n),n)

o1 02

= det(AH) det(AQQ).



