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Examen terminal
18 décembre 2012

Seuls les résultats du cours pourront étre admis. Documents et calculatrices ne sont pas autorisés.
Le bareme envisagé, indiqué entre parentheses, est donné a titre indicatif.

Justifiez toutes vos réponses !

Exercice 1 (6 points)

1.

A S

(1 point) Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M. Enoncez le
théoréeme d’existence et de propriété universelle du A-module quotient M /N .

On considere I’anneau A = Z et le module libre M = Z3. Soit u : M — M 1’endomorphisme
donné par sa matrice U dans la base canonique :

U:

ot W O
oy © W
= O ©

(2 points) Calculez les facteurs invariants et le déterminant de U'.
(1 point) Montrez que u est injectif.
(1 point) Soit N I’image de u. Quel est le cardinal de M /N ? Le groupe M /N est-il cyclique ?

(1 point) Donnez la liste de tous les groupes abéliens de cardinal |A//N| a isomorphisme pres.

Exercice 2 (4 points) Soient £ un corps commutatif et A la k-algebre des matrices triangulaires

M:(a b) avec a, b, c € k,
0 c

aussi notées M = a1 + bE12 + cEy, ot 5, 1 < ¢, j < 2 sont les matrices élémentaires.

1.
2.
3.

(1 point) L’anneau A est-il commutatif ? Possede-t-il des éléments nilpotents non nuls ?
(1 point) Montrez que tout idéal (a gauche ou a droite) de A est un sous-k-espace vectoriel.

(1,5 point) Soit I un idéal a gauche de A. Pour tout couple (a, b) # (0,0) dans k2, on note V)
la k-droite vectorielle engendrée par la matrice af1; + bFhs.

(a) Pour M = G/Ell + bE12 + CEQQ, calculez Ell M, E12M et EQQM.

(b) Montrez que si dimy(I) = 1, alors I = V|, pour un certain (a,b) # (0,0).

(c) Montrez que si dimy (/) = 2, alors [ = kEy; @ kEjp0oul = kEy5 @ kEos.

4. (0,5 point) Donnez un idéal bilatere I distinct de {0} et de A, et décrivez I’anneau quotient A /1.



Exercice 3 (4 points) La premiere question est indépendante des suivantes.

1. (1 point) Déterminer le nombre de polyndmes irréductibles unitaires distincts de degré 4 dans [F3[ X |
(on ne demande pas de trouver ces polyndomes).

2. (1 point) Montrer que :

(a) K, =TF3[X]/(X?2+ X +2)et K, =F3[Y]/(Y? + 1) sont des corps,
(b) Z? + 1 € F3[Z] est le polyndme minimal sur F3 des éléments d’ordre 4 de K7,

(c) X estun générateur de K7.
3. (1 point) En déduire (justifier !) un isomorphisme entre les deux corps K et K.

4. (1 point) Déterminer le polyndme minimal sur 3 de chaque générateur de K.

Exercice 4 (6 points) Posons f = X% — 3 € Q[X]eti € C avec > = —1. On note K le corps de
décomposition de f sur Q(7).

1. (2 points) Déterminer [K : Q(z)] et en déduire que f est irréductible sur Q(7).

2. (2 points) Montrer que 1’extension K /Q(7) est galoisienne, déterminer le groupe de Galois de
I’extension K /Q(i) et montrer que c’est un groupe cyclique.

3. (2 points) Déterminer toutes les extensions intermédiaires Q(i) C L C K en précisant lesquelles
sont galoisiennes et donner la factorisation de f dans chaque extension intermédiaire L ainsi
construite.



Corrigé de I’exercice 1.

1. Les objets A, M, N étant comme dans 1’énoncé, il existe un module M /N et un morphisme de

A-modules 7 : M — M/N tels que : pour tout A-module P et tout morphisme f : M — P tel
que N C ker(f), il existe un unique morphisme f': M/N — Ptelque f = f' om.

. Par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes, la matrice U est équivalente aux
matrices suivantes :

6 3 9 LisLi—Ls 1 -3 5 Gmatia 1 0 0
390 ~ 3 9 0 ~ 3 18 —15
5 6 4 5 6 4 5 21 21
f?,jfﬁigf} 1 0 0 eyt Cs 1 0 0 Ca—rCy45Cy 1 0 0
~ 0 18 —15 ~ 0 3 —15 ~ 03 0
0 21 —-21 0 0 —-21 0 0 —-21

Les facteurs invariants de U sont donc 1, 3, 21. Le calcul montre de plus que PUQ = D ou D
est la matrice diagonale de coefficients diagonaux 1, 3, —21 et P (resp. () est la matrice produit
des matrices correspondant aux opérations élémentaires effectuées sur les lignes (resp. sur les
colonnes). Comme on n’a fait aucun échange de lignes ou de colonnes, seules apparaissent des
matrices élémentaires F;;(a), qui sont de déterminant 1. Ainsi det(P) = det(Q) = 1 et

det(U) = det(PUQ) = det(D) = —63.
(Bien siir, on peut aussi calculer le déterminant directement.)

. Dans les bases {e1, ea, €3} et { f1, fa, f3} données par les matrices P et (), I’endomorphisme u
est déterminé par u(e;) = f1, u(es) = 3eq etu(esz) = —21f3. Soitx € Z3 tel que u(x) = 0. Sur
la base des e;, on peut écrire * = aje; +ases +azes avec a; € Z. Onaalors 0 = u(z) = a1 f1+
3ases — 21ag f3. Comme les f; forment une base, on en déduit que a; = 3a; = —2laz = 0.
Comme 3 et 21 sont non diviseurs de zéro dans Z, on en déduit a; = a3 = a3 = 0 donc z = 0.
Ceci montre que u est injectif. On pouvait aussi raisonner, soit en montrant directement que
ker(u) = {0} en résolvant un systeme, soit en utilisant un résulat du cours qui dit que u est
injectif lorsque det(u) est non diviseur de 0.

. Comme on vient de le voir, on a :
N=Zfi®ZL3fsDL21f3 CLf{ L DL.fsDL.f3= M.
Il en découle que :

M/N ~ (Zfi ® Z.f2 ® L.f3) [ (Lf1 ® L.3f, ® L.21f3)
~ (LZf1/Lf1) ® (Z.f2/L.3[2) ® (Z.f3/L.21]3)
~ (Z]7) & (Z/3Z) & (Z/217)
~ (Z/37) & (Z/217Z,).
Ce groupe est de cardinal 63. 1l est visible pour tout x € M /N on a 21z = 0 ; en particulier
M /N ne possede pas d’élément d’ordre 63 et n’est donc pas cyclique.



5.

D’apres le théoreme de structure des Z-modules finis, les classes d’isomorphisme de groupes
abéliens de cardinal 63 sont en bijection avec les listes de facteurs invariants, c’est-a-dire les
listes d’entiers dy, . . ., d, strictement plus grands que 1, qui se divisent successivement et dont
le produit vaut 63. Comme 63 = 32 x 7, les seules listes possibles sont {3,21} et {63}. A
isomorphisme pres, il y a donc deux groupes abéliens de cardinal 63 qui sont Z/37Z & 7 /217
et Z/63Z.

Corrigé de I’exercice 2.

1.

3.

L’anneau A n’est pas commutatif car £ F1o = Ej5 # 0 = Ej5FE7;. N.B. trop nombreux sont
ceux qui se contentent de dire que

a b a b\ (ad at+0bd\ [d V a b\ (da db+bc
0 c 0 ¢ ) \0 e L0 ¢ 0 c) \ O dc ’

et d’en déduire que A n’est pas commutatif puisque ab’ + b’ # a’b+ b'c. Mais il n’est pas clair
qu’on puisse trouver des valeurs des parametres a, b, . . . tels que ab’ +bc’ # a’b+b'c et la seule
maniere convaincante de le faire est de donner des valeurs précises aux parametres, c¢’est-a-dire
de donner un vrai contre-exemple comme ci-dessus.

L’anneau A possde des nilpotents non nuls, par exemple F, # 0 vérifie (E)? = 0.

. Un idéal (a gauche ou a droite) de A est un sous-groupe de (A, +) qui est stable par multi-

plication (a gauche ou a droite, respectivement) par les éléments de A. En particulier c’est
un sous-groupe additif qui est stable par multiplication par tous les éléments de k (c’est-a-dire
les matrices d’homothétie), a droite ou a gauche indifféremment puisque ceux-ci sont dans le
centre de A. C’est donc bien un sous-k-espace vectoriel.

(@) EnM = alh; +bE g EioM = cEhy ; By M = cFEa.

(b) Sidimy(I) = 1,il existe M # 0 dans . Comme [ est un idéal a gauche, les trois matrices
E\ WM, E1osM, Ess M sont dans I. En particulier, si on écrit M = aFEy; + bE15 + cFoyy
comme dans la question précédente, on trouve que cF5 et cEay sontdans [ ; si ¢ # 0 ceci
implique E12, Eoy € I ce qui contredit dimy(I) = 1. Donc c = 0et M = aFEy; + bE5. 1l
s’ensuit que V(, ) C I et pour des raisons de dimension, on a égalité.

Remarque. Bien que ce ne soit pas demandé, notons que les formules de (i) montrent
immédiatement que V/{, ;) est un idéal a gauche.

(c) Supposons que dimy (/) = 2. S’il existe une matrice M = aF; + bEjy + cFEy dans
I telle que ¢ # 0, alors cF15 et cEyy sont dans I, donc Ejs et Eys sont dans I, donc
kE1s & kFEs C I. Pour des raisons de dimension, il y a égalité. Si au contraire toutes les
matrices M = aF; + bE15 + cFE9y de I vérifient ¢ = 0, alors I C kFE; ® kE;». Pour des
raisons de dimension, il y a égalité.

Remarque. Bien que ce ne soit pas demandé, notons que les formules de (i) montrent
immédiatement que kFEs & kEyy et kEy, & kE45 sont des idéaux a gauche.

4. Tl est facile de voir que I = kFi, est un idéal bilatere distinct de {0} et de A. De plus,

I’application f : A — kX k qui envoie aF; +bF15+cEa sur le couple (a, ¢) est un morphisme
d’anneaux surjectif de noyau I, qui induit un isomorphisme A/I ~ k x k.



Remarque. Soit .J un idéal a droite de A. Pour tout couple (b, ¢) # (0,0), on note W, la k-droite
vectorielle engendrée par la matrice bFE15 + cFsy. En procédant de la méme maniere avec les idéaux
a droite que ce qu’on a fait avec les idéaux a gauche, on peut montrer facilement que :

(a) Sidimg(J) =1, alors J = W/, pour un certain (b, c) # (0,0).
(b) Sidimg(J) =2,alors J = kEy; ® kEjaoul = kEj5 @ kEgs.

Utilisant cela, on montre ensuite que A posséde exactement cinq idéaux bilateres, qui sont {0}, kF1,
l{Ell ) ka12, ]{?Elz ©® k’EQg et A.

Corrigé de I’exercice 3.

1. X% — X resp. X' — X, est le produit des irréductibles unitaires dont le degré divise 2 resp. 4.
1l existe donc (3% — 3)/2 = 3, resp. (3* — 3?)/4 = 18 irréductibles unitaires de degré 2 resp. 4
dans F3[X].

2. (a) Comme les polyndomes sont de degré deux, il suffit de vérifier qu’il n’ont pas de facteur
de degré 1, cad que 0, 1 et 2 = —1 ne sont pas zéros de ces polyndmes.
(b) Les éléments d’ordre 4 sont zéros de X* —1 = (X +1)(X —1)(X%+1) € F3[X] et donc
de X2 + 1 € F3[X] qui est irréductible d’apres ce qui précede
(c) Le groupe K estd’ordre 32— 1 = 8 et ’ordre de ses éléments divisent 8. Comme X ¢ s
n’est pas zéro de X2 — 1 € F3[X] son ordre ne divise pas 4 et est donc 8.
Alternativement on peut calculer X = 2X + 1, X =2X +2et X =2 # 1.

3. Les corps K et K sont tous les deux des corps de rupture du polyndme irréductible X2 + 1.
D’apres le cours il existe un Fs-isomorphisme entre ces corps qui envoie la racine Y € K, de

72 +1 € F4[Z] sur laracine X~ € K, de Z2 + 1 € F3[Z].

4. Les générateurs de K7 sont les éléments d’ordre 8, c’est-a-dire X, 73’ X et X'. Nous avons
que X est zéro de X2 + X + 2 et en appliquant le morphisme de Frobenius a X +X+2=0
nous obtenons que X et X sont zéros de X2 + X + 2. Pour déterminer le polyndme minimal
deX etX > =X qui est d’ordre 2 = [K : F3] on pose X2+ a; X + ag et on 1’évalue en X°
pour obtenir:

X' o X ta =X X+ X X+ay=X 420X +ay=2X +1+ 20, X + ag

D’ou il résulte que ag = a1 = 2.

Corrigé de I’exercice 4.

L. Nous avons [K : Q] = [K : Q@)][Q() : Q] = [K : Q(V3)[[Q(V3) : Q. Comme i ¢ R
le polyndme X2 + 1 qui annule i n’a pas de racine dans Q({‘/g) et, comme il est de degré 2,
il est donc irréductible dans Q(v/3)[X]. Comme X* — 3 € Q[X] est irréductible (Eisenstein
dans Z[X] avec le premier 3 € Z) nous obtenons [K : Q] = 2-4 = 8 Comme i ¢ Q le
polyndme X? + 1 € Q[X] est irréductible et [Q(7) : Q] = 2. II en résulte que le corps de
rupture Q(7)(v/3)/Q(i) de X* —3 € Q(i)[X] est de degré [Q(i)(V/3) : Q)] = [K : Q(i)] = 4

égal au degré du polyndme annulateur X* — 3 de v/3. Ce polyndme est donc irréductible.



2. Le corps Q(7) est de caractéristique nulle et donc parfait. Comme les quatre racines distinctes
V3, —v/3,iv/3, —iv/3 de X* — 3 € Q(i) appartiennent au corps de rupture Q(i)(v/3) de X* —
3 € Q(i)[X], I’extension Q(i)(+/3) /Q(i) est un corps de décomposition du polyndme séparable
X* —3 € Q(i)[X]. D’apres le cours ordre de G = G(K/Q(7)) est [K : Q(i)] = 4. Un Q()-
automorphisme de G est entierement déterminé par I’image de v/3. Comme les coefficients de
X* — 3 sont fixé par G’ 'image de v/3 par un élément de G est une des quatre racines de de
X* — 3 et comme |G| = 4 ces quatre possibilités correspondent toutes a des automorphismes
de G. L’élément o € G déterminé par o(v/3) = iv/3 est d’ordre 4 et engendre donc G qui est
un groupe cyclique d’ordre 4.

3. II existe un unique sous-groupe H =< o2 > non trivial d’ordre 2 dans G qui est distingué

(car le groupe est abélien) et donc un unique corps intermédiaire K qui est galoisien. Comme

0?(v/3) = —+/3 nous obtenons dans la Q(7)-base (1, v/3, \4/52, \4/53) de K
o?(ap + a1 V3 + a2\4/§2 + a3\4/§3) = ap— a1 V3 + a2\4/§2 - a3\4/§3 (a; € Q(7))

et donc K7 = @(z)((ng) = Q(4)(v/3). Nous obtenons la factorisation X* — 3 = (X? +
@\/3) (X2 — z\/g) Les quatre racines de ces deux facteurs étant V3, —v/3,iv/3, —iv/3, elle ne
peuvent pas appartenir 2 Q(i)(1/3), ce qui entrainerait Q(i)(v/3) = Q(i, v/3), car [Q(i)(V/3) :
Q] = [Q(1)(Vv/3) : Q(1)][Q(3) : Q] est de degré au plus 4 alors que [Q(7, v/3) : Q] = 8 d’apres

la premiere question.



