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Seuls les résultats du cours pourront étre admis. Documents et calculatrices ne sont pas au-
torisés.
Le bareme envisagé, indiqué entre parentheses, est donné a titre indicatif.

Justifiez toutes vos réponses !

Exercice 1 (6 points) Soit K = Q(v/2,v3) et = v2 + /3 € K.
1. (2 points) Montrer que [K : Q] = 4.

2. (1 point) L’extension K/Q est-elle galoisienne ? Si oui déterminer le groupe de Galois
de I’extension K/Q.

3. (2 points) Montrer que [Q(«) : Q] = 4 et déterminer le polyndme minimal f, o de «

sur Q.

4. (1 point) Déterminer le polyndme minimal f,, o3 de a sur Q(v/3).

Exercice 2 (4 points) Soient f = X3 + X + 1 € F5[X], K = F5[X]/(f) et @« = X I'image
de X par le morphisme canonique 7 : F5[X] — F5[X]/(f).

1. (1 point) Montrer que K est un corps, donner sa caractéristique et son cardinal.

2. (2 points) Ecrire o®, a'® et o dans la Fs-base B = (1, o, o?) et en déduire 1’ordre de o
et de 2« dans le groupe multiplicatif /K.
Indication: vous devez trouver o*° = o? + 1. Noter aussi que 124 = 22 - 31.

3. (1 point) Donner le groupe de Galois de I’extension K/F5 et en déduire les zéros du
polyndme minimal de 5 = —a — 1 sur 5 dans une représentation de votre choix (pas
forcément la base B).



Exercice 3 (7 points) Soient A un anneau principal et a, b deux éléments non nuls de A. On
note d (resp. m) un pgcd (resp. un ppcm) de a et b. On se propose de démontrer que la suite
des facteurs invariants du A-module M = A/(a) ® A/(b) est la suite (d, m).

1. (1 point) Enoncez le théoréme de structure des A-modules de type fini.
On rappelle que d et m sont définis a un inversible pres et qu’on peut les choisir de telle

sorte que ab = dm, ce que 1’on supposera.

2. (2 points) Justifiez qu’il existe dans A des éléments o', V', u, v tels que a = da’, b = db/,
m = da't/ et ua’ +vb' = 1.

3. (2 points) Justifiez avec soin que 1’expression p(z,y) = (uz + vy, bz — a'y) définit un
morphisme de A-modules ¢ : A/(a) ® A/(b) = A/(d) & A/(m).

4. (1 point) Justifiez avec soin que 1’expression i(s,t) = (a's + vt,b's — ut) définit un
morphisme de A-modules ¢ : A/(d) ® A/(m) — A/(a) ® A/(D).

5. (1 point) Montrez que ¢ et ¢ sont des isomorphismes inverses 1’un de I’autre et concluez.

Exercice 4 (3 points) Soient & un corps et A = k[X| I’anneau des polyndmes en une indéter-
minée a coefficients dans k. Soit f : A — A un endomorphisme de k-algebres (c’est-a-dire un
morphisme d’anneaux k-linéaire) et Q = f(X) I’image du polynéme X par f.

1. (1 point) Montrez que pour tout P € A on a f(P) = P(Q(X)), de sorte que f est
entierement déterminé par Q) = f(X).

2. (2 points) Montrez que si f est un automorphisme alors deg(()) = 1, en observant que
deg(P o Q) = deg(P) deg(Q). Réciproquement montrez que si deg(Q)) = 1, alors f est
un automorphisme, en donnant explicitement son inverse.



Corrigé de I’exercice 1.

1. X?—3 € Q[X] étant irréductible (Eisensein dans Z[X| avec le premier 3 € Z) et de zéro
V'3, c¢’est le polyndme minimal de v/3 sur Q. Donc [Q(\/g) :Q] =2et

X? -2 € Q[X] C Q(v3)[X] est divisible par le polyndme minimal f V303 €
Q(v/3)[X] de v/2 sur Q(v/3) qui est donc de degré 1 ou 2. Supposons fveows €
Q(v/3)[X] de degré 1. Alors v/2 € Q(v/3) et dans la Q-base (1,1/3) de I’extension
Q(v3)/Q on a v2 = ag + a;v/3 avec a; € Q. Nous obtenons 2 = (ag + a;v/3)? =
ag + 2a0a;v/3 + 3a? et il en résulte que v/3 € Q qui contredit ce qui précéde. Donc
[K:Q]=2-2=4.

2. K =Q(vV2,—v/2,v3,—/3) estun corps de décomposition de g = (X% —2)(X?—3) €
Q[X]. Comme Q est de caractéristique zéro I’extension K/Q est galoisienne et son
groupe de Galois G est d’ordre [K : Q] = 4 (il est donc isomorphe soit & Z /47 soit
a Z/27 x 7,/27). Un automorphisme o € G est uniquement déterminé par son action
sur les racines de g et envoie une racine d’un facteur de g sur une racine de ce méme
facteur. Donc a(\/§) = ++2et a(\/§) = ++/3 ("image de —v/2 et de —/3 en découle),
ce qui livre quatre possibilités qui, puisque G est d’ordre 4, correspondent toutes a un
automorphisme de K /Q. Les automorphismes étant tous d’ordre deux il en résulte que

G = 7,)27 x 7).

3. Comme Q(a) C Q(v/3,+/2) nous obtenons 4 = [K : Q] = [K : Q(a)][Q(a) : Q]
qui montre que [Q(«) : Q] divise 4. Considérons la Q-base de K/Q donnée par B =

(1,v/3,v2,v/3v2 = v/6). Lécriture o« = /3 + /2 dans cette base étant unique nous
obtenons a € Q. Supposons [Q(«) : Q] = 2, alors

0=a2+a1a+a0:(5—|—a0)+a1\/§+a1\/§+2\/€=0

avec a; € Q qui contredit le fait que B est une Q-base. Donc [Q(«) : Q] = 4. Pour
obtenir le polyndme minimal on note que (o — v/2)? = o — 2ay/2 + 2 = 3 et donc
(a? —1)? = 8ar qui montre que X? — 10X + 1 € Q[X] est un polyndme annulateur de o
de degré minimal sur Q.

4. [K : Q] = [Q(a) : Q] = [Q(a) : Q(v3)][Q(V3) : Q] et [Q(v/3) : Q] = 2il en résulte
que [Q(a) : Q(v/3)] = 2. Comme (o — v/3)> = 2 le polyndme X2 — 2/3X + 1 €
Q(v/3)[X] est un polyndme annulateur de o de degré minimal sur Q(+/3).

Corrigé de I’exercice 2.

1. Le polyndme f étant de degré 3 et n’admettant pas de zéro dans F5 est irréductible (par
exemple 4% + 4 + 1 = 69 n’est pas divisible par 5). Comme B = (1, a, a?) est une
Fs-base de K, il existe 5° éléments dans K. Le corps premier de K étant Fj il est de
caractéristique 5.



2. Dans K on calcule modulo X? + X +leta® = —a — 1. Dou a? = —a? — a,
@ =-ad—a?=-at+a+1, ()P =(-a—-1P°=-a’—-1=a?—-a+3et
a® = (a? — a+3)? = a? + 1. Le groupe multiplicatif K* est d’ordre 125 — 1 = 22 - 31
et I’ordre de « doit diviser ce nombre. L’écriture dans la base B étant unique 1’ordre de o
n’estni 2,4 et a3 = a*a = —1. Comme a®? = (a? + 1) = 1 I’ordre de « est 62. Pour
calculer (2a)?, (2a)?, (2a)3! et (2a)%? on multiplie les expressions précédentes dans la
base B par 22 = —1,2% = 2,231 = 2,262 = 22 en utilisant 2° = 2. Ainsi 2« est d’ordre
124 et est donc un générateur de /*.

3. D’apres le cours le groupe de Galois est cyclique d’ordre 3 = [K : 5] et est engendré
par le morphisme de Frobénius z +— 2°. Puisque F5(a?®) C K le degré [F5(a?) : Fs)
divise [K : F5] = 3. Comme —1 — o = a3 n’appartient pas a F5 le polyndme minimal
g € F5[X] de o® est d’ordre 3. Le groupe de Galois envoie une racine de ¢ sur une racine
de g et donc ()5 et ((a?)?) sont les deux autres racines de g.

Corrigé de I’exercice 3.

1. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe un entier n > 0 et des éléments
di,...,d, de A, non inversibles et éventuellement nuls, tels que d; | --- | d, et:

M~A/(d) - & A/(dn).

2. Comme d est un diviseur commun de a et b, il existe des éléments o', V' tels que a = da’
et b = db’. Comme de plus d est un plus grand diviseur commun, nécessairement a’ et b’
sont premiers entre eux. D’apres le théoreme de Bézout, il existe alors u, v € A tels que
ua’ + vb' = 1. Enfin, comme ab = md, on obtient m = da'b’.

3. 11 est clair que les expressions ux + vy et b’z — a’y sont A-linéaires en x et y, donc
on peut définir un morphisme de A-modules ¢; : A® A — A D A par pi(x,y) =
(ux + vy, b’z — a'y). Notons vy : AB A — A/(d) & A/(m) le morphisme composé de
1 avec les morphismes de quotient A — A/(d) et A — A/(m). Maintenant, si z € (a)
ety € (b), il existe 2, 3/ tels que x = ax’ ety = by’, donc

pa(7,y) = (uz + vy, b'w — d'y)
= (uazx’ + vby',V'ax’ — a'by’)
= (d(ud'z’ + vb'y'), m(« — ¢/))
=0

puisque la classe de d est nulle dans A/(d) et celle de m nulle dans A/(m). Ainsi (a) &
(b) C ker(ys) et il s’ensuit que ¢, passe au quotient en un morphisme ¢ : A/(a) @
A/(b) — A/(d) ® A/(m) comme demandé.

4. Les mémes arguments que dans la question précédente montrent que 1’on peut définir un
morphisme de A-modules 1) : A@A — A/(a)®A/(b) par o(s,t) = (a's+vt, b's—ut).



Sis e (d)ett € (m),ilexiste s, tels que s = ds’ et t = mt’, donc

Pa(s,t) = (a's + vt, Vs — ut)

= (as’ + mot', bs' — mut’)
(a(s" + b'vt'),b(s" — d'ut’))
0

puisque la classe de a est nulle dans A/(a) et celle de b nulle dans A/(b). Ainsi (d) &
(m) C ker(z)9) et il s’ensuit que 1o passe au quotient en un morphisme ¢ : A/(d) &
A/(m) — A/(a) & A/(b) comme demandé.

5. Ona:
U(p(z,y)) = ¥(uz + vy, Ve — a'y)
= (d'(uz + vy) + v(b'z — d'y), b (ux + vy) — u(b'z — a'y))
= (2,9)
et

o(Y(s,t)) = p(a's + vt,b's — ut)
= (u(a's +vt) + v(b's — ut),b'(a's + vt) — a'(V's — ut))
= (s,1).

Ceci montre que ¢ et 1) sont des isomorphismes inverses I’un de 1’autre. Ainsi le module
M = A/(a)® A/ (D) estisomorphe a A/(d) & A/(m), et comme d divise m, on reconnait
que (d, m) est la suite des facteurs invariants de M.

Corrigé de I’exercice 4.

1. Notons d = deg(P) et P = Z?:o p;X'. Comme f est un morphisme d’anneaux k-
linéaire, on a

f(P)= f(Z piX') = Z pif(X') = Z pi(f(X))' = Z piQ = P(Q(X)).

2. Si f est un automorphisme, en particulier il est surjectif, donc il existe P tel que f(P) =
P(Q(X)) = X. Comme deg(P o Q) = deg(P)deg(R), on en déduit en prenant les
degrés que deg(P) deg(Q)) = 1. Il s’ensuit que deg(P) = deg(Q) = 1. Réciproquement,
si deg(Q) = 1 on peut écrire Q = aX +baveca € k* eth € k. Posons Q' = a1 (X —b)
et soit f' : A — A I’endomorphisme déterminé par f'(X) = (', qui est donc tel que
f(P)=P(Q(X)).Ona f(X)=aX +bpuis (f o f)(X) = f(aX +b) =a(aX +
b—0b) = X, donc f'o f est1'identité de A. De méme on a f'(X) = a~'(X — b) puis
(fof)X)=f(a'X —a'b) =a(a'X —a"'b) + b= X, donc f o fest 'identité
de A. Finalement f” est un inverse pour f, donc f est un automorphisme.



