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Corrigé de l’examen de Mathématiques

Exercice 1 (7,5 points)

1. Pour construire Fk+1 partant de Fk, on partage chaque côté de Fk en trois segments (pour
être précis, il aurait fallu dire "trois segments de même longueur"). Donc, le côté du triangle
équilatéral que l’on colle est égal au tiers de ck, c’est-à-dire ck+1 = ck/3 . Quant au nombre de0,5 pt
côtés, chaque côté de Fk donne visiblement naissance à 4 côtés de Fk+1 : les deux correspondant
aux segments extrêmes du découpage en trois, puis les deux correspondant à deux côtés du
triangle équilatéral que l’on vient de coller. Ainsi nk+1 = 4nk .0,5 pt

On a donc deux suites géométriques de raisons 1/3 et 4, donc ck+1 = (1
3)k+1c0 et nk+1 =

0,5 pt 4k+1n0. (Soit on considère que c’est du cours, soit on le démontre par récurrence, ce qui est
quasi-immédiat.)

2. Pk est égal à la longueur d’un côté multiplié par le nombre de côtés : Pk = cknk = (1
3)kc0 ×

4kn0 = 3× (4
3)kc0.0,5 pt

Comme 4/3 > 1, ceci tend vers +∞ lorsque k tend vers +∞, donc F a un périmètre infini.0,5 pt
3. Méthode directe : chaque triangle équilatéral qu’on colle sur les côtés de Fk pour fabriquer
Fk+1 a pour côté ck/3 = ck+1 = (1

3)k+1c0. D’après la formule donnant l’aire d’un triangle, on
trouve αk =

√
3

4 (ck+1)2 =
√

3
4 (1

3)2(k+1)(c0)2.1 pt
Relation de récurrence entre αk+1 et αk : le triangle d’aire αk+1 est l’image du triangle d’aire

αk par une homothétie de rapport 1/3, donc par homogéníté de l’aire on a αk+1 = 1
9αk. On en

déduit que αk = (1
9)kα0 = (1

9)k ×
√

3
4 (1

3)2(c0)2 =
√

3
4 (1

3)2(k+1)(c0)2.

4. L’aire de Fk+1 est la somme de l’aire de Fk et des aires des nk triangles équilatéraux que l’on
ajoute, donc on a Ak+1 = Ak + nkαk . Pour montrer que Ak+1 = A0 + 1

3A0

[
1 + 4

9 +
(

4
9

)2 +0,5 pt
· · · +

(
4
9

)k ]
, on peut procéder par récurrence. Pour cela on observe que n0α0 = 1

3A0 (c’est un0,5 pt
calcul facile) et de plus nkαk est une suite géométrique, car nk et αk le sont toutes les deux.
Précisément, on trouve nk+1αk+1 = (4

9)k+1 × 1
3A0. Passons à la démonstration par récurrence.0,5 pt

La formule est vraie pour k = 0 car A1 = A0 + n0α0 = A0 + 1
3A0. Supposons que pour un entier

k ≥ 1, la formule est vraie, alors

Ak+2 = Ak+1 + nk+1αk+1 = A0 + 1
3A0

[
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)2 + · · ·+
(

4
9

)k ]
+ nk+1αk+1

= A0 + 1
3A0
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Donc la formule est vraie au rang k + 1. Donc la formule est vraie pour tout k ≥ 0.1 pt

5. On utilise la formule classique :

1 + q + q2 + · · ·+ qk =
1− qk+1

1− q
.

En faisant q = 4/9 dans l’expression Ak+1 = A0 + 1
3A0

[
1 + 4

9 +
(

4
9

)2 + · · ·+
(

4
9

)k ]
, on trouve1 pt

Ak+1 = A0 +
1
3
A0

[1− (4
9)k+1

1− (4
9)

]
.

Puisque 4/9 < 1, lorsque k tend vers +∞, la limite de (4
9)k+1 est 0 et donc la limite de Ak+1,

c’est-à-dire l’aire du flocon, est0,5 pt
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3
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1
3
A0 ×
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=
8
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A0 .






