


Ensembles, fonctions 
et hypothese du continu 

La theorie des ensembles, elaboree par Georg Cantor dans la seconde moi
tie du 1ge siecle, a profondement transforme les mathematiques. Les ma
thematiques modemes sont inconcevables sans le concept d' ensemble et, 
comme l' a affirme David Hilbert : « Personne ne nous chassera du paradis 
(de la theorie des ensembles) que Cantor a cree pour nous ». 

L'un des concepts fondamentaux introduits par Cantor est la notion de taille 
ou de cardinal d'un ensemble M, note IMI. Pourles ensembles finis, la no
tion ne presente pas de difficuIte : on compte simplement le nombre d'ele
ments et l'on dit que M est un n-ensemble ou qu'il a n pour cardinal si M 
contient precisement n elements. Deux ensembles finis M et N ont donc le 
meme cardinallMI = INI s'ils contiennent le meme nombre d'elements. 
Pour etendre cette notion d' egalite de taille aux ensembles infinis, recou
rons a l' experience pratique suivante pour les ensembles finis : supposons 
qu'un certain nombre de personnes montent dans un bus. Quand peut-on 
dire que le nombre de personnes est le meme que le nombre de sieges 
libres? Une fa~on simple de proceder consiste a laisser tout le monde s'as
seoir. Si chacun trouve un siege et si aucun siege ne reste libre, alors le 
nombre d' elements de l' ensemble des personnes est le meme que le nombre 
d'elements de l'ensemble des sieges. En d'autres termes, les deux ensembles 
ont le meme cardinal s'il existe une bijection de l'un des ensembles sur 
l'autre. 

Nous prendrons donc cette definition: deux ensembles arbitraires M et N 
(finis ou infinis) ont meme taille (ou cardinal) si et seulement s' il existe une 
bijection de M sur N. Il est clair que cette notion d'egalite de taille definit 
une (sorte de) relation d'equivalence sur les ensembles et l'on peut ainsi 
associer un nombre, appele nombre cardinal, a chaque classe d'ensembles 
de meme cardinal. Pour les ensembles finis, par exemple, on obtient les 
nombres cardinaux 0, 1, 2, ... ,n, ... ; l'entier k est le cardinal de la classe 
des k-ensembles et, en particulier, 0 est celui de I' ensemble vide 0. En 
outre, on observe le fait evident qu'un sous-ensemble propre d'un ensemble 
fini M a toujours un cardinal plus petit que celui de M. 
La theorie devient tres interessante et nettement moins intuitive lorsqu' on 
se toume vers les ensembles infinis. Considerons a cet effet l' ensemble 
N* = {1,2, 3, ... } des nombres entiers non nuls. Un ensemble M est dit 
denombrable s'il peut etre mis en bijection 1 avec N*. En d'autres termes, 

1. N.d.T.: nous conservons les definitions du texte original. d'ou la mise en bijeetion ayee 
N* et non Neomme le yeut l'usage fran9ais. L'usage anglo-saxon yeut en effet que N soit 
defini eomme {I, 2, 3, ... } et non eomme {O, 1, 2, 3, ... }. Nous ayons ehoisi de garder la 
notation fran9aise N = {O, 1,2,3, ... } par respeet pour les habitudes du leeteur. Il en resulte 
quelques oeeurrenees de N* qui peuyent sembier superflues au premier abord ... 
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M est denombrable si l' on peut numeroter la liste des elements de M de la 
maniere suivante : m1, m2, m3, ... Toutefois un etrange phenomene se pro
duit alors. Supposons qu'on ajoute a N* un nouvel element x: 1'ensemble 
N* U {x} est toujours denombrable et son cardinal est donc encore egal a 
celui de N* ! 

Ce resultat est agreablement illustre par 1'« hotel de Hilbert ». Supposons 
qu'un hotel dispose d'un ensemble infini denombrable de chambres nume
rotees 1,2,3, ... et que chaque chambre i est occupee par un hote 9i si bien 
que 1'hotel est complet. A son arrivee, un nouvel hote x qui demande une 
chambre se voit repondre : «desole, toutes les chambres sont reservees ». 
«Pas de probleme », dit le nouvel arrivant, «deplacez simplement l'hote 
91 dans la chambre 2, 1'höte 92 dans la chambre 3 et ainsi de suite, puis 
je prendrai la chambre 1 ». A la surprise du gerant (il n'est pas matMmati
cien), ce systeme fonctionne : il parvient a loger tous ses hotes ainsi que le 
nouvel arrivant x ! 

11 est maintenant c1air qu'il peut encore loger un nouvel arrivant y, puis 
encore un autre z, etc. Ainsi, contrairement au cas fini, il peut tres bien 
arriver qu'un sous-ensemble propre d'un ensemble infini M ait le meme 
cardinal que M. En fait, comme nous allons le voir, c'est une caracterisation 
de 1'infinite : un ensemble est infini si et seulement s'il a le meme cardinal 
que 1'un de ses sous-ensembles propres. 

Laissons la 1'hotel de Hilbert et examinons les ensembles de nombres usuels. 
L'ensemble Z des entiers est encore denombrable puisqu'on peut enumerer 
Z de la maniere suivante Z = {O, 1, -1,2, -2,3, -3, ... }. 11 est peut-etre 
plus surprenant que l'ensemble Q des nombres rationne1s soit aussi denom
brable. 

Theoreme 1. L' ensemble Q des nombres rationnels est denombrable . 

• Preuve. 

En listant 1'ensemble Q+ des rationne1s positifs comme indique sur la fi
gure ci-contre, tout en elilninant les nombres deja rencontres, on observe 
que Q+ est denombrable; Q 1'est donc aussi puisqu'il suffit d'en faire la 
liste en commen~ant par 0 et en pla~ant - ~ juste apres ~. Avec ce procede 
d'enumeration: 

Q = {0,1,-1,2,-2,~,-~,~,-~,3,-3,4,-4,~,-~, ... } 

On peut aussi interpreter la figure autrement et dire que : 

Une reunion denombrable d' ensembles denombrables Mn est de
nombrable. 

En effet, il suffit de poser Mn = {anl' an2, an3, . .. } et de lister: 

00 

U Mn = {all, a21, a12, a13, a22, a31, a41, a32, a23, a14, ... } 
n=1 

exactement comme precedemment. 

D 
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Observons l' enumeration des rationne1s positifs selon le schema de Cantor 
un peu plus attentivement. En considerant la figure, nous avions obtenu la 
suite: 

121123432112345 
I' I' 2' 3' 2' I' I' 2' 3' 4' 5' 4' 3' 2' I' ... 

de laquelle il convenait de retirer les doublons comme ~ = t ou ~ = ~. 
En fait il existe une maniere encore plus elegante et systematique de lister 
les elements en question qui evite les doublons. Elle a ete proposee tres 
recemment par Neil Calkin et Herbert Wilf. Leur liste commence par : 

1 1 ~ 1 ~ ~ ~ 1 ~ ~ Q ~ Q ~ ~ 
l' 2' l' 3' 2' 3' l' 4' 3' 5' 2' 5' 3' 4' l' .... 

Le denominateur du n-ieme rationne1 de la suite est egal au numerateur 
du (n + 1)-ieme. En d'autres termes, la n-ieme fraction est de la forme 
b( n) /b( n + 1) ou (b( n)) n~O est une suite qui commence par : 

(1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1, 5, ... ). 

Dans un artic1e de 1858, le mathematieien allemand Moritz Abrallam Stern 
est le premier a s' etre interesse acette suite, desormais connue sous le nom 
de suite diatomique de Stern. 

Comment obtenir les elements de cette suite et ainsi une maniere efficace de 
lister les rationne1s positifs ? Considerons I' arbre binaire infini represente 
dans la marge. 11 est facile de constater la nature recursive de sa construc
tion: 
- t figure a la raeine de l'arbre; 

- chaque nreud y a deux fils: le fils gauche est i!j et le fils droit est ijj . 

On verifie faeilement les proprietes suivantes : 

(1) Toutes les fractions qui apparaissent dans l'arbre sont reduites, c'est-a
dire que lorsqu'une fraction ~ apparait dans 1'arbre, r et s sont premiers 
entre eux. 

La propriete est vraie pour la racine de 1'arbre t et l'on va proceder par 
recurrence vers le bas de 1'arbre. Si r et s sont premiers entre eux, alors il 
en va de meme pour r et r + s, comme pour s et r + s. 

(2) Toute fraction reduite ~ > 0 apparait dans 1'arbre. 

On procede par recurrence sur la somme r + s. La plus petite valeur possible 
pour cette somme est r + s = 2, correspondant a ~ = t, valeur qui apparait 
a la raeine de 1'arbre. Si r > s, alors, d'apres 1'hypothese de recurrence, 
r-;;s apparait deja dans l'arbre et l'on obtient ~ comme son fils droit. De 
maniere analogue, si r < s, s:r apparait deja dans l'arbre et ~ apparait 
comme son fils gauche. 

(3) Toute fraction reduite apparait exactement une fois. 

Si ~ apparaissait plus d'une fois dans l'arbre, alors r =1= s puisque toutnreud 

de 1'arbre, a l'exception de la raeine, est de la forme i!j < 10u 7 > 1. 
Comme r > s ou s > r, on procede par recurrence, comme on l' a fait dans 
le point precedent. 

1 
"5 
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r-s r' 
s S'-T' 

\ I 
!: r' 
s s' 

Par exemple, h(6) = 3, avec les repre
sentations hyperbinaires possibles sui
vantes: 
6=4+2 
6=4+1+1 
6=2+2+1+1. 

Tout rationnel positif apparait donc exactement une fois dans l' arbre et on 
peut ecrire la suite de ces nombres de gauche a droite, niveau par niveau, 
en descendant dans l' arbre 2. On obtient ainsi les premiers termes listes 
precedemment. 

(4) Le denominateur de la n-ieme fraction de la suite est egal au numera-
teur de la (n + l)-ieme. 

Le resultat est evident pour n = 0 ou lorsque la n-ieme fraction est un 
fils gauche. On raisonne par recurrence. Supposons, que la n-ieme fraction 
~ est un fils droit. Si ~ est l'element le plus a droite d'un niveau, alors 
s = 1 si bien que la fraction qui lui succMe se trouve la plus a gauche 
dans le niveau suivant et presente un numerateur qui est 1. Si, en revanche, 
~ n'est pas au bord de son niveau et, si ~ designe la fraction qui la suit 

immediatement, alors ~ est le fils droit de T:;S et ~ est le fils gauche de 

---,i-, et alors, d'apres I'hypotbese de recurrence, le denominateur de T-S 
S -T S 

est le numerateur de ---,i-, si bien que s = r ' . S -T 

Tout cela est tres bien mais il y a encore mieux. Deux questions se pre
sentent de maniere naturelle : 

- Est-ce que la suite (b( n)) n;;'O a une «signification» ? En d'autres termes, 

est-ce que b(n) denombre quelque chose de simple? 

- Etant donne ~, dispose-t-on d'un moyen simple pour calculer son suc-
cesseur dans la suite? 

Pour repondre a la premiere question, nous allons montrer que le nreud 
b(n)/b(n + 1) admet les fils b(2n + 1)/b(2n + 2) et b(2n + 2)/b(2n + 3). 
La procede de construction de l' arbre conduit a la recurrence : 

b(2n + 1) = b(n) et b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1). (1) 

Posant b(O) = 1, la suite (b( n) )n;;,O est parfaitement definie par les rela
tions (1). 

Ainsi la question devient : y a-t-il une «jolie» suite «connue» satisfaisant 
a ces relations de recurrence? La reponse est affirmative. Nous savons que 
tout nombre n peut etre ecrit de maniere unique comme la somme de puis
sances de 2 distinctes : c'est I'habituelle representation binaire de n. Une 
representation hyperbinaire de nest une decomposition de n en somme de 
puissances de 2 dans laquelle chaque puissance peut apparaitre au plus deux 
jois. Soit h( n) le nombre de representations hyperbinaires possibles pour n. 
Le lecteur est invite a constater que la suite de terme general h(n) satisfait 
aux relations de recurrence (1), ce qui suffit a prouver que b(n) = h(n) 
pourtout n. 

Incidemment nous avons prouve un resultat surprenant : soit ~ une fraction 
reduite, il existe un unique entier n tel que r = h(n) et s = h(n + 1). 

2. N.d.T.: l'infonnaticien dirait : «en effectuant un parcours en largeur» de l'arbre. 
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Tournons nous a present vers la deuxieme question. Dans l' arbre figure : 

:': 
s 

/ ~ soit encore, avec x := ~ : 

...I....- r+s 
r+s s 

x 

x+1 

Nous utilisons ce schema pour generer un arbre infini encore plus grand 
(sans raeine) comme suit : 

o 
~I 

1 
5 

0 
I 
~ 
~ 1 

I 

1/~2 
"2 I 

1\ 1\ 

Dans cet arbre, toutes les lignes sont identiques et e1Ies fournissent toutes 
le procede de denombrement des rationne1s positifs de Calkin-Wilf (en par
tant de ~). 
Comment fait-on alors pour passer d'un rationne1 a son successeur? Pour 
repondre acette question, remarquons d'abord que pour tout rationne1 x, 
son fils droit est x + 1, son petit-fils droit est x + 2 et son descendant droit 
d'ordre k est x+k. De maniere analogue, le fils gauche de x est l~x dont le 
propre fils gauche est 1;2x et ainsi de suite. Le descendant gauche d'ordre 
k de x est l;kx. 

A present, pour trouver comment on passe de ~ = x a son successeur f (x) 
dans la liste, il nous faut analyser la situation representee dans la marge. 
En fait, si l'on considere un rationne1 x strictement positif quelconque dans 
1'arbre binaire infini, alors on voit que c'est le descendant droit d'ordre k 
du fils gauche d'un certain rationne1 y ? 0 (pour un certain k ? 0) tandis 
que f(x) s'obtient comme Ie descendant gauche d'ordre k du fils droit de 

0 ~ 
I 

~ 
1 1 

1/~2 
"2 I 

1\ 1\ 1 3 2 3 
:3 "2 :3 I 

r~ r~ r~ r~ 
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l+k(y+1) 

ce meme y. Ainsi, a partir de la formule donnant la valeur des descendants 
d'ordre k on trouve: 

x = -y-+k 
1 +y , 

comme indique sur la figure ci-contre. Ici, k = lx J est la partie entiere de x 
tandis que I!y = {x} est sa partie fractionnaire. On en deduit : 

y+l 
f(x) = l+k(y+l) 

1 

y~I + k 

1 1 

k + 1- y!I lxJ+l-{x}' 

Nous avons donc obtenu une magnifique formule pour le successeur f(x) 
de x, recemment etablie par Moshe Newman: 

La jonction : 

1 
x ~ f(x) = lxJ + 1- {x} 

engendre La suite de Calkin- Wiif. 

1 1-7 1 1-7 ~ 1-7 1 1-7 ;! 1-7 ~ 1-7 .i! 1-7 1 1-7 i 1-7 
1213231 43 

dans laquelle jigure exactement une jois tout rationnel positif. 

Le procede d'enumeration de Calkin-Wilf-Newman presente d'autres pro
prietes remarquables. Par exemple, on peut se demander si I'on dispose 
d'un moyen rapide de calculer la n-ieme fraction de la suite, disons, par 
exemple, pour n = 106 . Le voici : 

Pour trouver la n-ieme fraction de la suite de Calkin-Wilf, il faut expri
mer n sous sa forme binaire n = (bkbk- I .. . bI bo h et suivre dans l' arbre 
de Calkin-Wilf le chemin defini par 1es chiffres bi , en partant de % = ~. 
L'egalite bi = 1 signifie «choisir le fils droit », c'est-a-dire «ajouter le 

1 denominateur au numerateur », tandis que bi = 0 signifie « choisir le fils 

/ 
1 '0. gauche », c'est-a-dire« ajouter le numerateur au denominateur ». 

1 
"2 

1\ 

, '" La figure representee ci-contre dans la marge montre le chemin pour n = 

f 25 = (llOOlh· Ainsi 1e 25-ieme terme de la suite de Calkin-Wilf est t. 
0./ \. Le 1ecteur pourra aisement etablir un procede qui calcu1e la (representation 
, ~ binaire de la) position n d'une fraction donnee % dans la suite. 

2 Q :3 1 SignaIons, pour en finir avec Q, une autre fa~on, tres elegante, de montrer 
o 1 ~, .L~, que Q+ est denombrab1e : elle consiste a ob server que l'application de Q+ 
r "1 f "1 a valeurs dans N qui a p / q irreductible associe 2P3Q est injective. 

1 1 Q ~ ~ ~ 3 4 
4 3 5 2 5 3 4 I Qu'en est-il de l'ensemb1e des nombres reels lR? Est-illui-aussi denom-

.L ~, r }. .L ~, r }. .L 11 r }. .L ~, r )JJrable? 11 n'en est rien. La methode employee pour le demontrer - la 
/ "1 "1 f "1 "1 f ~ "1 f "1 'inhhode diagonale de Cantor - n'a pas seulement une importance capi-
"5 "5 tale pour la theorie des ensembles toute entiere, elle appartient aussi a coup 

sill au Grand Livre pour le trait de genie qu'elle constitue. 
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Theoreme 2. L'ensemble lR des nombres reels n'est pas denombrable . 

• Preuve. Tout sous-ensemble N d'un ensemble denombrable M = {mI, 
m2, m3, ... } est au plus denombrable (e' est-a-dire fini ou denombrab1e). 
En effet, il suffit de lister simplement 1es elements de N tels qu'ils appa
raissent dans M. Si done on peut trouver un sous-ensemble de lR qui n'est 
pas denombrable, alors a fortiori lR ne peut pas etre denombrable. Le sous
ensemble M de lR que nous allons examiner est I' intervalle] 0, 1] de tüus les 
nombres reels T tels que ° < T ~ 1. Supposons, au eontraire, que M soit 
denombrab1e et soit M = {TI, T2, T3, ... } une enumeration des elements 
de M. On eerit T n sous la forme de son unique developpement decimal 
infini (sans suite infinie de zeros a la fin 3) : 

Oll ani E {O, 1, ... , 9} pour tout n et pour tout i. Par exemple, 0.7 
0.6999 ... Considerons maintenant le tableau doub1ement infini : 

Tl 0.a11a12a13··· 

T2 0.a2Ia22a23··· 

Pour tout n, soit bn le plus petit element de {I, 2} different de anno Alors 
b = 0.bl b2 b3 ... bn ... est un nombre reel appartenant a l'ensemble M qui 
doit done etre indexe sous la forme b = Tk. Cela est impossible puisque bk 

est different de akk. D 

Attardons-nous un moment sur 1es nombres reels et remarquons que 1es 
quatre types d' intervalles ] 0, 1 [, ] 0, 1], [0, 1 [ et [0, 1] ont le meme eardinal. 
Nous pouvons notarnment verifier que ]0,1] et ]0, 1[ ont meme eardinal. 
L'applieation f definie par f :]0,1] ---+]0,1[, x f---+ y par: 

~-x 
y:= j s-x 

{ 

~-x si 

si 

si 

~ < x ~ 1, 

~ < x ~~, 
~ < x ~~, 

eonvient. En effet, eette applieation est bijeetive, puisque y deerit l'inter
valle ~ ~ y < 1 a la premiere ligne, ~ ~ y < ~ a la deuxieme ligne, 
~ ~ y < ~ a la troisieme ligne et ainsi de suite. 

3. N.d.T. : c'est-a-dire en faisant le choix Gustifie par le raisonnement qui suit) de repre
senter, par exemple, 3/10 par le developpement 0, 29999 ... plutöt que par le developpement 
0,30000 ... 

° 1 

f: ]0,1] ---+]0, I[ 
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s 

~ 
R 

Nous constatons ensuite que tous les intervalles (de longueur finie stricte
ment positive) ont meme cardinal en considerant la prajection centra1e re
presentee sur la figure. 11 y a meme mieux : chaque intervalle (de longueur 
strictement positive) a le meme cardinal que la droite reelle Rentiere. Pour 
s'en convaincre, il suffit de regarder 1'intervalle ouvert plie ]0, 1[ et de le 
projeter sur Ra partir du centre S. 
En conc1usion, tous les intervalles ouverts, semi-ouverts, fermes (finis ou 
infinis) de longueur strictement positive ont le meme cardinal. On note c 
ce cardinal, c pour continu. On dit que ces ensembles de nombres ont la 
puissance du continu. 

Le fait que des intervalles finis ou infinis aient le meme cardinal peut ap
paraitre comme intuitif apres reflexion; voici neanmoins un resultat qui va 
completement a 1'encontre de 1'intuition. 

Theoreme 3. L'ensemble R2 de tous les couples de nombres reels, (c'est
ii-dire le plan reel) a le meme cardinal que R. 

Cantor praposa cet enonce en 1878 avec 1'idee de fusionner le developpe
ment decimal de deux reels pour en faire un seul. La variante de la methode 
de Cantor presentee ici releve du Grand Livre. Abraham Fraenkel attribue 
a Julius König 1'astuce qui fournit directement la bijection adequate . 

• Preuve. 11 suffit de montrer que 1'ensemble de tous 1es coup1es (x, y), ° < x, Y :( 1, peut etre envoye de fa90n bijective sur ]0, 1]. Ici encore, la 
demonstration merite de figurer dans le Grand Livre. Considerons le couple 
(x, y) et ecrivons 1'unique developpement decimal infini de x et y comme 
dans l' exemple suivant : 

x 0.3 01 2 007 08 
y 0.009 2 05 1 0008 

Nous avons separe 1es chiffres de x et y en groupes qui s'arretent des qu'un 
chiffre non nul apparait dans le developpement. Nous associons ensuite a 
(x, y) le nombre Z E]O,I] en ecrivant le premier graupe de chiffres appa
raissant dans l'ecriture de x, puis le premier graupe issu de y, ensuite le 
deuxieme graupe issu de x et ainsi de suite. Ainsi, avec l' exemp1e prece
dent, on obtient : 

Z = 0.3 009 01 2 2 05 007 1 08 0008 ... 

Comme ni x ni y ne sont composes que de zeros a partir d'un certain rang, 
l' expression de Z est un developpement decimal infini. Recipraquement, a 
partir du developpement de z, nous pouvons immediatement reconstituer 
son image reciproque (x, y), 1'application est donc bijective. D 

Comme (x, y) >------+ x + iy est une bijection de R2 sur l'ensemble des 
nombres complexes C, on obtient : ICI = IRI = c. Pourquoi le resultat 
IR2 1 = IRI est-il aussi inattendu? Parce qu'il va a 1'encontre de 1'intuition 
qu'on peut avoir de la notion de dimension. Le resultat precedent dit que 
1e plan R2 de dimension 2 (et plus generalement, par recurrence, 1'espace 
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lRn de dimension n) peut etre envoye bijectivement sur la droite lR qui est 
de dimension 1. Ainsi, la dimension n' est pas conservee en general par les 
applications bijectives. Cependant, si nous demandons a l'application et a 
son inverse d' etre continues, alors la dimension est conservee, propriete que 
Luitzen Brouwer fut le premier a montrer. 
Allons un peu plus loin. Jusqu'a present, nous avons la notion d'egalite de 
cardinal. Quand pourra-t-on dire que M est au plus aussi grand que N? Ce 
sont encore 1es applications qui apportent la cle. Nous dirons que 1e nombre 
cardinal m est inferieur ou egal a n si, etant donnes des ensembles M et 
N tels que IMI = m et INI = n, il existe une injection de M dans N. 
TI est clair que la relation m :( nest independante des representants M et 
N choisis. Si les ensembles sont finis, cela correspond encore a l'intuition. 
Un m-ensemble est au plus aussi grand qu'un n-ensemble si et seu1ement 
si m:( n. 

On est maintenant confronte a un probleme fondamental. Il serait evidem
ment souhaitable que 1es lois usuelles concernant les inegalites soient ega-
1ement verifiees pour 1es nombres cardinaux (notamment infinis). En parti
culier, est-il vrai que m :( n et n :( m implique : m = n? 

La reponse affirmative est foumie par le celebretheoreme de Cantor -Bernstein 
que Cantor enon~a en 1883. La premiere demonstration complete de ce 
resultat fut etablie par Felix Bernstein bien des annees plus tard dans le 
seminaire de Cantor. De nouvelles preuves ont ete etablies par Richard 
Dedekind, Ernst Zermelo et bien d'autres. La demonstration que nous en 
donnons ici est due a Julius König (1906). 

Theoreme 4. Si chacun des deux ensembles M et N s'injecte dans l'autre, 
aZors il existe une bijection de M sur N, c'est-a-dire IMI = INI. 

• Preuve. Nous pouvons supposer que M et N sont disjoints - si tel 
n'est pas le cas, on remplace N par une copie de N. 

Soit f et 9 1es applications qui transportent respectivement 1es elements 
de M vers N et ceux de N vers M. Une maniere d'eclaircir la situation 
consiste a aligner les elements de M u N en une chaine. On va prendre un 
element arbitraire mo de M ; on forme une chaine a partir de cet element en 
lui appliquant f, puis en appliquant 9 a son image, puis a nouveau f et ainsi 
de suite. La chaine peut se refermer (cas 1) si l' on retombe sur mo au cours 
de 1'iteration de ce procede ou, au contraire, etre constituee d'une suite 
intinie d'elements distincts (le premier element qui se repeterait dans la 
chaine ne pourrait etre que mo par injectivite des applications considerees). 

Si la chaine est infinie, alors on va essayer de la parcourir en marche ar
riere, en passant de mo a g-l(mo) si mo appartient a l'image de g, puis a 
f-1(g-1(mo)) si g-l (mo) appartient a 1'image de f et ainsi de suite. Trois 
nouveaux cas peuvent alors se presenter. Soit le parcours retrograde de la 
chaine est infini (cas 2), soit le parcours s'interrompt en un element de M 
ne figurant pas dans 1'image de 9 (cas 3), soit 1e parcours s'interrompt en 
un element de N ne figurant pas dans l'image de f (cas 4). 

N 

N 
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«Cantor et Bernstein en train de 
peindre». 

Ainsi, quatre cas peuvent se presenter pour 1es chaines de M U N et nous 
allons voir que dans chaque cas il est possible d'indexer les elements de la 
chaine de telle sorte que F : mi >------+ ni soit une bijection. 

Cas 1 : cycle fini constitue de 2k + 2 elements distincts (k ~ 0). 

f 
mk~nk 

~ 
Cas 2 : chaine infinie des deux cötes constituee d'elements distincts. 

Cas 3 : chaine infinie constituee d'elements distincts commen~ant en 
mo E M\g(N). 

f 9 f 9 f 

Cas 4 : chaine infinie constituee d' elements distincts commen~ant en 
no E N\f(M). 

9 f 9 f 

D 

Qu'en est-il des autres relations gouvernant les inegalites? Comme d'ha
bitude, nous posons m < n si m :::; n et m 1= n. Nous venons de voir 
qu'etant donnes deux cardinaux m et n l'une au plus des trois possibilites : 

m<n, m=n, m>n 

peut se produire. TI decou1e de la theorie des cardinaux qu'en fait, une rela
tion exactement est vraie (se reporter a l'appendice de ce chapitre, proposi
tion 2). 

En outre, le theoreme de Schroeder-Bemstein nous dit que la relation< est 
transitive, c'est-a-dire que m < n et n < p impliquent m < p. Ainsi, 
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les cardinaux sont places dans un ordre lineaire qui commence avec les 
cardinaux finis 0,1,2,3, ... En faisant appel au systeme axiomatique de 
Zermelo-Fraenkel (notamment a 1'axiome du choix), on etablit facilement 
qu'un ensemble infini M contient un sous-ensemble denombrable. En ef
fet, M contient un element, soit ml. L'ensemble M \ {mI} n'est pas vide 
(puisque M est infini) et il contient donc un element m2. De la meme fa
~on, M \ {mI, m2} contient un element m3 et ainsi de suite. Ainsi, le 
cardinal d'un ensemble infini denombrable est le plus petit cardinal infini 
habituellement note ~o (prononcer « aleph zero » ). 

Comme ~o ::::; m pour tout cardinal infini m, on obtient immediatement le 
resultat de l' « hotel de Hilbert » pour tout nombre cardinal infini m, c' est
a-dire qu'on alM U {x}1 = IMI pour tout ensemble infini M. En effet, M 
contient un sous-ensemble N = {mI, m2, m3, ... }. Maintenant, envoyons 
x sur mb ml sur m2 et ainsi de suite, en laissant fixes les elements de 
M\N. Ce procede fournit la bijection souhaitee. 

On a montre par la meme occasion un resultat annonce un peu plus tot : 
Taut ensemble infini a le meme cardinal que l'un de ses sous-ensembles 
propres. 

Une autre application du theoreme de Cantor-Bemstein consiste a prouver 
que l'ensemble P(N) de tous les sous-ensembles de Nest de cardinal c. 
Comme on 1'a dit precedemment, il suffit de montrer que IP(N)\{0}1 = 
1]0,1]1. L'application f et g suivantes sont injectives et suffisent a prouver 
cette egalite : 

f: P(N) \ {0} ---+ ]0,1], 

A >------+ LlO-i, 
iEA 

g: ]0, 1] ---+ P(N) \ {0}, 

0.b I b2 b3 °o· >------+ {bilOi : i E N} 

Jusqu'a present, nous avons rencontre les cardinaux 0,1,2, ... ,~o ; nous 
savons aussi que le cardinal c de lR est plus grand que ~o. Le passage de 
Q de cardinal ~o a lR de cardinal c suggere immediatement la question 
suivante: 

Le cardinal infini c = IlRl est-il celui qui suit immediatement ~o ? 

A present nous sommes confrontes a la question de savoir s'il existe un 
nombre cardinal plus grand suivant ~o ou, en d'autres termes, s'il est perti
nent d'introduire un nouveau cardinal ~I' On peut repondre par 1'affirma
tive et la preuve est esquissee dans l' appendice de ce chapitre. 

L' enonce c = ~ lest connu sous le nom d' hypothese du continu. La ques
tion de savoir si 1'hypothese du continu est vraie a constitue pendant plu
sieurs decennies 1'un des plus grands defis de toutes les mathematiques. La 
reponse, finalement donnee par Kurt Gödel et Paul Cohen, nous mene aux « Le plus petit cardinal infini ». 
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limites de la pensee logique. Ils ont montre que 1'enonce c = N1 est inde
pendant du systeme d'axiomes de Zennelo-Fraenkel, tout comme 1'axiome 
de l'unique parallele est independant des autres axiomes de la geometrie 
euclidienne. Il y ades modeles pour lesquels c = N1 et d'autres modeles 
de la theorie des ensembles pour lesquels c =I=- N1 . 

A la lumiere de ces remarques, il est interessant de se demander s'il existe 
d'autres conditions (provenant par exemple de 1'analyse) qui sont equiva
lentes a 1'hypothese du continu. Dans ce qui suit, nous voulons presenter un 
exemple de ce type ainsi que sa solution, tres elegante et tres simple, due a 
Paul Erdos. En 1962, Wetzel a pose la question suivante : 

Soit {f,,} une familie de fonctions analytiques sur C, deux a deux 
distinctes, telles que pour tout z E tC l'ensemble des valeurs 
{f,,(z)} soit denombrable; appelons (Po) cette propriete. 
Peut-on en deduire que cette famille est elle-meme denombrable ? 

Tres peu de temps apres, Erdos a montre de fac;on surprenante que la re
ponse depend de 1'hypothese du continu. 

TheoremeS. Si c > N1, alors toutefamille {fa} verifiant (Po) estdenom
brable. Si, en revanche, c = N1, alors il existe unefamille {Ja} de cardinal 
c verifiant la propriete (Po). 

La demonstration de ce theoreme fait appel a certains resultats elementaires 
sur les nombres cardinaux et ordinaux. Le lecteur qui ne serait pas familier 
avec ces notions est invite a se reporter a l' appendice ou se trouvent reunis 
les resultats requis . 

• Preuve du theoreme 5. Supposons d'abord c > N1 . Nous allons mon
trer que pour toute famille {Ja} de fonctions analytiques de cardinal N1 , il 
existe un nombre complexe Zo tel que toutes les N1 valeurs fa(zo) soient 
distinctes. Par consequent, si une famille de fonctions satisfait (Po), alors 
elle doit etre au plus denombrable. 

Pour s'en convaincre, il faut faire appel aux nombres ordinaux. On com
mence par bien ordonner la famille {Ja} relativement au nombre ordinal 
initial Wl de N1 . Cela signifie, d'apres la proposition 1 de 1'appendice, 
que l' ensemble des indices parcourt tous les nombres ordinaux a qui sont 
plus petits que Wl. Ensuite, on montre que 1'ensemble des paires (a,ß), 
a < ß < Wl, a N1 pour cardinal. Puisque tout ß < Wl est un ordinal de
nombrable, l'ensemble des paires (a, ß), a < ß ,est au plus denombrable 
pour tout ß fixe. En prenant la reunion sur tous les ß (au nombre de N1), 

on deduit de la proposition 6 de l' appendice que l' ensemble de toutes les 
paires (a, ß), a < ß, a pour cardinal N1 . 

A present, pour toute paire a < ß, considerons 1'ensemble : 

S(a,ß) = {z E tC: fa(z) = fß(z)} 
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Nous affirmons que ehaque ensemble S(a,ß) est au plus denombrable. 
Pour le verifier, eonsiderons les disques Ck de rayon k = 1,2,3, ... au
tour de l'origine du plan eomplexe. Si fa et fß coi'ncident en une infinite 
de points sur un eertain Cb alors fa et fß sont identiques selon un re
sultat bien eonnu sur les fonetions analytiques. Ainsi, fa et fß eoi'ncident 
seulement sur un nombre fini de points sur ehaque Ck , done au plus sur un 
nombre denombrable de points. Maintenant on pose S = Ua<ß S(a, ß). 
Eneore une fois, gräee a la proposition 6, on etablit que S a pour eardinal 
~1 puisque ehaque ensemble S(a, ß) est au plus denombrable. Le point cle 
apparait iei : eomme nous le savons, le eardinal de C est c et c est plus grand 
que ~1 par hypothese. 11 existe done un nombre eomplexe Zo qui n'appar
tient pas a S; pour un tel Zo toutes les ~1 valeurs fa (zo) sont distinetes. 

Supposons maintenant que c = ~1 et eonsiderons 1'ensemble D ~ C 
des nombres eomplexes p + iq de parties reelle et imaginaire rationnelles. 
Puisque pour tout p 1'ensemble {p + iq : q E 1Ql} est denombrable, D est 
denombrable. En outre, D est un ensemble dense dans C done tout disque 
ouvert du plan eomplexe eontient un point de D. Soit {za : 0 ::::; a < W1} 
un bon ordre sur C. Nous allons eonstruire une famille {fß : 0 ::::; ß < wd 
de ~1 fonetions analytiques telles que : 

(1) 

Une telle familIe verifie la eondition (Po). En effet, ehaque point Z E C 
a un indiee, disons Z = Za. Pour tout ß > a, les valeurs {Jß(za)} ap
partiennent a l' ensemble denombrable D. Puisque a est un nombre ordinal 
denombrable, les fonctions f ß telles que ß ::::; a vont ajouter une quantite au 
plus denombrable de valeurs supplementaires f ß (za). Ainsi, l' ensemble de 
toutes les valeurs {J ß (z)} est eneore au plus denombrable. Done, si nous 
pouvons eonstruire une familIe {J ß} satisfaisant (1), alors la seeonde partie 
du theoreme est demontree. 

La eonstruetion de {Jß} utilise une reeurrenee transfinie. Pour fo, nous 
pouvons prendre n'importe quelle fonetion analytique, par exemple une 
fonetion eonstante. Supposons que fß ait deja ete construite pour tout ß < 
"(. Puisque "( est un ordinal denombrable, nous pouvons reordonner {fß : 
o ::::; ß < "(} en une suite 91, 92, 93, . .. Le meme ordonnaneement de 
{za : 0 ::::; a < "(} donne une suite W1, W2, W3, ... Nous allons mainte
nant eonstruire une fonetion I y satisfaisant pour tout n les eonditions : 

et (2) 

La deuxieme eondition va permettre de s'assurer que toutes les fonetions 
I y (0 ::::; "( < W1) sont distinetes ; la premiere eondition est simplement 
la eondition (1), ce qui implique (Po) gräee a notre argument preeedent. 
Notons que la eondition f,( wn ) i= 9n( wn ) est une fois de plus un argument 
diagonal. 

Pour eonstruire f" on eerit : 

f,(z) co + c1(Z - W1) + c2(Z - Wl)(Z - W2) 

+ c3(Z - Wl)(Z - W2)(Z - W3) + .... 
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« Une legende raconte que saint Au
gustin, marchant le long de la plage et 
contemplant l'infini, vit un enfant qui 
essayait de vider l' ocean avec un petit 
coquillage . .. » 

Si ,est un ordinal fini, alors f'Y est un polynome; elle est done analytique 
et nous pouvons eertainement ehoisir des nombres Ci tels que (2) soit satis
faite. Supposons maintenant que I soit un ordinal denombrable ; alors : 

= 
f'Y(Z) = co + L>k(Z - Wl)'" (z - Wk) (3) 

k=l 

Remarquons que les valeurs de Crn (m ~ n) n'ont pas d'influenee sur la 
valeur f'Y( wn ). Nous pouvons done ehoisirles Cn pas a pas. Si la suite (cn) 
eonverge vers 0 suffisanIIDent rapidement, alors (3) definit une fonetion 
analytique. En definitive, puisque D est un ensemble dense, nous pouvons 
ehoisir eette suite (cn) de sorte que f'Y satisfasse (2), ee qui termine la 
demonstration. D 

Appendice - Apropos des nombres cardinaux et or
dinaux 

Interrogeons-nous, tout d'abord, sur la question de l'existenee d'un nombre 
eardinal superieur a un nombre eardinal donne. Pour eommeneer, nous 
montrons que pour tout nombre eardinal m, il existe toujours un nombre 
eardinal n plus grand que m. Pour ee faire, nous utilisons eneore une fois 
une version de la methode diagonale de Cantor. 

Soit M un ensemble. Nous affirmons que l'ensemble P(M) de tous les 
sous-ensembles de M a un eardinal plus grand que M. En associant a mE 

M le sous-ensemble {m} E P(M), on voit que M peut etre envoye bijee
tivement sur un sous-ensemble de P(M), ee qui implique IMI :( IP(M)I 
par definition. TI reste a montrer que P(M) ne peut pas etre envoye bijeeti
vement sur un sous-ensemble de M. Supposons qu'au eontraire 

<.p : N --+ P(M) 

soit une bijeetion de N ~ M sur P(M). Considerons le sous-ensemble 
U ~ Neonstitue des elements de N qui ne sont pas eontenus dans leur 
image par <.p, e'est-a-dire que U = {m E N : m rt <.p(m)}. Puisque <.p est 
une bijeetion, il existe u E N tel que <.p( u) = U. On a done soit u EU, 
soit u rt U, mais les deux sont impossibles! En effet, si u EU, alors 
u rt <.p(u) = U par definition de U, et si u rt U = <.p(u), alors u EU, ee 
qui est eontradictoire. 

Le leeteur eonnait probablement deja eet argument. C' est le vieux paradoxe 
du barbier : «un barbier est un homme qui rase les personnes qui ne se 
rasent pas elles-memes. Est-ee que le barbier se rase lui-meme?» 

Pour poursuivre eette theorie, nous introduisons un autre eoneept important 
du a Cantor : les ensembles ordonnes et les nombres ordinaux. Un ensemble 
M est ordonne par < si la relation < est transitive et si, pour tout eouple 
d'elements distinets a et b de M, on a soit a < b soit b < a. On peut, par 
exemple, ordonner 1'1* de maniere naturelle 1'1* = {I, 2, 3, 4, ... }. On peut 
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aussi evidemment l' ordonner a l' envers N = { ... ,4, 3, 2, I}, ou eneore en 
enumerant d'abord les nombres impairs, ensuite les nombres pairs N* = 
{I, 3, 5, ... ,2,4,6, ... }. 

Voici maintenant le eoneept fondamental. Un ensemble ordonne M est dit 
bien ordonne si ehaque sous-ensemble non vide de M a un premier element 
(ou plus petit element). Ainsi, le premier et le troisieme ordres associes a N* 
ei-dessus sont de bons ordres mais ce n'est pas le eas du deuxieme. Le theo
remefondamental du bon ordre, deduit des axiomes, (inc1uant l'axiome du 
ehoix), affirme que tout ensemble M admet un bon ordre. A partir de main
tenant, nous ne eonsidererons que des ensembles munis d'un bon ordre. 

On dit que deux ensembles bien ordonnes Met N sont similaires (ou iso
morphes, ou eneore de meme type d'ordre) s'il existe une bijeetion r.p de 
M sur N qui respeete 1'ordre, e'est-a-dire telle que m <M n implique 
r.p(m) <N r.p(n). Remarquons que tout ensemble ordonne similaire a un 
ensemble bien ordonne est lui-meme bien ordonne. 

nest c1air que la similarite est une relation d'equivalenee. Nous pouvons 
done parler d'un nombre ordinal 00 appartenant a une c1asse d'ensembles 
similaires. En ce qui eoneeme les ensembles finis, deux ensembles ordon
nes que1conques ont des bons ordres similaires ; nous utilisons a nouveau 
le nombre ordinal n pour designer la c1asse des n-ensembles. Remarquons 
que, par definition, deux ensembles similaires ont le meme eardinal. Ainsi, 
on peut donner un sens au cardinal 1001 d'un nombre ordinal a. Notons 
eneore que tout sous-ensemble d'un ensemble bien ordonne est aussi bien 
ordonne par l'ordre induit. 

Comme nous 1'avons fait pour les nombres eardinaux, nous pouvons eom
parer deux nombres ordinaux. Soit M un ensemble bien ordonne, m E M, 
alors Mm = {x E M : x < m} est appele le segment (initial) de M 
determine par m; Nest un segment de M si N = M m pour un eertain m. 
Ainsi, en particulier, M m est l'ensemble vide lorsque m est le premier ele
ment de M. Soient, maintenant, J1 et 1/ les nombres ordinaux des ensembles 
bien ordonnes M et N. Nous disons que J1 est plus petit que 1/, J1 < 1/, si 
M est similaire a un segment de N. Cette relation est a nouveau transitive, 
e'est-a-dire que J1 < 1/, 1/ < 7r impliquent J1 < 7r, puisqu'une applieation 
de similarite envoie un segment sur un segment. 

Pour les ensembles finis, m < n ale sens habituel. Notons w le nombre 
ordinal de N* = {I, 2, 3, 4, ... } naturellement ordonne. En eonsiderant le 
segment Nn +1 , on trouve que n < w pour tout n fini. Ensuite, on voit que 
w :::; 00 pour tout nombre ordinal infini a. Bien sur, si 1'ensemble infini 
et bien ordonne M a pour nombre ordinal 00, alors M eontient un pre
mier element ml, 1'ensemble M\{md eontient un premier element m2, 
M\ {ml, m2} eontient un premier element m3. En eontinuant de eette fa
~on, on eonstruit une suite ml < m2 < m3 < ... de M. Si M = 
{ml, m2, m3, ... }, alors M est similaire a N*, et ainsi 00 = w. D' autre 
part, si M\ {ml, m2, ... } est non vide, alors il eontient un premier element 
m done N* est semblable au segment M m , e'est-a-dire W < 00 par defini
tion. 

Les ensembles bien ordonnes : 

N*={1,2,3,oo.} 

et: 

f::[* = {1,3,5, ... ,2,4,6, ... } 

ne sont pas similaires : Je premier ordre 
n'a qu'un element sans predecesseur 
immediat, tandis que le second en a 
deux. 

Le nombre ordinal de {I, 2, 3, ... } est 
plus petit que le nombre ordinal de 
{I, 3, 5, ... ,2,4,6, ... }. 
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Nous enon\ions maintenant (sans developper les demonstrations qui ne pre
sentent pas de difficulte) trois resultats fondamentaux sur les nombres or
dinaux. Le premier affirme que tout nombre ordinal f.-t a un ensemble bien 
ordonne « standard» W/L qui le represente. 

Proposition 1. Soit f.-t un nombre ordinal. Notons W/L l' ensemble des nombres 
ordinaux plus petits que f.-t. Alors 
(i) les elements de W/L sont deux a deux comparables. 
(ii) si l'on ordonne W/L naturellement, alors W/L est bien ordonne et a pour 

nombre ordinal f.-t. 

Proposition 2. Deux nombres ordinaux f.-t et v verifient exactement l'une 
des relations suivantes : f.-t < v, f.-t = v ou f.-t > v. 

Proposition 3. Tout ensemble de nombres ordinaux (naturellement ordon
nes) est bien ordonne. 

Apres cette presentation des nombres ordinaux, revenons aux nombres car
dinaux. Soit m un nombre cardinal. Notons Dm I'ensemble de tous les 
nombres ordinaux f.-t tels que If.-tl = m. En utilisant la proposition 3, nous 
savons qu'il existe un plus petit nombre ordinal Wm dans Dm, qu' on ap
pelle le nombre ordinal initial de Dm. Par exemple, west le nombre ordinal 
initial de ~o. 

Apres ces preliminaires, nous pouvons demontrer un resultat fondamental 
de ce chapitre. 

Proposition 4. Tout nombre cardinal m a un successeur. 

• Preuve. Nous savons deja qu'il existe au moins un nombre cardinal n 
superieur a m. Considerons maintenant l' ensemble K de tous les nombres 
cardinaux plus grands que m et inferieurs ou egaux a n. Associons a chaque 
l' E K son nombre ordinal initial wp. Parmi ces nombres initiaux, il en 
existe un plus petit (proposition 3); le nombre cardinal correspondant est 
alors le plus petit element de K. C'est donc le nombre cardinal successeur 
de m que l' on cherchait. D 

Proposition 5. Soit M un ensemble infini de cardinal m. Supposons M 
bien ordonne relativement au nombre ordinal initial Wm. Alors M n'a pas 
de demier element. 

• Preuve. En effet, si M avait un demier element m, alors le segment 
M m aurait un nombre ordinal f.-t < Wm tel que If.-tl = m, contredisant la 
~~oo~~. D 

Nous avons besoin d'une amelioration considerable du resultat qui affirme 
que la reunion d'une familIe denombrable d'ensembles denombrables est 
encore denombrable. Dans le resultat suivant, nous considerons des familles 
arbitraires d'ensembles denombrables. 

Proposition 6. Supposons que {Ac,,} soit une famille de cardinal m d' en
sembles au plus denombrables Am oi! m est un cardinal infini. Alors la 
reunion U Ac, a un cardinal au plus egale a m. 

Cl< 
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• Preuve. On peut supposer que les ensembles Al! sont deux a deux dis
joints et denombrables, puisque cette hypothese ne peut qu'augmenter la 
taille de la reunion. Soit M tel que IMI = m soit l'ensemble des indices, 
bien ordonne selon le nombre ordinal initial Wm. Rempla~ons chaque 0< E 

M par un ensemble au plus denombrable B cx ~{bcx1 =~, bcx2 , bcx3 , •. • }, 

ordonne par w, et appelons le nouvel ensemble M. Alors M est encore bien 
ordonne en posant bcxi < b ßj si 0< < ß et bcxi < bcxj pour i 2 j. Soit {i le 
nombre ordinal de M. Puisque M est un sous-ensemble de M, on a Jl ~ {i 
p~n argument precedemment developpe. Si Jl = {i, alors M est similaire 
a M, et si Jl < {i, alors M est similaire a un segment de M. Maintenant, 
puisque l'ordre Wm sur M n'a pas de demier element (proposition 5), on 
voit que, dans les deux cas, M est similaire a la reunion d'ensembles de
nombrables B ß donc de meme cardinalite. 

Le reste est facile. Soit i.p : U B ß ---+ M une bijection. Supposons que 
i.p(Bß) = {0<1' 0<2, 0<3, .•. }. Rempla~ons chaque O<i par Acx; et considerons 
la reunion U A cx;. Puisque U A cx; est la reunion denombrable d'une famille 
d'ensembles denombrables (il est donc denombrable), on voit que Bß ale 
meme cardinal que U A cx;. En d' autres termes, il existe une bijection de 
B ß sur U Acxi pour tout ß donc une bijection 'IjJ de U B ß sur U A cx . Par 
consequent, 'IjJ 0 i.p-1 foumit la bijection desiree de M sur U A cx . Ainsi, 
IUAcxl =m. D 
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