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Ensembles, fonctions Chapitre 17
et hypothese du continu

La théorie des ensembles, élaborée par Georg Cantor dans la seconde moi-
ti€ du 19° sigcle, a profondément transformé les mathématiques. Les ma-
thématiques modemes sont inconcevables sans le concept d'ensemble et,
comme 1’a affirmé David Hilbert : « Personne ne nous chassera du paradis
(de la théorie des ensembles)} que Cantor a créé pour nous ».

L'un des concepts fondamentaux introduits par Cantor est la notion de taille
ou de cardinal d’un ensemble A, noté | M |. Pour les ensembles finis, la no-
tion ne présente pas de difficulté : on compte simplement le nombre d’élé-
ments et I'on dit que M est un n-ensemble ou qu’il a n pour cardinal si M
contient précisément n €léments. Deux ensembles finis M et .V ont donc le
méme cardinal |M| = |N| s’ils contiennent le méme nombre d’éléments.

Pour étendre cette notion d’égalité de taille aux ensembles infinis, recou-
Tons & l'expérience pratique suivante pour les ensembles finis : supposons
qu'un certain nombre de personnes montent dans un bus. Quand peut-on
dire que le nombre de personnes est le méme que le nombre de sidges
libres 7 Une fagon simple de procéder consiste 4 laisser tout le monde s’as-
seoir. Si chacun trouve un sigge et si aucun si¢ge ne reste libre, alors le
nombre d’éléments de I’ensemble des personnes est le méme que le nombre Georg Cantor
d’éléments de I'ensemble des sieges. En d’autres termes, les deux ensembles

ont le méme cardinal s’il existe une bijeciion de 1'un des ensembles sur

I’ autre.

Nous prendrons donc cette définition : deux ensembles arbitraires M et N
(finis ou infinis} ont méme faitle {ou cardinal) si et seulement 5°il existe une
bijection de M sur iV. Il est clair que cette notion d’égalité de taille définit
une (sorte de) relation d’'équivalence sur les ensembles et 1'on peut ainsi
associer un nombre, appelé nombre cardinal, i chaque classe d’ensembles
de méme cardinal. Pour les ensernbles fimis, par exemple, on obtient les
nombres cardinaux 0,1,2, ..., n,...; 'entier &k est le cardinal de la classe
des k-ensembles et, en particulier, (0 est celui de I'ensemble vide &. En
outre, on observe le fait évident qu’un sous-ensemble propre d’un ensemble
fini M a toujours un cardinal plus petit que celui de A.

La théorie devient trés intéressante et nettement moins intuitive lorsqu’on
se tourne vers les ensembles infinis. Considérons 4 cet effet I’ensemble
N* = {1,2, 3, ...} des nombres entiers non nuls. Un ensemble M est dit
dénombrable 3"l peut étre mis en bijection ! avec N*, En d’autres termes,

1. N.4.T.: novs conservons les défininons du texte original, d'ob la mise en bijection avec
M* et non M comme le vent I'usage frangais. L'usage anglo-saxon veut en effet que M soit
défini comme {1,2,3,...} et non comme {0,1,2,3,...}. Nous avons choisi de garder la
notation frangaise I = {0,1,2, 3, ...} par respect pour les habitudes du lecteur, Il en résulte
quelques oecurtences de N™ qui peuvent sembler superflues au premier abord...
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M est dénombrable si I'on peut numéroter la liste des élémeants de M de la
maniére suivante : m,, Ma, Mg, . . . Toutefois un étrange phénomene se pro-
duit alors. Supposons qu’on ajoute & N* un nouvel €lément & : I'ensemble
N* 1 {x} est toujours dénombrable et son cardinal est donc encore égal &
celui de N* !

Ce résultat est agréablement illustré par 1'« hiitel de Hilbert ». Supposons
gu’un hitel dispose d'un ensemble infini dénombrable de chambres numé-
rotées 1,2, 3, ... et que chaque chambre { est occupée par un héte g; si bien
que I’hotel est complet. A son arrivée, un nonvel hdte 2 qui demande une
chambre se voit répondre : « désolé, toutes les chambres sont réservées ».
« Pas de probléeme », dit le nouvel arrivant, « déplacez simplement 1"hote
g1 dans la chambre 2, U'hiite go dans la chambre 3 et ainsi de suite, puis
je prendrai la chambre 1 ». A Ia surprise du gérant (il n'est pas mathémati-
cien), ce systéme fonctionne : il parvient i loger tous ses hbtes ainsi que le
nouvel arrivant i !

1l est maintenant clair qu’il peut encore loger un nouvel arrivant y, puis
encore un autre z, etc. Ainsi, contrairement au cas fini, il peut trés bien
arriver qu’un sous-ensemble propre d’un ensemble infini M ait le méme
cardinal que M. En fait, comme nous allons le voir, ¢’est une caractérisation
de I"infinité : un ensemble est infini si et seulemnent s'il a le méme cardinal
que I'un de ses sous-ensembles propres.

Laissons 1a I"hétel de Hilbert et examinons les ensembles de nombres usuels.
Lensernble Z des entiers est encore dénombrable puisqu’on peut énumérer
Z de la maniére suivante Z = {0,1, -1,2,-2,3,-3,...}. Il est peut-étre
plus surprenant que I'ensemble {J des nombres rationnels soit anssi dénom-
brable.

Théoréme 1. L'ensemble ( des nombres rationnels est dénombrable.

H Preuve.

En listant ensemble QT des rationnels positifs comme indiqué sur la fi-
gure ci-contre, tout en éliminant les nombres déjd rencontrés, on observe
que Q% est dénombrable ; @ I'est donc aussi puisqu'il suffit d’en faire la
liste en commengant par 0 et en plagant —E juste aprés EA Avec ce procédé
d’'énumération :

Q = {0- 1:_112!_2! %7_%: %7_%:35_3:45 _43

([

3.}

On peut aussi interpréter la figure autrement et dire que :

Ine réunion dénombrable d’'ensembles dénombrables M, est dé-
rombrable.

En effet, il suffit de poser M,, = {a,1, &u2, Gu3, ...} et de lister ;
oG
U ﬂ’-fn, = {allsa‘El:a12:a13:a223a31:a41:a32:a‘23:a14: . }
ni=1

exactement comme précédemment.
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Observons I"énumération des rationnels positifs selon le schéma de Cantor
un peu plus attentivement, En considérant la figure, nous avions obtenu la

suite :
2112343321123
1 3° T 10213 40 5143 3>
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de laquelle il convenait de retirer les doublons comme 2 = } on % = 3.

En fait il existe une maniére encore plus élégante et systématique de lister
les éléments en question qui évite les doublons. Elle a été proposée trés
récemment par Neil Calkin et Herbert Wilf. Leur liste commence par :
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Le dénominateur du n-iéme rationnel de la suite est égal au numérateur
du {n + 1}-iéme, En d’autres termes, la n-i¢me fraction est de la forme
b(n}/b{n + 1) o (h(n}),,,, est une suite qui commence par :

(1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5 ...}

Dans un article de 1838, le mathématicien allemand Moritz Abraham Stern
est le premier & s’éire intéressé & cette suite, désormais connue sous le nom
de suite diatomique de Stern.

Comment obtenir les éléments de cette suite et ainsi une maniere efficace de
lister les rationnels positifs ? Considérons 1’arbre binaire infini représenté
dans la marge. 1l est facile de constater la nature récursive de sa construc-
tion :

- { figure & la racine de "arbre ;

— chaque neeud :‘7 a denx fils : le fils ganche est ﬁ et le fils droit est %i

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

(1} Toutes les fractions qui apparaissent dans 1’ arbre sont réduites, c’est-i-
dire que lorsqu’une fraction = apparait dans U'arbre, et s sont premiers
entre eux.

La propriété est vraie pour la racine de I’ arbre et I’on va procéder par

récurrence vers le bas de I'arbre, Si 7 et 2 sont premu:rs entre eux, alors il

en va de méme pour v et v + 5, COMME pour s et ¥ + 3.

(2} Toute fraction réduite T = 0 apparait dans "arbre.

On procéde par récurrence sur la somme r+-2. La plus petitc valeur possible
pour cette somme est r +s = 2, correspondantd £ = 1 , valeur qui apparait
ﬂ la racine de l’arbre Sir > &, alors, d’apres I'hypotheése de récurrence,
I'arbre et I’on obtient T comme son fils droit. De
maniére analogne, si r < s apparait dé_]é dang P'arbre et % apparait
comme son fils gauche.

? S—r‘

(3} Toute fraction réduite apparait exactement une fois.

8i T apparaissait plus d'une fois dans I'arbre, alors » # $ puisque tout nceud
dc] arbre, & U'exception de la racing, est de la forme T < louitl » 1,
Comme r > s ou & > r, on procéde par récurrence, comme on |’a fait dans

le point précédent.
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Par exemple, £{6) = 3, avec les repré-
sentations hyperbinaires possibles sui-
vantes :

G=442

6=4+1+41

6=24+2+14+1

Tout rationnel positif apparait donc exactement une fois dans I’acbre et on
pent écrire 1a suite de ces nombres de gauche a droite, niveau par nivean,
en descendant dans 1'arbre2. On obtient ainsi les premiers termes listés
précédemment.

{4) Le dénominateur de la n-ieme fraction de la suite est égal au numéra-
tenr de la (n + 1)-iéme,

Le résultat est évident pour n = 0 ou lorsque la n-iéme fraction est un
fils gauche. On raisonne par récurrence. Supposons, que la n-iéme fraction
= est un fils droit, $i T est I'élément le plus & droite d’un niveau, alors
s = 1 s bien que la fraction qui lui succéde se trouve la plus i gauche
dans le nivean suivant et présente un numérateur qui est 1. 8i, en revanche,
% n’est pas au bord de son niveau et, si 5 désigne la fraction qui la suit
immédiatement, alors © est le fils droit de *5* et ‘;—, est le fils gauche de
s,%, et alors, d’aprés I'hypothése de récurrence, le dénominateur de =2
est le numérateur de % si bien que &8 = 7',

Tout cela est trés bien mais il y a encore mieux. Deux questions se pré-
sentent de maniére naturelle :

— Est-ce que lasuite (b(r)) .,
est-ce que b(n) dénombre quelque chose de simple ?

aune « signification » 7 En d’autres termes,

- Etant domné %, dispose-t-on d'un moyen simple pour calculer son suc-
cesseur dans la suite ?

Pour répondre 4 la premiére question, nons allons montrer que le nceud
b{n)/b{n + 1) admet les fils b{2n + 1)/6(2Zn + 2) et 5(2n + 2)/b(2n + 3).
La procédé de construction de 1’arbre conduit 4 la récurrence :

b(2n+1) =bin) et b(2n+2) =b{n) +b(n+ 1). (0

Posant b(0) = 1, l1a suite (b{n)}nz0o est parfaitement définie par les rela-
tions (1),

Ainsi la question devient : y a-t-il une « jolie » suite « connue » satisfaisant
a ces relations de récurrence 7 La réponse est affirmative. Nons savons que
tout nombre n peut &tre écrit de maniére unique comme la somme de puis-
sances de 2 distinctes : c’est I’habituelle représentation binaire de r:. Une
représentation Ayperbinaire de n est une décomposition de » en somme de
puissances de 2 dans laquelle chaque puissance peut apparaitre av plus deux
fois. Soit i) le nombre de représentations hyperbinaires possibles pour 7.
Le lecteur est invité & constater que la suite de terme général i{n) satisfait
aux relations de récurrence (1), ce qui suffit & prouver que b{n) = h{n)
pour tout n.

Incidemment nous avons prouvé un résultat surprenant : soit = une fraction
réduite, il existe un unique entier n: tel que r = hi{n) et s = hin + 1).

2. NA.T. : I'informaticien dirait : « en effectuant on parcours en largeur » de 1"arbre.
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Tournons nous & présent vers la deuxiéme question. Dans Iarbre figure :

/ \ $0it €OCOTE, aves T : / \
r+s

z+1

Nous utilisons ce schéma pour générer un arbre infini encore plus grand
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Dans cet arbre, toutes les lignes sont identiques et elles fournissent toutes
le procédé de dénombrement des rationnels positifs de Calkin-Wilf {en par-
tant de ),
Comment fait-on alors pour passer d"un rationnel 4 son successeur ? Pour
répondre A cette question, remarquons d’abord que pour tout rationnel r,
son fils droit est z + 1, son petit-fils droit est 4 2 et son debccndant droit
d’ordre k est v+ k. De ma_njére analogue, le fils gauche de x est <& dont le

iz
propre fils gauche est —— et ainsi de suite. Le descendant gauche d’ordre
k de x est ==
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l+2:z:
1+k:z:

A présent, pour trouver comment on passe de £ = x A son successeur f(x)
dans la liste, il nous faut analyser la situation représentée dans la marge.
En fait, si |"on considére un rationnel x strictement positif quelconque dans
I’arbre binaire infini, alors on voit que ¢'est le descendant droit d’ordre %
du fils gauche d’un certain rationnel y = 0 (pour un certain & > 0) tandis
que f(x) s’obtient comme le descendant gauche d'ordre k du fils droit de
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ce méme y. Ainsi, 4 partir de la formule donnant la valeur des descendants

d’ordre % on trouve : ¥

— +

1+y

comme indiqué sur la figure ci-contre. Ici, & = | z] est la partie entiére de
tandis que 2= = {x} est sa partie fractionnaire. On en déduit ;

1+y
f2) = y+1 1 1 B 1
1+ k(y+1) ﬁ—i—k k+1-5  lz]l+1-{z}

Nous avons donc obtenu une magnifique formule pour le successeur f()
de z, récemment établie par Moshe Newman :

La fonction :

S
lz] +1—{z}

z — fla) =

engendre la suite de Calkin-Wilf.

1 2 1 3 b
5;--—}-1-1-}5'—}5&—‘,-7-'-4-“'—}

1
T'_> | i ey ]

dans laquelle figure exactement une fois tout rationnel positif.

Le procédé d'énumération de Calkin-Wilf-Newman présente d'autres pro-

priétés remarquables. Par exemple, on peut se demander si 1’on dispose

d’un moyen rapide de calculer la n-iéme fraction de la suite, disons, par

exemple, pour n = 10%, Le voici :
Pour trouver la n-iéme fraction de la suite de Calkin-Wilf, il faut expri-
mer © soUs sa forme binaire n = (bybr_1...515p)2 et suivre dans 1'arbre
de Calkin-Wilf le chemin défini par les chiffres 4;, en partant de £ = %
L'égalité b, = 1 signifie « choisir le fils droit », ¢’est-a-dire « ajouter le
dénominateur au numérateur », tandis que b; = 0 signifie « choisir le fils
gauche », c’est-i-dire « ajouter le numérateur au dénominateur ».

La figure représentée ci-contre dans la marge montre le chemin pour n =

25 = (11001),. Ainsi le 25-igme terme de la suite de Calkin-Wilf est %

Le lecteur poutra aisément établir un procédé qui calcule la (représentation

binaire de la} position 72 d’une fraction donnée £ dans la suite.

Signalons, pour en finir avec {§, vne autre fagon, trés élégante, de montrer

que @t est dénombrable : elle consiste 4 observer que ’application de Qt

A valeurs dans N qui & p/g irtéductible associe 3737 est injective.

Qu en est-il de I'’ensemble des nombres réels K 7 Est-il lui-aussi dénom-
rable ? Il n'en est rien. La méthode employée pour le démontrer — la
éthode diagonale de Cantor — n’a pas seulement une importance capi-

tale pour la théorie des ensembles toute entidre, elle appartient anssi i coup

sfir au Grand Livre pour le trait de génie qu’elle constitue,
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Théoréme 2. L’ensemble B des nombres réels n’est pas dénombrable.

M Preuve. Tout sous-ensemble N d’un ensemble dénombrable M = {m;,
My, M3, ...} est au plus dénombrable (¢’est-a-dire fini ou dénombrable).
En effet, il suffit de lister simplement les éléments de N tels qu'ils appa-
raissent dans M. Si donc on peut trouver un sous-ensemble de R qui n’est
pas dénombrable, alors a fortiori R ne peut pas étre dénombrable. Le sous-
ensemble M de IR que nons allons examiner est I’intervalle |0, 1] de tous les
nombres réels r tels que 0 < v £ 1. Supposons, au contraire, que M soit
dénombrable et soit M = {r1,r2,rs,...} une énumération des éléments
de M. On écrit r,; sous la forme de son unique développement décimal
infini (sans svite infinie de zéros 4 la fin?) :

o = 0.8,1002003 . ..

oll ay; £ {0,1,...,9} pour tout n et pour tout ¢. Par exemple, 0.7 =
0.6999 . . . Considérons maintenant le tableau doublement infini :

1 0.ay1a212@13...

T 0.021a22023...

r U.aﬂlﬂ.ngang...

Pour tout 7, soit by, le plus petit lément de {1,2} différent de a.,,,. Alors
b = 0.k babs...b,... est un nombre réel appartenant & I'ensemble M qui
doit donc étre indexé sous la forme b = ri. Cela est impossible puisque by
est différent de ae. o

Attardons-nous un moment sur les nombres réels et remarquons que les
guatre types d'intervalles ]0,1[,]0, 1], [0, 1] et [0, 1] ont le méme cardinal.
Nous pouvons notamment vérifier que |0, 1] et |0, 1] ont méme cardinal.
L’application f définie par f :]0,1] —]0,1[, z — y par:

< rEl,
1

I
I
=

. B
I

1
1T}
1 1
A £

¥

s ELEU 1Y S]]
B
o
-

|
&
“

convient. En effet, cette application est bijective, puisque y décrit 1'inter-
valle § < y < 1 alapremiére ligne, $ € ¥ < £ & la deuxi®me ligne,

1 <y < Lalatoisidme ligne et ainsi de suite.

3. NAT. : ¢'est-d-dire en faisant le choix (justifié par le raisonnement qui suit) de repré-
senter, par exemple, 3/ 10 par le développement (0, 28999, plutdt que par le développerment
0, 30000...

F:10,1] —J0, 1]
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Nous constatons ensuite que tous les intervalles (de longueur finie stricte-
ment positive) ont méme cardinal en considérant la projection centrale re-
présentée sur la figure. Il y a méme mieux : chaque intervalle {de longueur
strictement positive) a le méme cardinal que la droite réelle R entiére. Pour
s’en convaincre, il suffit de regarder I'intervalle ouvert plié |0, 1 et de le
projeter sur R & partir du centre S.

En conclusion, tous les intervalles ouverts, semi-cuverts, fermés {finis on
infinis) de longueur strictement positive ont le méme cardinal. On note ¢
ce cardinal, ¢ pour contini. On dit que ces ensembles de nombres ont la
puissance du continu,

Le fait que des intervalles finis ou infinis aient le méme cardinal peut ap-
paraitre comme intuitif aprés réflexion ; voici néanmoins un résultat qui va
complétement & 'encontre de 1'intuition.

Théoreme 3. L'ensemble B2 de tous les couples de nombres réels, (cest-
d-dire le plan réel) a e méme cardinal que .

Cantor proposa cet énoncé en 1878 avec I'idée de fusionner le développe-
ment décimal de deux réels pour en faire un seul. La variante de la méthode
de Cantor présentée ici reléve du Grand Livre. Abraham Fraenkel attribue
4 Juling Kénig 1'astice qui fournit directement la bijection adéquate.

B Preuve. 11 suffit de montrer que I’ensemble de tous les couples (x, y},
0 < z,y < 1, peut &tre envoyé de fagon bijective sur ]0,1]. Ici encore, la
démonstration mérite de figurer dans le Grand Livre. Considérons le couple
{x,y) et écrivons I'unique développement décimal infini de = et ¢ comme
dans 'exemple suivant ;

¢ = 03 0L 2 007 03
y = 0009 2 05 1 0008

Nous avons sépar€ les chiffres de x et i en groupes qui s arrétent dés qu’un
chiffre non nul apparait dans le développement. Nous associons ensuite 4
{z,7) le nombre z €]0, 1] en écrivant le premier groupe de chiffres appa-
raissant dans |’écriture de x, puis le premier groupe issu de y., ensuite le
deuxigme groupe issu de x et ainsi de suite. Ainsi, avec 'exemple précé-
dent, on obtient :

z =0300901 2205007 108 0003 ...

Comme ni & ni ¥ ne sont composés que de zéros 4 partir d’un certain rang,
I'expression de z est un développement décimal infini. Réciproquement, a
partir du développement de z, nous pouvons immédiatement reconstituer
son image réciproque {x, ¥}, I'application est donc bijective. O

Comme {x,%) — T + ¢y est une bijection de R? sur I’ensemble des
nombres complexes C, on obtient : |C] = |RB| = ¢. Pourquoi le résultat
[R?| = || est-il aussi inattendu ? Parce qu'il va & Pencontre de I'intuition
qu’on peut aveir de la notion de dimension. Le résultat précédent dit que
le plan B2 de dimension 2 (et plus généralement, par récurrence, |'espace
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R" de dimension ) peut &re envoyé bijectivement sur la droite | qui est
de dimension 1. Ainsi, la dimension n’est pas conservée en général par les
applications bijectives. Cependant, si nous demandons & 1'application et &
son inverse d'étre continues, alors 1a dimension est conservée, propriété que
Luitzen Brouwer fut le premier & montrer.

Allons un peu plus loin. Jusqu'a présent, nous avons la notion d’égalité de
cardinal. Quand pourra-t-on dire que M est au plus aussi grand que N 7 Ce
sont encore les applications qui apportent la clé. Nous dirons que le nombre
cardinal mn est inférieur ou égal & w si, étant donnés des ensembles M et
N tels que |[M| = m et |[N| = n, il existe une injection de M dans N,
Il est clair que la relation m < n est indépendante des représentants M et
N choisis. Si les ensembles sont finis, cela comrespond encore 3 I'intuition,
Un m-ensemble est av plus aussi grand qu'un n-ensemble si et seulement
sim € n.

On est maintenant confronté 3 un probléme fondamental, 11 serait évidemn-
ment souhaitable que les lois wsuelles concernant les inégalités soient éga-
lement vérifides pour les nombres cardinaux (notamment infinis). En parti-
culier, est-il vraique m < netn £ m implique :m =n"?

La réponse affirmative est fournie par le célebrethéoréme de Cantor-Bernstein
que Cantor énonca en 1883. La premigre démonstration compléte de ce
résultat fut établie par Felix Bernstein bien des années plus tard dans le
séminaire de Cantor. De nouvelles prenves ont €té établies par Richard
Dedekind, Ernst Zermelo et bien d'autres. La démonstration gue nous en
donnons ici est dve 4 Julius Kénig (1906).

Théoréme 4. Si chacun des deux ensembles M et N s'injecte dans 'autre,
alors il existe une bijection de M sur N, ¢’est-a-dire |M| = |N|.

8 Preuve. Nous pouvons supposer que M et NV sont disjoints — si tel
n’est pas le cas, on remplace N par une copie de V.

Soit f et g les applications qui transportent respectivement les éléments
de M vers N et ceux de /V vers M. Une maniére d’éclaircir la situation
consiste A aligner les éléments de M U N en une chaine. On va prendre un
élément arbitraire g de M ; on forme une chaine & partir de cet élément en
lui appliquant f, puis en appliquant g 4 son image, puis & nouveau § et ainsi
de suite. La chaine peut se refermer (¢as 1) i I'on retombe sur mg au cours
de I'itération de ce procédé ou, au contraire, étre constituée d'une svite
infinie d’éléments distincts (le premier élément qui se répéterait dans la
chaine ne pourrait &tre que my par injectivité des applications considérées).
Si la chaine est infinie, alors on va essayer de la parcourir en marche ar-
rigre, en passant de 7rg & g~ '(sg) si g appartient A 'image de g, puis A
F~Yg Y (mp)) si g~ {my) appartient 4 I'image de £ et ainsi de suite. Trois
nouveaux cas peuvent alors se présenter. Soit le parconrs rétrograde de la
chaine est infini (cas 2), soit le parcours s”interrompt ¢n un élément de M
ne figurant pas dans l'image de g (cas 3), soit le parcours s'interrompt en
un élément de N ne figurant pas dans I'image de f (cas 4).
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Ainsi, quatre cas peuvent se présenter ponr les chaines de M U N et nous
allons voir que dans chaque cas il est possible d’indexer les éléments de la
chaine de telle sorte que F' : m; — n; soit une bijection.

Cas 1 : cycle fini constimé de 2k + 2 éléments distincts (k = 0).

f g f f
My —E= T —= N —E=> My —E== Tij
g
Cas 2 : chaine infinie des deux cotés constitnée d’éléments distincts.
g f 9 f

fr e T — 3 i) — e 1] —F Tt — e g —F

Cas 3 : chaine infinie constituée d’éléments distincts commengant en
mg € Mig(N).

f g F g f

g —3==Ti) — = TN ) —3=== §})] — = THig —3==

Cas 4 : chaine infinie constituée d’éléments distincts commencgant en
ng € N\ f(M).

g f g9 f

o —- M) —F= 1| —3= M) —F—

« Cantor et Bernstein en train de
peindre ».

Qu’en est-il des autres relations gouvernant les inégalités 7 Comme d’ha-
bitude, nous posons m < n si m < n et m # . Nous venons de voir
qu’étant donnés deux cardinaux m et n I'une au plus des trois possibilités :

m<n m=u,m>n

peut se produire. Il découle de la théorie des cardinaux qu’en fait, une rela-
tion exactement est vraie (se reporter i I'appendice de ce chapitre, proposi-
tion 2).

En outre, le théoréme de Schroeder-Bernstein nous dit que la relation < est
transitive, c’est-3-dire que m < n et n < p impliguent m < p. Ainsi,
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les cardinaux sont placés dans un ordre linéaire qui commence avec les
cardinaux finis 0,1,2.3,... En faisant appel au systéme axiomatique de
Zermelo-Fraenkel {notamment a I'axiome du choix), on établit facilement
qu'un ensemble infini M contient un sous-ensemble dénombrable. En ef-
fet, M contient un €lément, soit m1. L'ensemble M Y {m.} n’est pas vide
(puisque M est infini) et il contient donc un élément 2. De la méme fa-
gon, M Y\ {my,m»} contient un élément mg et ainsi de suite. Ainsi, le
cardinal d’un ensemble infini dénombrable est le plus perit cardinal infini
habituellement noté ¥g (prononcer « aleph zéro »).

Comme ¥y < m pour tout cardinal infini m, on obtient immédiatement le
résultat de 1'« hotel de Hilbert » pour tout nombre cardinal infini m, c’est-
a-dire qu'on a |M U {x}| = | M| pour tout ensemble infini M. En effet, M
centient un sous-ensemble N = {m, my, m3, ...}. Maintenant, envoyons
&£ SUr Ty, ) SUr o et ainsi de suite, en laissant fixes les éléments de
M\ N. Ce procédé fournit la bijection souhaitée,

On a montré par la méme occasion un résultat annoncé vn peu plus 6t :
Tout ensemble infini a le méme cardinal que Uun de ses sous-ensembles
propres,

Une autre application dn théoréme de Cantor-Bernstein consiste a pronver
que I'ensemble P{N) de tous les sous-ensembles de N est de cardinal e,
Comme on I’a dit précédemment, il suffit de montrer que |P(N)\{0}| =
[]0,1]|. L'application f et g suivantes sont injectives et suffisent & prouver
cette égalité :

Jo PN — [0,

A > 107,

icA

g:]0,1] — PN)\ {0},
0.b1bgba... — {bglo‘: i e N}

Jusqu’a présent, nous avons rencontré les cardinaux 0,1,2,...,Ng; nous
savons aussi que le cardinal ¢ de R est plus grand que ®y. Le passage de
Q de cardinal ¥y & R de cardinal ¢ snggére immédiaternent la question
suivante :

Le cardinal infini ¢ = |R| est-il celui qud suit immédiatement ¥y ?

A présent nous sommes confrontés & la question de savoir s'il existe un
nombre cardinal plus grand suivant ¥y ou, en d’autres termes, s'il est perti-
nent 4’ introduire un nouveau cardinal ¥;, On peut répondre par 1" affirma-
tive et la preuve est esquissée dans 1’appendice de ce chapitre.

L'énoncé ¢ = N, est connu sous le nom d’hypothése du continu. La ques-
tion de saveir si I"hypothése du continu est vraie a constitué pendant plu-
sieurs décennies 1'un des plus grands défis de toutes les mathématiques. La
réponse, finalement donnée par Kurt Gédel et Paul Cohen, nous mene anx

« Le pluy petit cardinal infini ».
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limites de la pensée logique. Ils ont montré que I’énoncé » = Xy est indé-
pendant du systéme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel, tout comme I’ axiome
de 'unique parallele est indépendant des autres axiomes de la géométrie
euclidienne. 1l y a des modeles pour lesquels ¢ = ¥y et d’autres modéles
de la théorie des ensembles pour lesquels ¢ # ®;.

A la lumidre de ces remarques, il est intéressant de se demander &’il existe
d’autres conditions (provenant par exemple de 1'analyse) qui sont équiva-
lentes a4 I’hypothése du continu. Dans ce qui suit, nous voulons présenter un
exemple de ce type ainsi que sa solution, trés élégante et trés simple, due a
Paul Erd6s. En 1962, Wetzel a posé la question suivante :

Soit {fo} une famille de fonctions analytiques sur C, deux a deux
distinctes, telles que pour tout = € C P'ensemble des valeurs
{fa(2)} soit dénombrable ; appelons (Py) cette propriété.

Peut-on en déduire que cette famille est elle-méme dénombrable ?

Trés peu de temps aprés, Erdds a montré de fagon surprenante que la ré-
ponse dépend de I'hypoth&se du continu.

Théoréme 5. Si ¢ > Ry, alors toute famille { f..} vérifiant ( Py) est dénom-
brable. Si, en revanche, ¢ = Xy, alors il existe une famille { f,} de cordinal
¢ vérifiant la propriéié ().

La démonstration de ce théoréme fait appel i certains résultats élémentaires
sur les nombres cardinavx et ordinavx. Le lecteur qui ne serait pas familier
avec ¢es notions est invité i se reporter 4 I"appendice ol se trouvent réunis
les résultats requis.

B Preuve du théoréme 5. Supposons d’abord ¢ > ®;. Nous allons mon-
trer que pour toute famille { f, } de fonctions analytiques de cardinal ¥y, il
existe un nombre complexe zy tel que foutes tes Ny valeurs fi.{z;) soient
distinctes. Par conséquent, si une famille de fonctions satisfait (F), alors
elle doit étre au plus dénombrable.

Pour s’en convaincre, il faut faire appel aux nombres ordinaux, On com-
mence par bien ordonner la famille {f,} relativement au nombre ordinal
initial «q de ®;. Cela signifie, d’aprés la proposition 1 de 1'appendice,
que 1'ensemble des indices parcourt tous les nombres ordinaux a qui sont
plus petits que w,. Ensnite, on montre que I'ensemble des paires {«, 3),
a < 3 < wy, adly pour cardinal. Puisque tout 3 < w4 est un ordinal dé-
nombrable, I’ensemble des paires (e, 5), & < 3, est au plus dénombrable
pour tout 3 fixé, En prenant la réunion sur tous les 3 (au nombre de ®y),
on déduit de la proposition & de 1'appendice que ’ensemble de toutes les
paires (v, 3), & < 3, a pour cardinal ¥;.

A présent, pour toute paire o < 3, considérons I'ensemble :

S(e,8) = {2 € C: falz) = fs(2)}
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Nous affirmons que chaque ensemble S{a, 3} est au plus dénombrable.
Pour le vérifier, considérons les disques C'y de rayon & = 1,2,3,... au-
tour de 1'origine du plan complexe. Si f, et fs coincident en une infinité
de points sur un certain Cy, alors f, et fg sont identiques selon un ré-
sultat bien connu sur les fonctions analytiques. Ainsi, f,, et fs coincident
setlement sur un nombre fini de points sur chague Cp, done an plus sur un
nombre dénombrable de points. Maintenant on pose S = | ), g Sla, 3).
Encore une fois, griice 4 la proposition 6, on établit gne 5 a pour cardinal
¥, puisque chaque ensemble S{«, 3) est au plus dénombrable. Le point clé
apparait ici : comme nons le savons, le cardinal de T est ¢ et ¢ est plns grand
que Ry par hypothése. 11 existe done un nombre complexe zg qui n’appar-
tient pas 4 S'; pour un tel z; toutes les ¥ valeurs f,,{zy) sont distinctes.
Supposons maintenant que ¢ = ¥; et considérons I'ensemble D C C
des nombres complexes p + ig de parties réelle et imaginaire rationnelles,
Puisque pour tout p 'ensemble {p + ig : ¢ € 0} est dénombrable, D est
dénombrable. En outre, D) est un ensemble derse dans C donc tout disque
ouvert du plan complexe contient un point de D. Soit {2, : 0 € o < w1 }
un bon ordre sur €. Nous allons constrmire une famille {fs : 0 € 3 < wy }
de ¥, fonctions analytiques telles que :

fa{za) € D quand & < f o)

Une telle famille vérifie la condition {Fy). En effet, chaque point z € C
a un indice, disons z = z,. Pour tout § > «, les valeurs {fs{z.)} ap-
partiennent & I’'ensemble dénombrable D. Puisque « est un nombre ordinal
dénombrable, les fonctions fg telles que 8 < a vont ajouter une quantité au
plus dénombrable de valeurs supplémentaires fg(z, ). Ainsi, U'ensemble de
toutes les valeurs { f3(2)} est encore au plus dénombrable. Donc, si nous
pouvons construire une famille { f4} satisfaisant (1), alors 1a seconde partie
du théoréme est démontrée.

La construction de {fg} utilise vne récurrence transfinie. Pour fy, nous
pouvons ptendre n’importe quelle fonction analytique, par exemple une
fonction constante. Supposons que f; ait déja été construite pour tout 5 <
«. Puisque + est un ordinal dénombrable, nous pouvons réordonner { fg :
0 € 8 < ~} en une suite g1, 92,93, --. Le méme ordonnancement de
{zo : 0 € @& < -} donne une suite 24, w2, ws, . .. Nous allons mainte-
nant construire une fonction f., satisfaisant pour tout . les conditions :

Folwn) €D et foylwn) # gulwn) @

La deuxiéme condition va permetire de 3’ assurer que toutes les fonctions
fy (0 £ 7 < w;) sont distinctes ; la premiére condition est simplement
la condition (1}, ce qui implique {F,) grace i notre argument précédent.
Notons que la condition f., (1) # gn (1w, ) estune fois de plus un argument
diagonal.

Pour construire £, on €crit :

Flz) = otz —un) +ealz — wiHz — wa)
+ea(z —wun)z—wadz —wa) +....
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« Une légende raconte que saint Au-
gustin, marchant le long de la plage et
contemplant Uinfini, vit un enfant qui
essayait de vider Focéan avec un petit
coguillage. .. »

S§i v est un ordinal fini, alors f., est un polyndme ; elle est donc analytique
et nous pouvons certainement choisir des nombres «; tels que (2) soit satis-
faite. Supposons maintenant que -y soit un ordinal dénombrable ; alors :

Flzy = so—i-Ze;c(z—uh)uv(z—wk} 3

k=1

Remarquons que les valeurs de £, (1t 2 n) n'ont pas d'influence sur la
valeur f. (w0, ). Nous pouvons dong choisir les £, pas & pas. 5i la suite (€5}
converge vers (0 suffisamment rapidement, alors (3) définit une fonction
analytigue. En définitive, puisque D est un ensemble dense, nous pouvons
choisir cette suite (c,,) de sorte que f, satisfasse (2), ce qui termine la
démonstration. a

Appendice - A propos des nombres cardinaux et or-
dinaux

Interrogeons-nous, tout d’abord, sur la question de I’ existence d’un nombre
cardinal supérieur & un nombre cardinal donné. Pour commencer, nous
montrons que pour tout nombre cardinal m, il existe toujours un nombre
cardinal n plus grand que m. Pour ce faire, nous utilisons encore une fois
vne version de la méthode diagonale de Cantor.

Soit M un ensemble. Nous affirmons que I’ensemble P(A) de tous les
sous-ensembles de M a un cardinal plus grand que M. En associant 3 m €
M le sovs-ensemble {m} € P(M}, on voit que M peut étre envoyé bijec-
tivernent sur un sous-ensemble de P{M), ce qui implique |M| < |[P(AM)|
par définition. Il reste & montrer que P (M) ne peut pas 8ire envoyé bijecti-
vement sur nn sons-ensemble de M. Supposons qu’au contraire

Wi N — P(M)

s0it une bijection de ¥ C A sur P(M). Considérons le sous-ensemble
U C N constitué des éléments de N qui ne sont pas contenus dans leur
image par g, c’est-d-dire que I/ = {m € N : m & p(m)}. Puisque ¢ est
une bijection, il existe ¢ € N tel que w(n) = U. On a done soit uw € U,
soit # ¢ U, mais les deux sont impossibles! En effet, si w € U, alors
u & p{u) = U par définitionde U, et si u ¢ U = @(u), alors v € U, ce
qui est contradictoire,

Le lecteur connait prebablement déja cet argument. C’est le vieux paradoxe
du barbier : «un barbier est un homme qui rase les personnes qui ne se
rasent pas elles-mérmes. Est-ce que le barbier s¢ rase lui-méme 7 »

Pour poursuivre cette théorie, nous introduisons un autre concept important
di a Cantor : les ensembles ordonnés et les nombres ordinaux. Un ensemble
M est ordonné par < si la relation < est transitive et si, pour tout couple
d’éléments distincts a et b de M, on a soit ¢ < b soit b < a. On pewt, par
exemple, ordonner N* de manigre naturelle N* = {1,2.3,4,...}. On peut
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anssi évidemment "ordonner a Penvers N = {.. ., 4,3,2, 1}, ou encore en
énumérant d’abord les nombres impairs, ensuite les nombres pairs N* =
{1,3.5,...,2,4,6,...}.

Voici maintenant le concept fondamental. Un ensemble ordonné A est dic
bien ordonné si chaque sous-ensemble non vide de M a un premier £lément
(ou plus petit élément). Ainsi, le premier et le troisieme ordres associés 4 N*
ci-dessus sont de bons ordres mais ce n'est pas le cas du deuxiéme. Le théo-
réme fondanmental du bon ordre, déduit des axiomes, (incluant |’axiome du
choix), affirme que tout ensemble M admet un bon ordre, A partir de main-
tenant, nous ne considérerons que des ensembles munis d’un bon ordre.
On dit que deux ensembles bien ordonnés M et N sont similaires (ou iso-
morphes, ou encore de méme type d’ordre) 5'il existe une bijection i de
M sur N qui respecte I'ordre, c’est-a-dire telle que m < ,; n implique
w(m) <y w(n). Remarquons gue tout ensemble ordonné similaire 4 un
ensemble bien ordonné est lui-méme bien ordonné.

Il est clair que la similarité est une relation d’équivalence. Nous pouvons
donc parler d'un nombre ordinal o appartenant A une classe d’ensembles
similaires. En ce qui concerne les ensembles finis, deux ensembles ordon-
nés quelconques ont des bons ordres similaires ; nous utilisons 4 nouveau
le nombre ordinal n pour désigner la classe des n-ensembles. Remarquons
que, par définition, deux ensembles similaires ont le méme cardinal. Ainsi,
on peut donner un sens aw cardinal || d'un nombre ordinal <. Notons
encore que tout sous-ensemble d’un ensemble bien ordonné est aussi bien
ordonné par |’ ordre induit.

Comme nous I'avons fait pour les nombres cardinaux, nous pouvons com-
parer deux nombres ordinaux. Soit A un ensemble bien ordonné, m € M,
alors M, = {& € M : & < m} est appelé le segment (initial) de M
déterminé par m ; N est un segment de M si N = MM, pour un certain m.
Ainsi, en particulier, M, est’ensemble vide lorsque m est le premier élé-
ment de M. Soient, maintenant, y et i les nombres ordinaux des ensembles
bien ordonnés M et N. Nous disons que p est plus petit que v, < v, si
M est similaire 4 un segment de V. Cette relation est 4 nouveau transitive,
c’est-d-dire que 4 < v, ¥ < 7 impliquent & < m, puisqu’une application
de similarité envoie un segment sur un segment.

Pour les ensembles finis, . < n a le sens habitel. Notons « le nombre
ordinal de N* = {1,2,3,4, ...} naturellement ordonné. En considérant le
segment M,,;,, on trouve que n < w pour tout r fini. Ensuite, on voit que
w € ¢ pour tout nombre ordinal infini . Bien siir, si I'ensemble infini
et bien ordonné A{ a pour nombre ordinal ¢, alors M contient un pre-
mier élément 7y, ensemble M\ {rn; } contient un premier élément rno,
M\ {m1,m2} contient un premier élément mg. En continuant de cette fa-
con, on construit une suite my < g < Wy < ...de M. 85 M =
{m1,ma,ms,...}, alors M est similaire & N*, et ainsi & = w. D’autre
part, si M {rmy, my, ...} est non vide, alors il contient un premier élément
mrt done N* est semblable au segment M,,, ¢’est-a-dire w < ¢ par défini-
tion.

Les ensembles bien ordonnés :
N =1{1.23....}
et:

N*=11,3,5,...,2,4,6,..}

ne sont pas similaires : le premier ordre
n'a qu'un élément sans prédécessenr
immédiat, tandis que le second en a
deux.

Le nombre ordinal de {1,2,3,...} est
plus petit que le nombre ordinal de
11,3,5,...,2,4,6,...}.
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Nous énongons maintenant (sans développer les démonstrations qui ne pré-
sentent pas de difficulté) trois résultats fondamentaux sur les nombres or-
dinaux. Le premier affirme que tout nombre ordinal ¢ a un ensemble bien
ordonné « standard » W, qui le représente.

Proposition 1. Soit 1 ur nombre ordinal. Notons W, I ensemble des nombres

ordinaux plus petits que u. Alors

(1) les éléments de W, sont deux & deux comparables.

{ii) sil'on ordonne W), naturellement, alors W, est bien ordonné et a pour
nambre ordinal (.

Proposition 2. Deux nombres ordinaux y et v vérifient exactement I'une
des relations suivantes - < v, y = voup > 1.,

Proposition 3. Tout ensemble de nombres ordinaux (naturellement ordon-
nés) est bien ordonné.

Apres cette présentation des nombres ordinaux, revencns aux nombres car-
dinaux. Soit m un nombre cardinal. Notons Oy, 'ensemble de tous les
nombres ordinaux # tels que |¢| = m. En utilisant la proposition 3, nous
savons qu’il existe un plus petit nombre ordinal wyy dans O, qo’on ap-
pelle e nombre ordinal initial de O, Par exemple, w est le nombre ordinal
initial de ¥g.

Aprés ces préliminaires, nous pouvons démontrer un résultat fondamental
de ce chapitre.

Proposition 4. Tout nombre cardinal wy a un successeur,

B Prenve. Nous savons déja qu'il existe an moins un nombre cardinal n
supérieur & m. Considérons maintenant I’ensemble X de tous les nombres
cardinanx plus grands que m et inférieurs on éganx a n. Associons a chaque
p € K son nombre ordinal initial wy. Parmi ces nombres initiaux, il en
existe un plus petit {proposition 3); le nombre cardinal correspondant est
alors le plus petit élément de . C’est donc le nombre cardinal successeur
de m que I’on cherchait. O

Proposition 5. Soit M un ensemble infini de cardinal w. Supposons M
bien ordonné relativement au nombre ordinal initial wy. Alors M n'a pas
de dernier élément.

B Preuve. En effet, si M avait un dernier &élément v, alors le segment
My, aurait un nombre ordinal ¢ < wyy tel que |g| = m, contredisant la
définition de wiy. |

Nous avons besoin d’une amélioration considérable du résultat qui affirme
que la réunion d'une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est
encore dénombrable, Dans le résultat suivant, nous considérons des familles
arbitraives d’ensembles dénombrables.

Proposition 6. Supposons que { A} soit une famille de cardinal m d'en-
sembles au plus dénombrables A, oit w est un cardinal infini. Alors la

réunion | | A, a un cardinal au plus égale & m.
e
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B Preuve. On peut supposer que les ensembles A, sont deux 4 denx dis-
joints et dénombrables, puisque cette hypothése ne peut qu’augmenter la
taille de la réunion. Soit M tel que |M| = wm soit I'ensemble des indices,
bien ordonné selon le nombre ordinal initial why. Remplacons chaque o €
M par un ensemble av plus dénombrable B, = {by1 = &, bu, bas, .+ -},
ordonné par w, et appelons le nonvel ensemble M. Alors M est encore bien
ordonné en posant b,; < gy si o < S et by < byy pour i < 4. Soit fi le
nombre ordinal de M. Puisque M est un sous-ensemble de M SO A 8 5 11
par un argument précédemment développé. Si px = it, alors M est similaire
& M, etsip < [ alors M est similaire & un segment de M. Maintenant,
puisque I"ordre wyy sur M n’a pas de dernier élément (proposition 5}, on
voit que, dans les deux cas, M est similaire 4 la réunion d’ensembles dé-
nombrables B donc de méme cardinalité.

Le reste est facile. Soit  : | JBz — M une bijection. Supposons que
w(Bg) = {a1, 2,03, ... }. Remplagons chaque o; par A,, et considérons
la réunion | ) A,,. Puisque | ] A, est la réunion dénombrable d’une famille
d’ensembles dénombrables (il est donc dénombrable), on voit que By ale
méme cardinal que | J A,,. En d’autres termes, il existe une bijection de
Bg sur | ] A,, pour tout 3 donc une bijection ¥ de | J Bs sur |J 4. Par
conséquent, 2 o ! fournit la bijection désirée de M sur [ A,. Ainsi,
U Aol = m. 0
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