Master 1 — Mathématiques 2020-2021

Algebre générale de base
TD

Feuille d’exercices 9

Exercice 1

Soit B € M3(Z) la matrice suivante :

B =

— N W
(NI )
W N =

1. Mettez B sous forme normale de Smith, B’.

2. Soit M le Z-module engendré par x1,xs9,x3 avec relations 3xz; + 2x9 + 23 = 0;

2x1 + 420 + 223 =0; 21+ 229 + 323 = 0. Donnez la matrice de présentation de M, et mettez
M sous forme Z/d1 7 X Z)doZ X -+ X Z/d, 2o X 7 t.q.r =20, dy >1et dy|dy| -+ | dy. (Les
d; sont les facteurs invariants de M).

Exercice 2

Explicitez les groupes abeliens donnés par les matrices de présentation suivantes :
4 3 879
) (40) ii)( ) i) | 2 466
0
12 21

Exercice 3

Donnez une base de Z3 adaptée au sous-module engendré par les vecteurs

1 2
31,16
) 4



Exercice 4

Soient A un anneau commutatif integre et M un A-module. On dit que z € M est de torsion

s’il existe a € A, a # 0, tel que ar = 0. On note My, le sous-A-module des éléments de torsion
de M. On dit que M est de torsion si M = M.

1. Un exemple avec A = Z : on note M = S! le cercle unité vu comme l’ensemble des
nombres complexes de module 1, muni de la multiplication comme loi de groupe. Construisez un
isomorphisme de Z-modules R/Z -~ S! puis identifiez M, de part et d’autre de I’isomorphisme.

2. On suppose M de type fini et on pose Ann(M) = {a € A;aM = 0}. Montrez que M est de
torsion si et seulement si Ann(M) # {0}.

3. Donnez un exemple d’'un module de torsion qui n’est pas de type fini et pour lequel
Ann(M) = {0}.

Exercice 5

Soit A un anneau commutatif. Soit p : M — N un morphisme entre deux A-modules.

1. Soit s : N — M un morphisme tel que po s = idy. Trouver un A-module K tel que la somme
directe N @ K est isomorphe a M.

2. Soient N libre et p surjectif. Montrer qu’il existe un A-module K tel que N & K ~ M.



