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Feuille d’exercices 7

Exercice 1
Évaluez les symboles de Legendre suivants :(︂71

73

)︂
,

(︂14
23

)︂
,

(︂37
61

)︂
.

Exercice 2

1. Soit 𝑝 > 2 un nombre premier. Montrez que le polynôme 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋 + 𝑐 admet des racines
dans F𝑝 ssi Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 est un résidu quadratique modulo 𝑝.
2. Résoudre 3𝑋2 + 6𝑋 + 5 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 89

Exercice 3
Soit 𝑝 > 3 premier. Montrez que

(︁
5
𝑝

)︁
= +1 ssi 𝑝 = 1, 9, 11, ou 19 𝑚𝑜𝑑 20.

Exercice 4
Si 𝑝 = 2𝑘 + 1 est premier, montrez que tout entier 𝑎 qui est non-résidu quadratique mod 𝑝 est
une racine primitive de 𝑝 (càd un générateur de F×

𝑝 ).
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Exercice 5

1. Soit 𝑛 un entier non multiple de 3. Montrez que 4𝑛2 + 3 possède un facteur premier congru
à 7 modulo 12.
2. Montrez qu’il existe un nombre infini de nombres premiers congru à 7 modulo 12.

Exercice 6
Soit 𝑛 impair et 𝑛 = 𝑝𝑒1

1 ...𝑝𝑒𝑘
𝑘 sa décomposition en facteurs premiers. On montre que 𝑎 tel que

(𝑎, 𝑛) = 1 est un carré modulo 𝑛 ssi il est un carré modulo 𝑝𝑖 pour tout 𝑖 ∈ {1, .., 𝑘}.

1. Montrez que 𝑎 est un carré modulo 𝑛 ssi il est un carré modulo 𝑝𝑒𝑖
𝑖 pour tout 𝑖 ∈ {1, .., 𝑘}.

2. Supposons 𝑛 = 𝑝𝑒. Montrez que 𝑎 est un carré modulo 𝑝𝑒 ssi 𝑎 est un carré modulo 𝑝.
3. Est-ce que 13 est un carré modulo 1127(= 49 × 23) ?

Remarque : Plus généralement, si 𝑛 = 2𝑒0𝑝𝑒1
1 ...𝑝𝑒𝑘

𝑘 , et (𝑎, 𝑛) = 1, on peut montrer que 𝑎 est un
carré modulo 𝑛 ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— Pour 𝑖 ∈ {1, .., 𝑘},
(︁

𝑎
𝑝𝑖

)︁
= 1.

— Si 𝑒0 = 2 alors 𝑎 ≡ 1 [4], et si 𝑒0 > 3, alors 𝑎 ≡ 1 [8].
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