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Exercice 1
Soient 𝐴 un anneau commutatif.

1. Soient 𝐼, 𝐽 des idéaux de 𝐴 tels que 𝐼 ⊂ 𝐽 . On note 𝐽/𝐼 l’idéal image de 𝐽 dans l’anneau
quotient 𝐴/𝐼. Montrez que les anneaux (𝐴/𝐼)/(𝐽/𝐼) et 𝐴/𝐽 sont isomorphes.
2. Soient 𝑥, 𝑦 deux éléments de 𝐴. Montrez qu’il existe des isomorphismes entre : l’anneau
quotient 𝐴/ < 𝑥, 𝑦 > ; l’anneau quotient de 𝐴/ < 𝑥 > par l’idéal engendré par 𝑦 ; l’anneau
quotient de 𝐴/ < 𝑦 > par l’idéal engendré par 𝑥.
3. Soit Z[𝑖] = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ C; 𝑎, 𝑏 ∈ Z} ⊂ C l’anneau des entiers de Gauss. Montrez l’égalité entre
les deux l’idéaux suivants : < 3 + 2𝑖 >=< 13, 5 − 𝑖 >. Déduire que Z[𝑖]/ < 3 + 2𝑖 >∼= Z/13Z.

Exercice 2
On considère les anneaux factoriels Z[𝑋],Q[𝑋] et C[𝑋].

1. Écrivez l’élément 3𝑋3 + 3𝑋 comme un produit d’irréductibles dans Z[𝑋].
2. Même question pour 3𝑋3 + 3𝑋 comme élément de Q[𝑋] ou C[𝑋].
3. L’anneau quotient Z[𝑋]/ < 3𝑋2 + 3 >, est-il intègre ?

Exercice 3
Considérons l’anneau 𝐴 = Z[

√
−5] = {𝑎 + 𝑏

√
−5 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z} muni de la norme 𝑁(𝑎 + 𝑏

√
−5) =

(𝑎 + 𝑏
√

−5)(𝑎 + 𝑏
√

−5) = 𝑎2 + 5𝑏2. Notez que 𝑁(𝛼𝛽) = 𝑁(𝛼)𝑁(𝛽).

1. Montrez que les unités de 𝐴 sont {1, −1}.
2. Montrez que si 𝑁(𝛼) est irréductible dans N, alors 𝛼 est irréductible dans 𝐴.
3. Montrez que les éléments 3 et 2 +

√
−5 sont irréductibles dans 𝐴. Déduire que 𝐴 n’est pas

factoriel.
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Exercice 4
On se propose de démontrer le théorème d’Euler : si 𝑛 > 1 et (𝑎, 𝑛) = 1, alors

𝑎𝜙(𝑛) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).

1. Montrez que 𝑎 est inversible dans l’anneau Z/𝑛Z ssi (𝑎, 𝑛) = 1.
2. Rappelez la définition de la fonction indicatrice d’Euler 𝜙(𝑛).
3. Conclure, et déduire comme corollaire le théorème de Fermat.

Exercice 5
Critère de Fermat, nombres de Carmichael.

1. Si 𝑎 ∈ [1, 𝑛 − 1] et (𝑎, 𝑛) ̸= 1, montrez que 𝑎 est témoin de Fermat pour la non-primalité de
𝑛.
2. Soit 𝑛 un nombre sans facteurs carrés, tel que pour tout diviseur premier 𝑝 de 𝑛, 𝑝 − 1 divise
𝑛 − 1. Montrez que 𝑛 est soit premier, soit de Carmichael.
3. Montrez que 561 et 1105 sont de Carmichael.

Exercice 6
Soit 𝑛 un nombre de Carmichael. En particulier 𝑛 est sans facteurs carrés, produit d’au moins 2
premiers (en réalité, on peut montrer qu’il est produit d’au moins 3 premiers), et impair. On
écrit 𝑛 − 1 = 2𝑠𝑡, où 𝑡 est impair et 𝑠 > 1. Pour 𝑖 ∈ {0, .., 𝑠}, définissons

ℎ𝑖 : (Z/𝑛Z)× → (Z/𝑛Z)×,

𝑥 ↦→ 𝑥2𝑖𝑡.

On pose enfin 𝐾𝑖 = 𝐾𝑒𝑟(ℎ𝑖), 𝐼𝑖 = 𝐼𝑚(ℎ𝑖). Soit 𝑗 < 𝑠 le plus grand indice tel que 𝐾𝑗 ̸= (Z/𝑛Z)×.
À l’aide du théorème chinois, montrez que si −1 ∈ 𝐼𝑗, alors 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐼𝑗) ≥ 4.
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