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Exercice 1

On propose une preuve analytique du théoreme d’Euclide. Supposons que 1’ensemble des nombres
premiers est fini,
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1. Pour p premier, et m > 1, montrez que

et posons
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2. En déduire que
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ou N(m) désigne les entiers dont la décomposition en facteurs premiers n = pi'...p;* vérifie
e; < m pour tout 4.

3. En conclure une absurdité.

Exercice 2

On propose une preuve, cette fois de dénombrement, du théoreme d’Euclide. Supposons que
I’ensemble des nombres premiers est fini,

P= {ph "'7pk}7
1. Montrez que tout entier n > 1 s’écrit de maniére unique
2

n = bc”,

ou b est sans facteur carré.



2. Montrez que le segment entier [1, N] contient au plus 2%y/N nombres entiers.

3. Conclure

Exercice 3

Le but de cet exercice est de montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers congrus a
—1 modulo 4. On procede par 1'absurde et supposons le contraire, en notant {pi, ..., p} les
premiers congrus a —1 modulo 4. On pose

n=4p1...pm — 1,

1. Montrez que tout facteur premier p de n est congru a 1 modulo 4.

2. Obtenir une contradiction.

Exercice 4

Montrez qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 5 modulo 6.

Exercice 5

1. Soit A un anneau integre, p € A. Montrez que p premier = p irréductible.

2. Soit A un anneau factoriel, p € A. Montrez que p irréductible = p premier.

Exercice 6

Soit A un anneau principal, * € A un élément non nul. Montrez que 'idéal I =< x > est
maximal ssi x est irréductible.

Exercice 7

Soit A un anneau. Montrer I’équivalence des deux conditions suivantes :

(i). Chaque suite croissante d’idéaux dans A est stationnaire : pour Iy C [, C --- il existe
N >0telque Iy =1y ="

(ii). Chaque idéal I C A est de type fini : I =< ry,--- ,r, > pour un nombre fini de d’éléments
T € A.

Un anneau qui verifie ces conditions est appelé noethérien.



